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ÀÍÀËÈÇ ÂËÈßÍÈß Ê�ÈÂÈÇÍÛ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÅË ÍÀÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ Â ÇÎÍÅÈÕ ÊÎÍÒÀÊÒÀÀçàðîâ À.Ä., Áàáåíêî È.Ñ., Æóðàâëåâ �.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂûïîëíåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà è öèëèíäðà(â ïëîñêîé ïîñòàíîâêå), íàãðóæåííûõ êîíòàêòíûì äàâëåíèåì. Ïîëó÷åíû îöåíêè âëèÿíèÿêðèâèçíû íà íàïðÿæåíèÿ â öèëèíäðå.Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ïðîáëåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñêðû-òûõ ðåçåðâîâ êîíòàêòíîé ïðî÷íîñòè íåîáõîäèìî ðàçâèòèå ìåòîäîâ ðàñ÷åòà, áîëååòî÷íî ó÷èòûâàþùèõ âëèÿíèå êðèâèçíû íà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿ-íèå (ÍÄÑ) êîíòàêòèðóþùèõ òåë, íåæåëè òðàäèöèîííûé àïïàðàò ðàñ÷åòà. Íèæåâ îñíîâó ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ÍÄÑ ïîëîæåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ è ïðèíöèï ñó-ïåðïîçèöèè äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàñïðåäåëåííîé êîíòàêòíîé íàãðóçêè. Äëÿ öèëèí-äðà èñïîëüçîâàíî òî÷íîå ðåøåíèå Ìóñõåëèøâèëè [1℄ ïðè åãî ñæàòèè ïðîòèâîïî-ëîæíî íàïðàâëåííûìè ñèëàìè (ðèñ. 1), à äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà � òî÷íîå ðåøåíèåïðè òî÷å÷íîé íàãðóçêå â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè, èçëîæåííîå Íîâàöêèì [2℄.

�èñ. 1.Ñ�îðìèðîâàíû è îòëàæåíû àëãîðèòìû ðàñ÷åòà ÍÄÑ ñðåäñòâàìè ïàêåòàMathCAD ïðè äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ.Â óñëîâèÿõ ïëîñêîé çàäà÷è è ãåðöåâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîé íàãðóçêèàíàëèçèðóþòñÿ:- äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà � íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ, íàïðàâëåííûå ïàðàëëåëüíîîñè Îõ è îñè Îz (ðèñ. 1); σxx(x, z), σzz(x, z), ñîîòâåòñòâåííî, è êàñàòåëüíûå íà-ïðÿæåíèÿ σxz(x, z), à òàêæå (äëÿ ïëîñêî-äå�îðìèðîâàííîãî ñëó÷àÿ) íîðìàëüíûåíàïðÿæåíèÿ σyy(x, z) = ν(σxx(x, z) + σzz(x, z)), ãäå ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà.



Àíàëèç âëèÿíèÿ êðèâèçíû óïðóãèõ òåë íà íàïðÿæåíèÿ â çîíå êîíòàêòà 7- õàðàêòåðèñòèêè äëÿ îöåíêè ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ � ñðåäíåå äàâëåíèå (øàðî-âàÿ ÷àñòü òåíçîðà íàïðÿæåíèé) σ = (σxx(x, z) + σyy(x, z) + σzz(x, z))/3, èíòåíñèâ-íîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé:
Kσ =

1√
6

√
(σyy − σzz)2 + (σzz − σxx)2 + (σxx − σyy)2 + 6σ2

xz .- äëÿ öèëèíäðà ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðÿæåíèÿXx(r1, ω1, r2, ω2), Zz(r1, ω1, r2, ω2),
Xz(r1, ω1, r2, ω2), è õàðàêòåðèñòèêè σcyl, Kcyl.Âåëè÷èíû r1, ω1, r2, ω2, �èãóðèðóþùèå â çàäà÷å Ìóñõåëèøâèëè (ñìûñë êîòîðûõè õàðàêòåð íàãðóæåíèÿ ÿñíû èç ðèñ. 1), âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ êàæäîé ðàñ÷åòíîé òî÷êè
(x, z) è êàæäîãî çíà÷åíèÿ α ïî �îðìóëàì:

Lp1 = Rc sinα, ω1 = arctan

(
x− Lp1
z − Lp2

), r1 =
x− Lp1
sinω1

,
Lp2 = Rc(1 − cosα), ω2 = arctan

(
x− Lp1
Lp3 − z

), r2 =
√

(x− Lp1)2 + (Lp3 − z)2,
Lpp = 2Rc cosα, Lp3 = Lpp + Lp2.Â èñõîäíûõ �îðìóëàõ äëÿ íàïðÿæåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷å÷íàÿ ñèëà �, èìå-þùàÿ ñìûñë óäåëüíîé (íîðìèðîâàííîé ïî îáðàçóþùåé öèëèíäðà) íàãðóçêè, êîòî-ðàÿ â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè (ðèñ. 1) ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî çàêîíó q(x):
q(x) = P

√
1 − x2

b2H
,

bH
R

= 2

√
Pη

Rπ
, η =

1 − ν2
1

E1
+

1 − ν2
2

E2
, qmax =

√
P

Rηπ
,ãäå: bH � ïîëóøèðèíà ïëîùàäêè êîíòàêòà, E � ìîäóëü óïðóãîñòè, qmax � ìàê-ñèìàëüíîå äàâëåíèå â çîíå êîíòàêòà, R � ïðèâåäåííûé ðàäèóñ êðèâèçíû, íè-æå ðàâíûé ðàäèóñó öèëèíäðà Rc [3℄. Äëÿ ðàñ÷åòîâ âûáðàí ìàòåðèàë � ñòàëü:

E1 = E2 = 200�Ïà, ν1 = ν2 = 0, 28.Â ñëó÷àå êðóãîâîãî öèëèíäðà è â ñëó÷àå ïîëóïðîñòðàíñòâà â èñõîäíûõ �îð-ìóëàõ òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû è âåëè÷èíû r1, ω1, r2, ω2 îïðåäåëÿþòñÿ óãëîì α(ðèñ. 1). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè, ñóììèðóÿ íàïðÿæåíèÿ (ïî α âêðóãîâîì öèëèíäðå è ïî êîîðäèíàòå x â ïîëóïðîñòðàíñòâå), ïîðîæäàåìûå êàæäîéñèëîé, ïîëó÷àåì ðåçóëüòèðóþùèå çíà÷åíèÿ:
Xx = −

αb∫

−αb

q(α)

π

(
2
(sinω1(α))2 cosω1(α)

r1(α)
+ 2

(sinω2(α))2 cosω2(α)

r2(α)
− Lpα(α)

)
Rcdα ;

Zz = −
αb∫

−αb

q(α)

π

(
2
(cosω1(α))3

r1(α)
+ 2

(cosω2(α))3

r2(α)
− Lpα(α)

)
Rcdα ;

Xz = −
αb∫

−αb

2q(α)

π

(
2
sinω1(α) · (cosω1(α))2

r1(α)
+ 2

sinω2(α)(cosω2(α))2

r2(α)

)
Rcdα .Çäåñü αb � óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëîæåíèþ bH íà îñè x, q(α) � äàâëåíèåñîîòâåòñòâóþùåå çàêîíó q(x). Äëÿ ó÷åòà ñìåùåíèÿ òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû â ñëó-÷àå ïîëóïðîñòðàíñòâà èñïîëüçîâàëè âåëè÷èíó Lp1, òàê êàê îíà ïî ñâîåìó çíà÷å-íèþ ïðàêòè÷åñêè ðàâíà xp (ãäå (xp, 0) � òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû). Â ñîîòâåòñòâèè



8 Àçàðîâ À.Ä., Áàáåíêî È.Ñ., Æóðàâëåâ �.À.ñ ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî α çàâèñèò îò x:
σxx(x, z) = −

bH∫

−bH

2q(x)

π

z(x− Lp1(α))2

z2 + (x− Lp1(α))2)2
dx ;

σzz(x, z) = −
bH∫

−bH

2q(x)

π

z3

z2 + (x− Lp1(α))2)2
dx ;

σxz(x, z) = −
bH∫

−bH

2q(x)

π

z2(x− Lp1(α))

z2 + (x− Lp1(α))2)2
dx .Äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà âûïîëíÿåòñÿ ïîâîðîò òåí-çîðà íàïðÿæåíèé íà ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë ϕ (ðèñ. 1).�àñ÷åò ÍÄÑ îñóùåñòâëåí äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ òî÷åê:- â çîíå êîíòàêòà çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ ìàòðèöà òî÷åê ðàñ÷åòà: ðàçìåð ïî ãîðè-çîíòàëè x ðàâåí 6 bH , à â ãëóáèíó îí ðàâåí 5 bH . Ïåðâûé ñëîé ëåæèò íà ãëóáèíå0,1 bH .- äëÿ àíàëèçà íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîìåðíîå ðàçáèå-íèå äóãè s ñå÷åíèÿ öèëèíäðà (óãëà 90 ãðàäóñîâ), çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîé òî÷êè,êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ êîíöîì îáëàñòè bH .Àíàëèç ÍÄÑ â çîíå êîíòàêòà è íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà âûïîëíåí äëÿ ðàç-ëè÷íûõ çíà÷åíèé êðèâèçíû R è íàãðóçêè P (ñì. òàáë).�àäèóñ,ìì bH/R qmax,ÌÏà bH/R qmax,ÌÏà bH/R qmax,ÌÏàP=50êÍ/ì P=500 êÍ/ì P=5000 êÍ/ì2 0,017 929 0,054 2939 0,108 92925 0,011 588 0,034 1859 0,011 587710 0,0077 416 0,024 1314 0,077 415650 0,0034 186 0,011 588 0,034 1858100 0,0024 131 0,0077 416 0,024 1314Íèæå ïðèâåäåíû ðàñ÷åòíûå äàííûå äëÿ öèëèíäðà ñ ðàäèóñîì 5ìì ïðè

P=3620 êÍ/ì. Çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé íîðìèðîâàíû îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíûìàêñèìàëüíîãî äàâëåíèÿ qmax=5000ÌÏà. Íà ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðà�èêàõ ïðèâå-äåíû íàïðÿæåíèÿ êàê �óíêöèè x è z. Íà ðèñ. 2 îòîáðàæàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêàÍÄÑ â çîíå êîíòàêòà. Èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ öèëèíäðàèçîáðàæåíà íà ðèñóíêå ñëåâà, à ñïðàâà äàåòñÿ ñðàâíåíèå ïî ðàçíèöå ¾íàïðÿæåíèåâ öèëèíäðå¿ ìèíóñ ¾íàïðÿæåíèå â ïîëóïðîñòðàíñòâå¿. �ðà�èêè íà ðèñ. 3ïîêàçûâàþò èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è ñðàâíåíèå ñ øàðîâîéñîñòàâëÿþùåé â öèëèíäðå (ñëåâà). Íà ïðàâîì ðèñóíêå äàíà âûáîðêà èç ëåâîãîãðà�èêà äëÿ äâóõ óðîâíåé ãëóáèíû z = 0,1 bH è z= 0,7 bH .Íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè â ïåðâîé ÷åòâåðòè ñå÷åíèÿ öèëèíäðà(ðèñ. 4) äàþò ïðåäñòàâëåíèå î ðàçíèöå ðåøåíèé äëÿ öèëèíäðà è ïîëóïðîñòðàíñòâà



Àíàëèç âëèÿíèÿ êðèâèçíû óïðóãèõ òåë íà íàïðÿæåíèÿ â çîíå êîíòàêòà 9ïðè óñëîâèè, ÷òî qmax=5000ÌÏà. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äåìîí-ñòðèðóþò íàïðÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå öèëèíäðàì ðàçíûõ ðàçìåðîâ, íî ïðèóñëîâèè îäèíàêîâîé îòíîñèòåëüíîé ïîëóøèðèíû bH/R = 0,092 è ìàêñèìàëüíîìäàâëåíèè qmax = 5000ÌÏà. Ïðè ýòîì íàãðóçêà P ðàçëè÷íà è îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé P = πRηq2
max .

�èñ. 2.

�èñ. 3.

�èñ. 4.



10 Àçàðîâ À.Ä., Áàáåíêî È.Ñ., Æóðàâëåâ �.À.Èñïîëüçîâàíèå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà, êîòîðûì òðàäèöèîííî ìîäåëè-ðóåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîå òåëî ëþáîé êðèâèçíû, íå îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé äëÿ öèëèíäðà (íàïðÿæåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà íå ðàâíûíóëþ âíå çîíû êîíòàêòà). �àñ÷åòû ïîêàçûâàþò:- íàëè÷èå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â íåêîòîðîéçîíå åãî ïîâåðõíîñòè íàïðÿæåíèÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì â ñîîòâåòñòâóþùèõòî÷êàõ ïîëóïðîñòðàíñòâà, ò. å. ðàñ÷åòû ïî �åðöó äàþò çàâûøåíèå íàïðÿæåíèé;- ðîñò êðèâèçíû öèëèíäðà ïðèâîäèò ê áîëüøåìó (îòíîñèòåëüíî ïîëóïðîñòðàí-ñòâà) ñíèæåíèþ óðîâíÿ íàïðÿæåíèé;- èìååò ìåñòî ïîâûøåííàÿ êîððåëÿöèÿ èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-íèé è ñðåäíåãî (øàðîâîãî) äàâëåíèÿ â öèëèíäðå: â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè öèëèíäðàïðè ïðèáëèæåíèè ê çîíå êîíòàêòà ñ ðîñòîì èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-íèé ïðîïîðöèîíàëüíî ðàñòåò è ñðåäíåå äàâëåíèå (íàëè÷èå îòðèöàòåëüíîé øàðîâîé÷àñòè òåíçîðà íàïðÿæåíèé ÷àùå âñåãî ÿâëÿåòñÿ óïðî÷íÿþùèì �àêòîðîì äàæå, åñ-ëè ïðè ýòîì ðàñòåò è ñäâèãîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà);- ðàçíèöà èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è øàðîâîãî äàâëåíèÿ (â öè-ëèíäðå è â ïîëóïðîñòðàíñòâå) óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèè ê çîíå êîíòàê-òà. Ïåðå÷èñëåííûå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ ïëîñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è �åðöà ìîæíîñ÷èòàòü îäíèì èç �àêòîâ íàëè÷èÿ ñêðûòûõ ðåçåðâîâ ïðî÷íîñòè äëÿ òåë îãðà-íè÷åííûõ ðàçìåðîâ. Òåì íå ìåíåå ýòè ðåçåðâû êàñàþòñÿ, èñêëþ÷èòåëüíî, ïëîñ-êîé êîíòàêòíîé çàäà÷è � íè êà÷åñòâåííî è íè êîëè÷åñòâåííî îíè íå çàòðàãèâà-þò îöåíêó èíûõ (íàïðèìåð, èçãèáíî-ñäâèãîâûõ êîìïåíñàöèîííûõ äå�îðìàöèé [4℄)�àêòîðîâ ïðîÿâëåíèÿ ðåçåðâîâ ðîñòà ïðî÷íîñòè ëîêàëèçîâàííîãî (ñðåäèííîãî èëèêðîìî÷íîãî) êîíòàêòà. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ìóñõåëèøâèëè Í.È. Íåêîòîðûå îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðó-ãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1966. 707 ñ.[2℄ Íîâàöêèé Â. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1975. 872 
.[3℄ Ìàøèíîñòðîåíèå. Ýíöèêëîïåäè÷åñêèé ñïðàâî÷íèê. Èíæåíåðíûå ðàñ÷åòû â ìàøè-íîñòðîåíèè // Ïîä ðåä. Ì.À. Ñàâåðèíà. Ì.: �ÍÒÈ ìàøèíîñòðîèòåëüíîé ëèòåðà-òóðû. Ò. 1, Êí. 2, 456 
.[4℄ Æóðàâëåâ �.À. Îöåíêà ïðèìåíèìîñòè ðåøåíèÿ �åðöà â çàäà÷àõ î êîíòàêòå çó-áüåâ // Òåõíèêà ìàøèíîñòðîåíèÿ. Ì., 2001, � 2, Ñ. 82�90.Azarov A.D., Babenko I. S., Zhuravlev G.A. The analysis of in�uen
e of 
urvatureof elasti
 bodies upon the stress-strain state in a zone of their 
onta
t . The 
omparativeanalysis of solutions of the problems for semispa
e and the 
ylinder (in 2d statement) loadedwith 
onta
t pressure was 
arried out. The estimations of in�uen
e of 
urvature on the stresseswithin the 
ylinder were re
ieved.



ÍÅËÈÍÅÉÍÎ-ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÀß Ò�ÅÕÌÅ�ÍÀßÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÛÕ ÓÏ�Ó�ÈÕÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂÀçàðîâ Ä.À.Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäëîæåíà òðåõìåðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ áîëüøèõ äå�îðìàöèéíåëèíåéíî-óïðóãèõ òåë â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííîãî îáúåìà. Îïðåäåëåíû �óíêöèè âíóòðåí-íèõ õàðàêòåðèñòèê ìîäåëè: íåëèíåéíî-óïðóãèõ æåñòêîñòåé ñâÿçåé, êîòîðûå ïîçâîëÿþòîïèñàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ ðåçèíîïîäîáíûõ ìà-òåðèàëîâ ïðè áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ.Â ñòàòüå [1℄ áûëè ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ òðåõìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëèäëÿ îïèñàíèÿ áîëüøèõ äå�îðìàöèé ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè. Íèæå ïðåäëîæå-íà àíàëîãè÷íàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ áîëüøèõ äå�îðìàöèé íåëèíåéíî-óïðóãèõòåë â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííîãî îáúåìà. Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíûéêóá óïðóãîé èçîòðîïíîé ñïëîøíîé ñðåäû ñ çàêëþ÷åííîé â íåãî òðåõìåðíîéìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé ïðóæèí (ñâÿçåé), îòðàæàþùèõ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäóãðàíÿìè êóáà. Óçëû ñèñòåìû çàêðåïëåíû â öåíòðàõ ýòèõ ãðàíåé.

�èñ. 1. �åîìåòðèÿ ñâÿçåé è ðàâíîâåñèå ñèë â ìîäåëè.



12 Àçàðîâ Ä.À.Â èçîòðîïíîì ìàòåðèàëå äëèíû ãðàíåé ýëåìåíòàðíîãî êóáà (äëèíû ñâÿçåé) âîòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè ðàâíû A5A6 = A1A2 = A3A4 = 2a = 2b = 2c, à äèàãî-íàëüíûå ñâÿçè n = p = l. Æåñòêîñòè ñâÿçåé ka, kb, kc, kl, kn è kp, â îáùåì ñëó÷àåíåëèíåéíûå, â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè � ýòî êîý��èöèåíòû óïðóãîñòè ka = kb = kc,è kl = kn = kp. Íèæå, íåñìîòðÿ íà ðàâåíñòâà, íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿäëÿ ïîíèìàíèÿ èñòî÷íèêîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.Îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå ìîäåëè ñèëîé Fa, ïðèëîæåííîé â âåðøèíàõ A5 è A6(ðèñ. 1) ïðèâîäèò ê äå�îðìàöèè ñâÿçåé íà âåëè÷èíû δa, δb = δc, δl = δp, δn, òàê,÷òî â òåêóùåé êîí�èãóðàöèè äëèíû ðàâíû
L = l + δl, A = a + δa, B = b− δb, N = l − δn (1)Âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ:

a2 + b2 = l2, A2 +B2 = L2, l = a
√

2 (2)Ïîäñòàâèâ (1) âî âòîðîå ðàâåíñòâî, è ñ ó÷åòîì ïåðâîãî, ïîëó÷èì ãåîìåòðè÷åñêîåóñëîâèå äëÿ óäëèíåíèé ñâÿçåé ìîäåëè:
2aδa + δ2

a − 2bδb + δ2
b = 2lδl + δ2

l (3)Ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè ñå÷åíèå èçîòðîïíîé ìîäåëè â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-êîñòè íå èñêàæàåò ñâîåé �îðìû, ñëåäîâàòåëüíî N = B
√

2, δn = δb
√

2.Èç óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà òåêóùèé è íà÷àëüíûé îáúåìû ðàâíû:
V = V0 ⇒ b2a = B2A ⇒ b2a = (b− δb)

2(a + δa) ⇒

δ2
b (a + δa) − 2b(a + δa)δb + b2δa = 0�åøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ñâÿçè δb ñ δa

δb = b
(a + δa) −

√
(a+ δa)2 − δa(a+ δa)

(a+ δa)
(4)Èç óñëîâèÿ (3) ñëåäóåò óñëîâèå ñâÿçè δl ñ δa è δb

δl = −la−
√
l2 − (2δbb− δ2

b − 2δaa− δ2
a) (5)Ôîðìóëû ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ ïðè äå�îðìèðîâàíèè ìå-õàíè÷åñêîé êîíñòðóêöèè â çàâèñèìîñòè îò âíåøíåãî óñèëèÿ [1℄, ïîëó÷àþòñÿ èçóñëîâèé ðàâíîâåñèÿ â óçëàõ ñèë, âîçíèêàþùèõ â ñâÿçÿõ. Óðàâíåíèÿ ñòàòèêè â óç-ëàõ ìîäåëè (ðèñ. 1) èìåþò âèä

Fa − Ra − 4Rl cosϕ = 0 (6)
−2Rl sinϕ+ 2Rn cosψ +Rb = 0 (7)ãäå Ri = kiδi , i = a, b, l, n � ðåàêöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçè ñ æåñòêîñòüþ kiâ îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíîé.
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sinϕ =

B

L
=
b− δb
l + δl

, ψ =
π

4
, cosϕ =

A

L
=
a+ δa
l + δl

(8)Ïîäñòàâèâ â (6) è (7) âûðàæåíèÿ (8), ïîëó÷àåì íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, êî-òîðûå ñ óðàâíåíèÿìè (4) è (5) îáðàçóþò ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòåéìåæäó Fa , δa , δb , δl, δn (ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùóþ òðåõìåðíîéìåõàíè÷åñêîé êîíñòðóêöèè ñâÿçåé)
Fa = kaδa + 4klδl

a+ δa
l + δl

(9)
δb = Clδl (10)ãäå êîìïëåêñ

Cl(δl) =
2klb

2klδl + 2kn(l + δl) + kb(l + δl)
(11)Çàäàâàÿ äå�îðìàöèþ δa êàê íåêîòîðûé âõîäíîé ïðîöåññ, èç (4), (5), (9)�(11)ïðè èçâåñòíûõ æåñòêîñòÿõ ñâÿçåé ìîæíî îïðåäåëèòü �óíêöèè Fa(δa), δb(δa), δl(δa),

δn(δa).¾Ïðóæèíû-ñâÿçè¿ äàííîé ìîäåëè â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíî-óïðóãèå. Õàðàê-òåðèñòèêè æåñòêîñòè ïðóæèí ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåêîòîðûå èíòåãðàëüíûå îöåí-êè ñèëîâûõ âçàèìîäåéñòâèé îáùåé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà. Ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿè îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ æåñòêîñòåé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ðåàëüíûõ ñèëïðèòÿæåíèÿ â �èçè÷åñêîé ñðåäå. Äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ââîäÿòñÿ äâà òèïàâçàèìîäåéñòâèé (äâå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà): ìåæäó ïðîòèâîëåæàùèìè ãðà-íÿìè (ïîïåðå÷íûå) è ìåæäó ñìåæíûìè (äèàãîíàëüíûå).Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îäèíàêîâû æåñòêîñòè ñâÿçåé kn = kl è kb = ka, ïîëó÷àåì
Cl(δl) =

2kla

2kl(l + 2δl) + ka(l + δl)
(12)Ïîñêîëüêó δl è δb óæå èçâåñòíû èç (4), (5), òî (10), (12) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìèñâÿçè ìåæäó æåñòêîñòÿìè kl è ka. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè ýêñïåðèìåíòàëüíûõäàííûõ ¾óñèëèå-óäëèíåíèå/ñæàòèå¿ èç (9), (10), (12) ìîæíî îïðåäåëèòü ka è klêàê �óíêöèè óäëèíåíèé δa è δl. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýêñïåðè-ìåíòàëüíàÿ êðèâàÿ äëÿ êàó÷óêà [2℄, è âîññòàíîâëåííûå ïî ýòèì äàííûì �óíêöèè

ka(δa) è kl(δl).Íàäî çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ æåñòêîñòè ñâÿçåé kaè kb íå ÿâëÿþòñÿ �èçè÷åñêè íåâîçìîæíûìè. Èõ ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ñëå-äóþùèì ñïîñîáîì: ê ïðåäâàðèòåëüíî ñæàòûì äèàãîíàëüíûì ïðóæèíàì êðåïÿòñÿâåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå ïðóæèíû. Ïîñëå îñâîáîæäåíèÿ âñåé êîíñòðóêöèèîò óäåðæèâàþùèõ ñèë, äèàãîíàëüíûå ñâÿçè, ñòðåìÿñü âåðíóòüñÿ â íåäå�îðìèðî-âàííîå ñîñòîÿíèå, ðàçîæìóòñÿ è ðàñòÿíóò âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå. Â òà-êîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîíñòðóêöèè äèàãîíàëüíûå ïðóæèíû áóäóò íàõîäèòüñÿ âñæàòîì ñîñòîÿíèè, à âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå áóäóò ðàñòÿíóòû. Òàêèì îá-ðàçîì, â ïîëó÷åííîé ìîäåëè äî îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà (äî âîçâðàòà â íåäå�îðìè-ðîâàííîå ñîñòîÿíèå) ïðè ðàñòÿæåíèè δa ãîðèçîíòàëüíûå ñâÿçè íå áóäóò îêàçûâàòü



14 Àçàðîâ Ä.À.ñîïðîòèâëåíèÿ ïîïåðå÷íîìó ñæàòèþ δb, à, íàîáîðîò, ñïîñîáñòâîâàòü åìó. À ýòî,êàê ðàç, è ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíîìó êîý��èöèåíòó æåñòêîñòè ñâÿçè b.

�èñ. 2. Êðèâàÿ ðàñòÿæåíèÿ êàó÷óêà è õàðàêòåðèñòèêè æåñòêîñòè ñâÿçåé.Àíàëîãè÷íî îáðàáîòàíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [3℄ ðåçèíû íà ñæàòèå(ðèñ. 3). Ñëîæíûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ æåñòêîñòè kl ñâÿçàí ñ ãåîìåòðè÷åñêèì èç-ìåíåíèåì ðàçìåðà δl ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà îáúåìà (ðèñ. 4), ÷òî òàêæå äîëæíîîáúÿñíÿòü íåêîòîðîå óïðî÷íåíèå íà êîíå÷íîì ó÷àñòêå íàãðóæåíèÿ (ðèñ. 3), íàñòó-ïàþùåå ïîñëå çíà÷åíèÿ δa = −0, 2.

�èñ. 3. Êðèâàÿ ñæàòèÿ ðåçèíû è õàðàêòåðèñòèêè æåñòêîñòè ñâÿçåé.Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé âíóòðåííèõ õàðàêòå-ðèñòèê ìîäåëè: íåëèíåéíî-óïðóãèõ æåñòêîñòåé ñâÿçåé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îïèñàòüýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ ðåçèíîïîäîáíûõ ìàòå-ðèàëîâ ïðè áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè æåñòêî-ñòåé â (12) áûëî èñïîëüçîâàíî ïðåäïîëîæåíèå kn = kl è kb = ka. Ïîñêîëüêó ïî-âåäåíèå âíóòðåííèõ ñâÿçåé ïðè áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ äîëæíî áûòü ðàçëè÷íûìïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè, áîëåå êîððåêòíûì ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå �óíêöèé ñó÷åòîì çíàêà óäëèíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå îäíî-îñíîãî ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ, ïîëó÷àåìûå íà îäíîì îáðàçöå. Íåêîòîðîå óïðîùåíèåòàêîãî ýêñïåðèìåíòà ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî âåëè÷èíà äå�îðìàöèè ñæàòèÿ, îáû÷íîñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì äå�îðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ.
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�èñ. 4. Èçìåíåíèÿ äëèí ñâÿçåé ïðè ñæàòèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ δa â çàâèñìîñòè îòâðåìåíè.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àçàðîâ À.Ä. Àçàðîâ Ä.À. Òðåõìåðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ áîëüøèõóïðóãèõ äå�îðìàöèé ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè // Âåñòíèê Ä�ÒÓ. 2011. Ò. 11.� 2(53). Ñ. 147�156.[2℄ �óëü Â.Å. Êóëåçíåâ Â.Í. Ñòðóêòóðà è ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëèìåðîâ. Âûñø.øêîëà, 1972. 320 ñ.[3℄ Õàëàåâ À.À. Òèòåíêîâà Å.Í Îöåíêà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïî-ëèìåðíûõ óïðóãèõ ýëåìåíòîâ ïåðñïåêòèâíîãî ïîãëîùàþùåãî àïïàðàòà àâòîñöåïêè�Ï-120À // Âåñòíèê Áðÿíñêîãî òåõíè÷åñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà. 2007. � 4. Ñ. 84�90.Azarov D.A. Nonlinearly deformable 3d me
hani
al model of in
ompressible elasti
materials. The 3d me
hani
al model for des
ription of large deformations of non-linear elasti
bodies under 
onstant volume is proposed. The fun
tions of inner properties of the model su
has rigidity of non-linear bonds (springs) are de�ned, whi
h allows to des
ribe experimentaldata of uniaxial 
ompression-expansion of rubber-like materials under large deformations.



ÎÁ�ÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÎÁ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÈ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉÆÅÑÒÊÎÑÒÈ ÏËÀÑÒÈÍÛ Ï�È ÈÇ�ÈÁÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈßÕÀíèêèíà Ò.À.∗, Óãëè÷ Ï.Ñ.∗∗
∗Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñòèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, ÂëàäèêàâêàçÂ íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ êîý��èöèåíòíàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëå-íèè ïåðåìåííîé æåñòêîñòè êðóãëîé óïðóãîé ïëàñòèíêè, êîòîðàÿ ñîâåðøàåò âûíóæäåí-íûå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé îñöèëëèðóþ-ùåé íàãðóçêè. Ïðè ýòîì èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíêè ñ÷èòàåòñÿ �óíêöèåé ðàäèàëüíîéêîîðäèíàòû. Èñõîäíîé èí�îðìàöèåé äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èí�îðìàöèÿ î ïðîãèáåïëàñòèíêè íà �èêñèðîâàííîé ÷àñòîòå.Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ íåîäíîðîäíîé ïëàñòèíêè èñïîëüçîâàí ìå-òîä �èòöà. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ìåòîäà �èòöà, ñðàâíèâàþò-ñÿ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíêè,à òàêæå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷èìåòîäîì ïðèñòðåëêè. Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è èñïîëüçîâàí ìåòîä �àëåðêèíà. Ïðè-âåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ èçìåíåíèÿæåñòêîñòè.1. Ïðÿìàÿ çàäà÷à. �àññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ èçãèáíûå îñåñèììåòðè÷íûåêîëåáàíèÿ êðóãëîé ïëàñòèíû ðàäèóñà R ïåðåìåííîé æåñòêîñòè ïîä äåéñòâèåì ðàâ-íîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè q. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öèëèíäðè÷åñêàÿ æ¼ñò-êîñòü ïëàñòèíû
D(r) =

E(r)h3

12(1 − ν2)ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû. Â âûðàæåíèè äëÿ D(r) ÷åðåç E(r)îáîçíà÷åí ìîäóëü Þíãà, ÷åðåç h � òîëùèíà ïëàñòèíêè, ν � êîý��èöèåíò Ïóàñ-ñîíà.�àññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íûå èçãèáíûå êîëåáàíèÿ êðóãëîé ïëàñòèíû â öèëèí-äðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, ϕ, z. Ââåäåì äàëåå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû è ïå-ðåìåííûå ïî �îðìóëàì: r = Rr̃, D = D0D̃, D0 = D(R) (çíàê òèëüäû äëÿ óäîáñòâàâ äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü)Óðàâíåíèå êîëåáàíèé ïëàñòèíêè â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä:
[D(r)rw′′(r)]

′′
+ ν [D′(r)w′(r)]

′ −
[
D(r)w′(r)

r

]′
− k2rw(r) − λqr = 0 (1)Çäåñü k2 =

ρω2hR4

D0
� áåçðàçìåðíûé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñ ÷àñòî-òîé êîëåáàíèé λ =
q0R

3

D0
� âñïîìîãàòåëüíûé êîý��èöèåíò, ρ � ïëîòíîñòü ïëàñòè-íû.



Îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ïåðåìåííîé æåñòêîñòè ïëàñòèíû ... 17Â ñëó÷àå æåñòêîé çàäåëêè êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:
w(1) = w′(1) = 0 (2)â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ êðàåâûå óñëîâèÿ ñëåäóþùèå:

w(1) = 0, Mrr(1) = −D(r)
[
w′′(r) +

ν

r
w′(r)

]∣∣∣
r=1

= 0 (3)�åøåíèå çàäà÷ (1)�(2), (1)�(3) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî íåñêîëüêèìè ìåòîäàìè.Ïîñêîëüêó îïåðàòîð èìååò ïåðåìåííûå êîý��èöèåíòû, òî íåîáõîäèìî èñïîëüçî-âàòü ÷èñëåííûå ñõåìû. Îäíà èç íèõ îïèðàåòñÿ íà ìåòîä �èòöà, îñíîâàííûé íàíàõîæäåíèè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè �óíêöèîíàëà:
F =

1∫

0

D(r)

{
[w′′(r)]

2
+

[
w′(r)

r

]2

+ 2ν

[
w′(r)w′′(r)

r

]}
rdr − 2

1∫

0

w(r)qrdr−

−ρω2h

1∫

0

w2(r)rdr

(4)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì �èòöà ïðåäñòàâèì �óíêöèþ ïðîãèáà â âèäå ñóììû

w(r) =
N1∑

k=1

Ckϕk(r),ãäå áàçèñíûå �óíêöèè èìåþò âèä ϕk(r) = (1−r2)2r2k äëÿ ñëó÷àÿ æåñòêîé çàäåëêèè ϕk(r) = (1 − r2)r2k äëÿ ñëó÷àÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ.Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äëÿ ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëå-íèÿ öèëèíäðè÷åñêîé æåñòêîñòè D(r), ðàññ÷èòàííûå íà îñíîâàíèè äâóõ ïðåäëîæåí-íûõ ìåòîäîâ. Òî÷íîñòü ìåòîäîâ òåñòèðîâàëàñü äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû â ñëó÷àåæåñòêîé çàäåëêè, ãäå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçâåñòíû [3℄ k1 = 10, 21, k2 = 39, 78,
k3 = 88, 90 è ïîãðåøíîñòü ìåòîäà �èòöà ïðè îïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðè
N1 = 7 ñîñòàâèëà ìåíåå 1%. Çäåñü è âñþäó â äàëüíåéøåì ïðèíÿòî ñëåäóþùååçíà÷åíèå êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà ν = 0, 1.Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷¼òîâ ïðîãèáà ïëà-ñòèíêè, ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíêè ïðè k = 0ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè [2℄. Ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòîâ, íàé-äåíûõ ìåòîäîì �èòöà ñîñòàâèëà 10−5 ÷ 10−7. Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿïðîãèáà â íåêîòîðûõ òî÷êàõ äëÿ k = 10 â ñëó÷àå æåñòêîé çàäåëêè è k = 2, 5 â ñëó-÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ. Èç äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 2, âèäíî õîðîøååñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóäèòü îáèõ äîñòîâåðíîñòè.2. Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëå-íèè æåñòêîñòè ïëàñòèíû D(r) ïî íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î ïîëåïåðåìåùåíèé, çàäàííîé èëè íà ãðàíèöå ïëàñòèíû â íåêîòîðîì äèàïàçîíå èçìå-íåíèÿ ÷àñòîòû êîëåáàíèé èëè âñþäó âíóòðè ïëàñòèíû. Òàêàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ



18 Àíèêèíà Ò.À., Óãëè÷ Ï.Ñ.Çàêîí ðàñïðåäåëå-íèÿ D(r)
Æåñòêàÿ çàäåëêà Øàðíèðíîå îïèðàíèåÌåòîä �èòöà Ìåòîäïðèñòðåëêè Ìåòîä �èòöà Ìåòîäïðèñòðåëêè

D(r) = 1 10,2739,79 10,2239,77 4,6329,48 4,6229,49
D(r) = 1 + r2 12,5146,34 12,5246,35 5,3233,87 5,3333,87
D(r) = 1 + er 17,6866,25 17,6866,27 7,6448,68 7,6548,66
D(r) = 1 + cos r 13,4753,60 13,4753,41 6,2539,86 6,2539,86Òàáëèöà 1. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.Çàêîí ðàñïðå-äåëåíèÿ D(r)

r Æåñòêàÿ çàäåëêà Øàðíèðíîå îïè-ðàíèåÌåòîä�èòöà Ìåòîäïðè-ñòðåëêè Ìåòîä�èòöà Ìåòîäïðè-ñòðåëêè
D(r) = 1 + r2 r = 0

r = 0, 5
0,0303390,015013 0,0303370,015011 0,0711590,048943 0,0711570,048941

D(r) = 1 + er r = 0
r = 0, 5

0,0079350,004096 0,0079350,004096 0,0301310,020813 0,030130,020812
D(r) = 1+cos r r = 0

r = 0, 5
0,0203290,011326 0,0203250,011325 0,0468810,033475 0,0468780,033474Òàáëèöà 2. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðîãèáà ïëïñòèíû.ê êîý��èöèåíòíûì îáðàòíûì çàäà÷àì è â îáùåé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîíåëèíåéíîé è íåêîððåêòíîé [1℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è, çàêëþ÷àþùàÿñÿâ íàõîæäåíèè æåñòêîñòè ïëàñòèíû D(r) ïî çàäàííîìó ïðîãèáó ïðè íåêîòîðîé�èêñèðîâàííîé ÷àñòîòå

w(r, k0) = W (r), k0 ∈ [k1, k2] (5)Âîñïîëüçóåìñÿ ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì �àëåðêèíà äëÿ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà-÷è (1�3). Âûáåðåì áàçèñíûå �óíêöèè âèäà ψk(r) = rk−1 è ïðåäñòàâèì �óíêöèþæåñòêîñòè â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ýòîé ñèñòåìå :
D(r) =

N2∑

k=1

Akψk(r).Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (1) è ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ íåâÿçêè
N(r) = r2 [D(r)rW ′′(r)]′′ + νr2 [D′(r)W ′(r)]′ − r [D(r)W ′(r)]′ +

+D(r)W ′(r) − k2r3W (r) − λqr3 (6)
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1∫

0

N(r)ψk(r)rdr = 0, k = 1, 2, . . . , N2.Ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��è-öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Ak, ðåøàÿ êîòîðóþ íàõîäèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ�îðìó-ëèðîâàííîé îáðàòíîé çàäà÷è.3. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. �àññìîòðèì ðåçóëüòà-òû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âîññòàíîâëåíèþ öèëèíäðè÷åñêîé æ¼ñòêî-ñòè ïëàñòèíû D(r) íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé âûøå ïðîåêöèîííîé ñõåìû. Íà ðèñ. 1â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ ïðè D(r) = 1 + er ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âëèÿíèåêîëè÷åñòâà êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé N2 íà òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ. Äàëüíåéøèå âû-÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùåì íàáîðå ïàðàìåòðîâ: ν = 0, 1; q = 1;N2 = 15.�åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ âûáðàííîãî ÷èñëà êîîðäèíàòíûõ�óíêöèé íåâÿçêà èìååò ïîðÿäîê 10−3. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ðåçóëüòàòû ðåêîí-ñòðóêöèè æåñòêîñòè äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2). �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñ-ïåðèìåíòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò î äîñòàòî÷íî òî÷íîé ïðîöåäóðå ðåêîíñòðóêöèè.
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r�èñ. 1. �åçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Cïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíî òî÷íîå ðå-øåíèå, êâàäðàòàìè � ïðè N2 = 6, òî÷êàìè � ïðè N2 = 15.Çàêëþ÷åíèå. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïðå-äåëåíèè ïåðåìåííîé æåñòêîñòè êðóãëîé óïðóãîé ïëàñòèíêè ïî èçâåñòíîìó ïðîãèáóíà çàäàííîé ÷àñòîòå. �àçðàáîòàí ý��åêòèâíûé âû÷èñëèòåëüíûé àïïàðàò äëÿ ðå-øåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Äîñòîâåðíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà îïðåäåëÿëàñü ñðàâ-íåíèåì ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè. Ïðèâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíà-ëèç ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà �èòöà è ìåòîäàïðèñòðåëêè.Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷å íà îñíîâå ìåòîäà �àëåðêèíà.Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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r�èñ. 2. �åçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðè D(r) = 1 + r2.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ãðàíò �10-01-00194-à), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðûèííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò Ï596).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007. 223 ñ.[2℄ Òèìîøåíêî Ñ.Ï., Âîéíîâñêèé-Êðèãåð Ñ. Ïëàñòèíêè è îáîëî÷êè. Ì.: Ôèçìàòãèç,1963. 635 ñ.[3℄ Ôèëèïïîâ À.Ï. Êîëåáàíèÿ äå�îðìèðóåìûõ ñèñòåì. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1970.734 ñ.Anikina T.A, Ugli
h P. S. On the variable rigidity de�nition problem for the vibratingplate. The inverse 
oe�
ient problem of the round elasti
 plate variable rigidity de�nition is
onsidered. The �exural rigidity of a plate is 
onsidered as a fun
tion of radial 
oordinate.The information of a plate de�e
tion on the �xed frequen
y serves as input data.For a solution of the dire
t problem about os
illations of an inhomogeneous plate the Ritzmethod is used. Results obtained using the Ritz method are 
ompared with known analyti
alresults, and also with the results, obtained from a solution of the 
orresponding boundaryproblem by a shooting method. For a solution of the inverse problem the Galerkin method isused. Results of 
omputing experiments for various laws of a rigidity variation are presented.



Ê Ï�ÎÁËÅÌÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß È ÓÏ�ÅÆÄÅÍÈßÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÒÈÏÎÂ ÎÏÎËÇÍÅÉÁàáåøêî Â.À., Åâäîêèìîâà Î.Â., �îðøêîâà Å.Ì.,Áàáåøêî Î.Ì., Èâàíîâ Ï.Á.Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊðàñíîäàðÎïîëçíè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áëî÷íûå ñòðóêòóðû, ñîñòîÿùèå èç áëî÷íûõ ýëåìåí-òîâ, ãðàíèöû ìåæäó êîòîðûìè íà÷èíàþò ïîÿâëÿòüñÿ ïî ìåðå èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ñðåäû(B,C,J). Ýòè ãðàíèöû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âåðòèêàëüíûå ïëîñêîñòè, êîòîðûå â ñâîþî÷åðåäü ïîäâåðæåíû èçìåíåíèÿì, ñòàðåíèÿì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îíè èìåþò �îðìó,áëèçêóþ ê öèëèíäðè÷åñêîé. Ïî ìåðå ñòàðåíèÿ ïëîñêîñòè ñòàíîâÿòñÿ ðàçíîòèïíûìè, èñðåäå, èç êîòîðûõ ñîñòîÿò ïëîñêîñòè, îêàçûâàåòñÿ âñå ñëîæíåå óäåðæèâàòü áëî÷íûå ýëå-ìåíòû â êîíòàêòå. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóþòñÿ òðåùèíû, êîòîðûå çàòåì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿïî âñåé ïëîñêîñòè êîíòàêòà è áëîê ðàçðóøàåòñÿ. Íåìàëîâàæíóþ ðîëü â ðàçðóøåíèèèãðàåò òàêæå âîçìîæíîñòü ïðîñà÷èâàíèÿ ãðóíòîâûõ âîä ìåæäó ðåëüå�îì îñíîâàíèÿ èîïîëçíåâûìè áëîêàìè. Ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ ìåæäó áëî-êàìè è îñíîâàíèÿìè. Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü, ñâÿçàííàÿ ñ èçìåíåíèÿìè êîý��èöèåíòà òðåíèÿè â ñëó÷àå íàêëîííîãî îñíîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ëåãêî àíàëèçèðóåòñÿ ìåòîäàìè òåîðåòè÷å-ñêîé ìåõàíèêè. Íàèáîëåå ñëîæíîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü, ñâÿçàííàÿ ñ êîíòàêòîì áëîêîâ ìåæäóñîáîé ïðè íàëè÷èè ñòàðåþùåé êîíòàêòíîé ãðàíèöû, è åé óäåëåíî îñíîâíîå âíèìàíèå. Îñ-íîâíûìè ìîìåíòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå âûáðàííîé ìîäå-ëè, ïîñòðîåíèå áëî÷íûõ ýëåìåíòîâ îïèñàííîé áëî÷íîé ñòðóêòóðû, ïîñòðîåíèå �óíêöè-îíàëüíûõ è ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéêîíòàêòíûõ çàäà÷, âûÿâëåíèå ðåçîíàíñîâ îò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, ïðèâîäÿùèõ ê èçìå-íåíèÿì â ïðåäîïîëçíåâîé áëî÷íîé ñòðóêòóðå.Ê ÷èñëó îïàñíûõ ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé îòíîñÿòñÿ îïîëçíåâûå ñîáûòèÿ, íàíîñÿ-ùèå ñîâåðøåííî íåîæèäàííî ñåðüåçíûå ìàòåðèàëüíûå óùåðáû, çà÷àñòóþ ñîïðî-âîæäàþùèåñÿ ÷åëîâå÷åñêèìè æåðòâàìè. Îíè íåðåäêî ïðîèñõîäÿò íà ×åðíîìîð-ñêîì ïîáåðåæüå Êðàñíîäàðñêîãî êðàÿ, ïîêà áåç òÿæåëûõ ïîñëåäñòâèé. Ìîäåëèðî-âàíèå ýòèõ ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé è äî êîíöà íå ðåøåííîé íà ñåãîäíÿøíèéäåíü ïðîáëåìîé. Ýòî ñâÿçàíî ñ áîëüøèì ðàçíîîáðàçèåì îïîëçíåâûõ ÿâëåíèé, ñêî-ðîòå÷íîñòüþ ïðîöåññîâ â ïåðèîä àêòèâèçàöèè ñîçðåâøåãî ïðåäîïîëçíåâîãî ñîñòîÿ-íèÿ è îòñóòñòâèåì òî÷íûõ äàííûõ î ãëóáèííûõ ïðîöåññàõ â îïîëçíåîïàñíîé çîíå.Ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ êëàññè�èêàöèÿ è íàçâàíèÿ îïîëçíåé: à-ñêàòûâàþùèåñÿ, á-ñìåùàþùèåñÿ, â-áëîêîâûå, ã-êàìíåïàäíûå, ä-îïðîêèäûâàþùèåñÿ, å-íàíîñíûå, æ-ëàâèííûå, ç-ãðóíòîïîòîêîâûå, è-ïîëçó÷èå, ê-ãîðèçîíòàëüíî ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ �àê-òîðèçàöèîííûõ ìåòîäîâ è ìåòîäà áëî÷íîãî ýëåìåíòà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåêîòî-ðûõ òèïîâ îïîëçíåâûõ ÿâëåíèé. Ñðåäè îïîëçíåâûõ ÿâëåíèé, ìîæíî âûäåëèòü äâåãðóïïû ïåðâàÿ �îðìèðóåòñÿ íà íàêëîííûõ îñíîâàíèÿõ (à, á, ã, å, æ, ç, è). Ìî-äåëèðîâàíèå ýòèõ îïîëçíåâûõ ïðîöåññîâ è âûÿâëåíèå ïðåäîïîëçíåâîãî ñîñòîÿíèÿçà÷àñòóþ äîñòèãàåòñÿ îòñëåæèâàíèåì èçìåíåíèÿ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ â çîíå êîí-òàêòà îïîëçíåâîé ìàññû è ïîäñòèëàþùåãî íàêëîííîãî îñíîâàíèÿ. �àñ÷åò ìîæíî



22 Áàáåøêî Â.A. è äð.ïðîâîäèòü ïî ïðîñòûì �îðìóëàì ìåõàíèêè î ðàâíîâåñèè òåëà íà íàêëîííîé ïëîñ-êîñòè ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ â óñëîâèÿõ ãðàâèòàöèè. Âòîðóþ ãðóïïó ñîñòàâëÿþòîïîëçíåâûå ñèòóàöèè, �îðìèðóåìûå íà ãîðèçîíòàëüíûõ ïîäñòèëàþùèõ îñíîâàíè-ÿõ (â. ä. ê.). Ïðîöåññ ïðåäîïîëçíåâîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ýòîãî òèïà îïîëçíåé íå ñîâñåì÷åòêî ïðåäñòàâëÿåòñÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí îäèí èç âàðèàíòîâ ðàçâèòèÿïðåäîïîëçíåâîé ñèòóàöèè äëÿ îïîëçíåé òàêîãî òèïà.1. Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìî-äåëåé ãðóíòîâ è âñå, ðàçóìååòñÿ, îõâàòèòü íåâîçìîæíî. Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿñëåäóþùèé òèï ãðóíòà: ñ÷èòàåì, ÷òî ãðóíò îïîëçíåâîé ñðåäû ïðåäñòàâëÿþò ñî-áîé ñóõîé ìàòåðèàë, âåäóùèé ñåáÿ êàê ëèíåéíî äå�îðìèðóåìàÿ ñðåäà, ñâîéñòâàêîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èçìåíÿþùèìèñÿ. Èìåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áóäó÷è ïîäâåð-æåí çíà÷èòåëüíûì ãàðìîíè÷åñêèì ïåðåìåùåíèÿì, ãðóíò ðàçðûõëÿåòñÿ è íå âîñ-ñòàíàâëèâàåò ïåðâîíà÷àëüíûå ñâîéñòâà, ïðèîáðåòàåò íîâûå óïðóãèå ïàðàìåòðû.Îïîëçíåâûå ñðåäû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áëî÷íûå ñòðóêòóðû, ñîñòîÿùèå èç áëî÷-íûõ ýëåìåíòîâ, ãðàíèöû ìåæäó êîòîðûìè íà÷èíàþò ïîÿâëÿòüñÿ ïî ìåðå âíåøíèõãàðìîíè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé, âûçûâàþùèõ èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ñðåäû. Â ÷àñòíîñòè,ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ óçëîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïåðåìåùåíèé, âûçâàííûìè êîëåáà-íèÿìè ðåëüå�íîé ñðåäû íà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ. Ýòè óçëîâûå ïîâåðõíîñòè, íàè-ìåíåå ïîäâåðæåííûå ðàçðóøåíèÿì, ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íà íåêîòîðîì ýòàïåêàê âêëþ÷åíèÿ â ðàçðûõëåííîé ñðåäå. Ñàìûìè ñëàáûìè îêàçûâàþòñÿ îáëàñòè âìåæóçëîâîé çîíå, êàê ïðàâèëî, ýòî óçëîâûå ïîâåðõíîñòè íàïðÿæåíèé, ãäå ðåçî-íàíñ íàèáîëåå ðàçðûõëÿåò ñðåäó è ïîÿâëÿþòñÿ óæå îñëàáëåííûå íåîäíîðîäíîñòè -èíòåð�åéñíûå âåðòèêàëüíûå ñëîè. Îíè äî îïðåäåëåííîé ñòåïåíè óäåðæèâàþò ðàç-ðûõëÿþùóþñÿ ñðåäó â �îðìå öåëüíîãî áëîêà. Ýòè ãðàíèöû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàêâåðòèêàëüíûå ïëîñêîñòè, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïîäâåðæåíû èçìåíåíèÿì, ñòàðå-íèÿì. Ïî ìåðå ñòàðåíèÿ ïëîñêîñòè ñòàíîâÿòñÿ ðàçíîòèïíûìè, è ñðåäå, èç êîòîðûõñîñòîÿò ïëîñêîñòè, îêàçûâàåòñÿ âñå ñëîæíåå óäåðæèâàòü áëî÷íûå ýëåìåíòû â êîí-òàêòå. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóþòñÿ òðåùèíû, êîòîðûå çàòåì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïîâñåé ïëîñêîñòè êîíòàêòà è áëîê ðàçðóøàåòñÿ. Íàèáîëåå ñëîæíîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü,ñâÿçàííàÿ ñ êîíòàêòîì áëîêîâ ìåæäó ñîáîé ïðè íàëè÷èè ñòàðåþùåé êîíòàêòíîéãðàíèöû, è åé óäåëåíî îñíîâíîå âíèìàíèå, ãäå èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ �àêòîðè-çàöèîííûìè ìåòîäàìè.Âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè òàêîé ìîäåëè ïîäãîòîâêè îïîëçíåé îñíîâàíà íà �óí-äàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòàõ È.È. Âîðîâè÷à, âïåðâûå äîêàçàâøåãî ñóùåñòâîâàíèåîãðàíè÷åííîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ òî÷åê äèñêðåòíîãî ñïåêòðà â ñëîå ñ ðåëüå�-íîé ãðàíèöåé [1, 2℄. Îñíîâíûìè ìîìåíòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷å-ñêîå îïèñàíèå âûáðàííîé ìîäåëè, ïîñòðîåíèå áëî÷íûõ ýëåìåíòîâ îïèñàííîé áëî÷-íîé ñòðóêòóðû, ïîñòðîåíèå �óíêöèîíàëüíûõ è ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé, ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé êîíòàêòíûõ çàäà÷, èõ ðåøåíèå.Â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà áëî÷íîãî ýëåìåíòà äëÿ èçó÷åíèÿ ïðåäîïîëçíå-âûõ áëî÷íûõ ñòðóêòóð âîçíèêàþò ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûåâ ñâîþ î÷åðåäü ïîðîæäàþò èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñìåøàííûõ èëè êîíòàêòíûõçàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäîïîëçíåâûå áëî÷íûå ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ñîâî-êóïíîñòü áëîêîâ, êîíòàêòèðóþùèõ ÷åðåç ïîñðåäñòâî èíòåð�åéñíîãî ñëîÿ, ñâîéñòâàêîòîðîãî èçìåíÿåòñÿ, îí ñòàðååò, îêàçûâàåòñÿ ðàçíîòèïíûì, íå ñïîñîáíûì óäåð-



Ê ïðîáëåìå èññëåäîâàíèÿ è óïðåæäåíèÿ íåêîòîðûõ òèïîâ îïîëçíåé 23æèâàòü áëîêè â êîíòàêòå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñòðóêòóðà ðàçðóøàåòñÿ è ïðîèñõîäèòîïîëçåíü.2.Ìåòîäîì áëî÷íîãî ýëåìåíòà ñòðîÿòñÿ áëîêè áëî÷íîé ñòðóêòóðû. Äëÿ ïðîñòî-òû ðàññìàòðèâàåòñÿ áëî÷íûé ýëåìåíò, ðàñïîëîæåííûé íà ïîäñòåëàþùåì äå�îðìè-ðîâàííîì îñíîâàíèè, èìåþùèé �îðìó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà [3℄. Óçëî-âûå ïîâåðõíîñòè òàêîãî òåëà � ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå ãðàíÿì. Äëÿ áåñêîíå÷íîïðîòÿæåííîãî â îäíîì èç íàïðàâëåíèé òàêîãî áëî÷íîãî ýëåìåíòà â óñëîâèÿõ àíòè-ïëîñêîãî âîçäåéñòâèÿ óäàåòñÿ â ÿâíîì âèäå íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèåðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò äèñêðåòíîãî ñïåêòðà [4℄.3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé ìîäåëüþ íà ýòîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷àäëÿ ñðåäû ñ âêëþ÷åíèÿìè, êîòîðûå èíèöèèðîâàíû óçëîâûìè ëèíèÿì ïåðåìåùå-íèé â óæå èçìåíèâøåéñÿ îïîëçíåâîé ñðåäå. Ýòà ÷àñòü èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìàäëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÷àñòîò, íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ äëÿ ðàçðûõëåíèÿ ñðåäû,Ñòðîÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå áëî÷íûå ýëåìåíòû, êîòîðûå â ïðåäïîëîæåíèè íåîãðà-íè÷åííîñòè ñðåäû è ïåðåõîäà ê äâóìåðíîé çàäà÷å âûðîæäàþòñÿ â ñëîè, ÷òî ñó-ùåñòâåííî óïðîùàåò åå ðåøåíèå. Âûÿâëÿþòñÿ äèàïàçîíû ÷àñòîò, ïðèâîäÿùèõ êïîÿâëåíèþ õàðàêòåðèñòèê, âëèÿþùèõ íà ðàçðûõëåíèå.4. Çîíû, íàèáîëåå ïîäâåðæåííûå ðàçðûõëåíèþ - ñðåäèííûå ìåæäó óçëîâûìèïîâåðõíîñòÿìè ïåðåìåùåíèé, ò. å. óçëîâûå ïîâåðõíîñòè íàïðÿæåíèé, îêàçûâàþòñÿíàèáîëåå ðàçðûõëåííûìè è îñëàáëåííûìè. Îíè îïèñûâàþòñÿ òîíêèì èíòåð�åéñ-íûì ñëîåì, óäåðæèâàþùèì áëîê îò ðàçäåëåíèÿ, íåñóùèì èí�îðìàöèþ î ìåõàíè-÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñðåäû â ýòîé çîíå. Äàëüíåéøåå ïîâåäåíèå èíòåð�åéñíîãî ñëîÿñîïðîâîæäàåòñÿ åãî èçìåíåíèÿì â îòäåëüíûõ çîíàõ, â ÷àñòíîñòè, óìåíüøåíèåìïëîòíîñòè â âåðõíåé ÷àñòè, îí ñòàíîâèòñÿ ðàçíîòèïíûì. Âîçíèêàåò çàäà÷à îöåí-êè ÷àñòîò, íàèáîëåå ñïîñîáñòâóþùèõ ðàçðóøåíèþ èíòåð�åéñíîãî áëîêà. Çàäà÷àñâîäèòñÿ, ñ ó÷åòîì óïðîùåíèé, â îáùåì ñëó÷àå ê ìàòðè÷íîé ñèñòåìå èíòåãðàëü-íûõ óðàâíåíèé Âèíåðà�Õîï�à ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ïðè íåêîòîðûõ óïðîùåíèÿõîêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì åå èññëåäîâàòü, èñïîëüçóÿ ïîäõîäû, èçëîæåííûå â [5℄.Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïðèáëèæåíèé, íàéäåíû ÷àñòîòû,íàèáîëåå èíòåíñèâíî ðàçðóøàþùèå èíòåð�åéñíûé ñëîé.Îòäåëüíûå �ðàãìåíòû ðàáîòû âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ(09-08-00170), (09-08-00171), ïðîãðàììû Þã �îññèè, ïðîåêòû (09-01-96500), (09-01-96503), (09-08-96522), (09-08-96527), (09-08-00294), (11-08-96502), (11-08-96503),(11-08-96506), (11-08-96504), (11-08-96522), (11-08-96505) ïðîåêòà ÍØ-3765.2010.1,ïðîåêòà ÔÖÏ 2009-1.5-503-004-006, ïðîãðàìì îòäåëåíèÿ ÝÌÌÏÓ è Ïðåçèäèó-ìà �ÀÍ, âûïîëíÿåìûõ Þæíûì íàó÷íûì öåíòðîì �ÀÍ, ãîñóäàðñòâåííîãî êîí-òðàêòà îò 1 ñåíòÿáðÿ 2010 ã. �16.740.11.0135 â ðàìêàõ ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013.
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âîðîâè÷ È.È. �åçîíàíñíûå ñâîéñòâà óïðóãîé íåîäíîðîäíîé ïîëîñû // Äîêë. ÀÍÑÑÑ�. 1979. Ò. 245. � 5. Ñ. 1076�1079.[2℄ Âîðîâè÷ È.È. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ íåîä-íîðîäíîé ïîëîñû // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1979. Ò. 245. � 4. Ñ. 817�820.[3℄ Áàáåøêî Â.À., Åâäîêèìîâà Î.Â., Áàáåøêî Î.Ì., �îðøêîâà Å.Ì., Ôåäîðåíêî À. �.,�ÿä÷èêîâ È. Â., Ëîçîâîé Â.Â. Î áëî÷íûõ ýëåìåíòàõ â ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõñòðóêòóð è îáúåêòîâ // Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ ×ÝÑ. 2010. �1Ñ. 13�25.[4℄ Áàáåøêî Â.À., Åâäîêèìîâà Î.Â., Áàáåøêî Î.Ì Î áëî÷íûõ ýëåìåíòàõ â ñëîèñòûõñðåäàõ ñ ðåëüå�íîé ãðàíèöåé ÄÀÍ. T. 435, � 1, 2010, Ñ. 29�34.[5℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà, 1979. 320 ñ.Babeshko V.A., Evdokimova O.V., Babeshko O.M., Gorshkova E.M.,Ivanov P.B. The problem of study some kinds of the landslides. The landslides whi
h havethe lower base as horizontal layer are studying. The Fa
torization method and the Blo
kElements method are applied when a study was made. Three phases of the behaviors oflandslides are 
onsidered. This phases are intended to get the resonan
e parameters forlandslides and to obtain the frequen
y needed for it to be destroyed. The results of study arepresented.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÏÜÅÇÎÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂÈ ÓÑÒ�ÎÉÑÒÂ Â Ï�Î��ÀÌÌÍÎÌ ÊÎÌÏËÅÊÑÅ ACELAN:ÎÏÛÒ �ÀÇ�ÀÁÎÒÊÈ È ÏÅ�ÑÏÅÊÒÈÂÛÁåëîêîíü À.Â., Íàñåäêèí À.Â., Ñêàëèóõ À.Ñ.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî (ÊÝ) ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçíîîáðàç-íûõ ïüåçîóñòðîéñòâ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ èçëó÷àòåëåé è ïðèåìíèêîâ óëüòðàçâóêîâûõâîëí, íàãðóæåííûõ íà àêóñòè÷åñêèå ñðåäû. Îïèñûâàþòñÿ ïîäõîäû, ïðèíÿòûå â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå ACELAN. Îñîáî îòìå÷àþòñÿ êîìïëåêñ ñèììåòðè÷íûõ ñåäëîâûõ àë-ãîðèòìîâ, ìîäåëè íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ ïîëÿðèçàöèè è ïåðåïîëÿðèçàöèè ïîëèêðèñòàë-ëè÷åñêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ è ìîäåëè êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, ðåàëèçî-âàííûå â äàííîì ïàêåòå. Îáñóæäàþòñÿ ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñàACELAN.Ïðèáëèçèòåëüíî 15 ëåò íàçàä ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�. À.Â. Áåëîêîíÿ íà ìåõà-íèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå �îñòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà áûëà íà÷àòà ðàáîòàíàä ñïåöèàëèçèðîâàííûì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ïðîãðàììíûì êîìïëåêñîì, ïîëó-÷èâøèì âïîñëåäñòâèè íàçâàíèå ACELAN (ACoustoEle
tri
 ANalysis). Äàííàÿ ïðî-ãðàììíàÿ ðàçðàáîòêà áûëà ñîçäàíà íàó÷íûì êîëëåêòèâîì, âêëþ÷àþùèì â ðàç-ëè÷íûå ãîäû ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ èñïîëíèòåëåé: Î.Í. Àêîïîâà, À.Ñ. Äàíèëåíêî,Â.À. Åðåìååâà, Ì.È. Êàðÿêèíà, Í.Â. Êóðáàòîâó, Ä.Ê. Íàäîëèíà, Ê.À. Íàäîëèíà,À.Â. Íàñåäêèíà, À.Â. Íèêèòàåâà, À.Ë. Ïåòóøêîâà, À.Ñ. Ñêàëèóõà è À.Í. Ñîëî-âüåâà.Ñåé÷àñ ACELAN ÿâëÿåòñÿ òùàòåëüíî îòòåñòèðîâàííûì äåéñòâóþùèì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ïàêåòîì, ïðåäîñòàâëÿþùèì âîçìîæíîñòè ïðîâåäåíèÿ âñåõ îñíîâíûõâèäîâ àíàëèçà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ äëÿ äâóìåðíûõ ïëîñêèõ è îñåñèì-ìåòðè÷íûõ ñîñòàâíûõ îáëàñòåé, à òàêæå äëÿ òðåõìåðíûõ îáëàñòåé îáîáùåííîéöèëèíäðè÷åñêîé �îðìû. �àçâèòèå ACELAN, îðèãèíàëüíûå ìåòîäû è àëãîðèòìû,çàëîæåííûå â ACELAN, áûëè ïðåäñòàâëåíû â [1, 3, 4, 9℄, à îïûò èñïîëüçîâàíèÿ �â [2℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îòðàæåíû òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ÌÊÝ äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷ àêóñòîýëåêòðîóïðóãîñòè â ACELAN è ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðàçðàáîòêèïîñëåäíèõ ëåò, ðåàëèçîâàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ACELAN.�àññìîòðèì íåêîòîðûé ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëü Ω, ïðåäñòàâëåííûé íàáîðîì îá-ëàñòåé Ωj = Ωpk; k = 1, 2, ..., Np; j = k ñî ñâîéñòâàìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòðè-àëîâ è íàáîðîì îáëàñòåé Ωj = Ωem; m = 1, 2, ..., Ne; j = Np + m ñî ñâîéñòâàìèóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû, ïðîèñ-õîäÿùèå â ñðåäàõ Ωpk è Ωem, ìîæíî àäåêâàòíî îïèñàòü â ðàìêàõ òåîðèé ïüåçî-ýëåêòðè÷åñòâà (ýëåêòðîóïðóãîñòè) è óïðóãîñòè.Äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä Ωj = Ωpk áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿñëåäóþùèå ïîëåâûå óðàâíåíèÿ è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ
ρjü + αdjρju̇ −∇ · σ = fj; ∇ · D = 0, (1)
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σ = cEj · ·(ε + βdj ε̇) − eTj ·E, (2)

D + ζdḊ = ej · ·(ε + ζdε̇) + ǫSj · E, (3)
ε = (∇u + ∇uT )/2; E = −∇ϕ, (4)ãäå αdj , βdj , ζd � íåîòðèöàòåëüíûå êîý��èöèåíòû äåìï�èðîâàíèÿ, à îñòàëüíûåîáîçíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíû äëÿ ýëåêòðîóïðóãîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì äîïîëíèòåëüíîãîèíäåêñà ¾j¿, óêàçûâàþùåãî íà ïðèíàäëåæíîñòü ê ñðåäå Ωj ñ íîìåðîì j.Äëÿ ñðåä Ωj = Ωem ñ ÷èñòî óïðóãèìè ñâîéñòâàìè áóäåì ó÷èòûâàòü òîëüêî ìå-õàíè÷åñêèå ïîëÿ, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåì àíàëîãè÷íûå (1)�(4) ïîëåâûå óðàâíåíèÿ èîïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ â ïðåíåáðåæåíèè ýëåêòðè÷åñêèìè ïîëÿìè è ý��åê-òàìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè

ρjü + αdjρju̇ −∇ · σ = fj, (5)
σ = cj · ·(ε + βdj ε̇); ε = (∇u + ∇uT )/2. (6)Íàêîíåö, ïüåçîýëåêòðè÷åñêîå óñòðîéñòâî ìîæåò áûòü íàãðóæåíî íà ðàáî÷èåàêóñòè÷åñêèå ñðåäû Ωj = Ωal; l = 1, 2, ..., Na; j = l + Np + Ne. Äëÿ ýòèõ îáëàñòåéáóäåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ àêóñòèêè ñ ó÷åòîì äèññèïàòèâíûõ ý��åêòîâ

1

ρjc2j
ṗ+ ∇ · v; v = ∇ψ, (7)

ρjv̇ = ∇ · σ; σ = −p I + bj∇v, (8)ãäå ρj � ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè; cj � ñêîðîñòü çâóêà; bj � äèññèïàòèâíûéêîý��èöèåíò äëÿ ñðåäû Ωj = Ωal; p � çâóêîâîå äàâëåíèå; v � âåêòîð ñêîðîñòè;
ψ � ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé; σ � òåíçîð íàïðÿæåíèé; I � åäèíè÷íûé òåíçîð.Îòìåòèì, ÷òî ïðèíÿòûå çäåñü ìîäåëè (1)�(8) îòëè÷àþòñÿ ñïåöè�è÷åñêèìè ñïî-ñîáàìè ó÷åòà äåìï�èðîâàíèÿ. Äëÿ óïðóãèõ ñðåä èìååì ìîäåëü ó÷åòà äåìï�èðî-âàíèÿ ïî �åëåþ. Ýòà ìîäåëü â (1)�(4) îáîáùåíà íà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñðåäû.Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ìîäåëè (1)�(4) ñîäåðæèòñÿ â [1, 4℄, à îáñóæäåíèå ìîäåëè(7), (8) äëÿ àêóñòè÷åñêîé ñðåäû ñ äèññèïàöèåé � â [10℄. Ê (1)�(8) íåîáõîäèìî äîáà-âèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïîëåé ïî ãðàíè-öàì êîíòàêòà ðàçëè÷íûõ ñðåä, èìïåäàíñíûå óñëîâèÿ äëÿ ¾óñå÷åíèÿ" àêóñòè÷åñêèõîáëàñòåé, à òàêæå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷.Äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ àêóñòîýëåêòðîóïðóãîñòè áóäåì èñïîëüçî-âàòü ÌÊÝ â êëàññè÷åñêîé ëàãðàíæåâîé �îðìóëèðîâêå. Âûáåðåì ñîãëàñîâàííóþêîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ ñåòêó, çàäàâàåìóþ â îáëàñòÿõ Ωhj , àïïðîêñèìèðóþùèõ îáëà-ñòè Ωj . Íà ýòîé ñåòêå íåèçâåñòíûå ïîëåâûå �óíêöèè u, ϕ è ψ àïïðîêñèìèðóåì â�îðìå

u ≈ NT
u (x) · U(t); ϕ ≈ NT

ϕ(x) · Φ(t); ψ ≈ NT
ψ(x) ·Ψ(t), (9)ãäå NT

u � ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû äëÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé u; NT
ϕ , NT

ψ � âåêòîð-ñòðîêè �óíêöèé �îðìû äëÿ ïîëåé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ϕ è ïîòåíöèàëàñêîðîñòåé â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå ψ; U(t), Φ(t), Ψ(t) � ãëîáàëüíûå âåêòîðû ñîîò-âåòñòâóþùèõ óçëîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.



Ìîäåëèðîâàíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ è óñòðîéñòâ â ACELAN 27Àïïðîêñèìàöèÿ ÌÊÝ (9) îáîáùåííûõ ïîñòàíîâîê äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ (1)�(8), âêëþ÷àþùèõ îñíîâíûå ãëàâíûå è åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðèâîäèòê ñëåäóþùåé ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
M · ä + C · ȧ + K · a = F, (10)

M =




Muu 0 R̃uψ

0 0 0

R̃T
uψ 0 −Mψψ


 , C =




Cuu 0 Ruψ

ζdK
T
uϕ 0 0

RT
uψ 0 −Cψψ


 , (11)

K =




Kuu Kuϕ 0
KT
uϕ −Kϕϕ 0
0 0 −Kψψ


 , F =





Fu

Fϕ + ζdḞϕ

0



 , (12)îòíîñèòåëüíî âåêòîðà íåèçâåñòíûõ a = ⌊U, Φ, Ψ⌋T . Çäåñü Cuu =
∑

j(αdjMuuj +
βdjKuuj), ãäå Muuj è Kuuj � ñòðóêòóðíûå ÊÝ ìàòðèöû ìàññ è æåñòêîñòè ñîîòâåò-ñòâåííî, à îñòàëüíûå âõîäÿùèå â (11), (12) ïîäìàòðèöû îïèñàíû â [4, 10℄. Â ñëó-÷àå íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ê (10)�(12) ñëåäóåò ïðèñîâîêóïèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
a(0) = a0; ȧ(0) = ȧ0, ïîëó÷àþùèåñÿ èç (9) è êîíòèíóàëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.ÊÝ ïîäõîä (9)�(12) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êîìïëåêñ àëãîðèòìîâ ñ ñèììåò-ðè÷íûìè ñåäëîâûìè ìàòðèöàìè äëÿ ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, ïðè÷åìâ ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü ìîæíî äîáàâèòü è ó÷åò ýëåìåíòîâ âíåøíèõ ýëåêòðè÷å-ñêèõ öåïåé [3℄. Îòìåòèì, ÷òî òàêèå âàæíåéøèå ïðîöåäóðû, êàê ïîâîðîòû óçëîâûõñòåïåíåé ñâîáîäû è ó÷åò ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íåîáõîäèìûå äëÿ �îðìèðî-âàíèÿ ñèñòåì (10)�(12), òàêæå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â ñèììåòðè÷íûõ �îðìàõáåç íàðóøåíèÿ ñòðóêòóð ìàòðèö ÌÊÝ [1℄.Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïèñàííîãî ïîäõîäà è ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ACELAN áû-ëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ðàçíîîáðàçíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ, ïüå-çîêîìïîçèòîâ, ïðîöåññîâ íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèè, ðåøåíû îáðàòíûå çàäà÷è îáîáíàðóæåíèè äå�åêòîâ è çàäà÷è îïòèìèçàöèè äëÿ ñîñòàâíûõ ñðåä, âêëþ÷àþùèõïüåçîýëåêòðè÷åñêèå, óïðóãèå è àêóñòè÷åñêèå òåëà. Îïûò ïðèìåíåíèÿ ïàðàëëåëü-íîé ðåàëèçàöèè ACELAN îïèñàí â [6℄ è äð. ðàáîòàõ.Íàðÿäó ñ ëèíåéíûìè çàäà÷àìè àêóñòîýëåêòðîóïðóãîñòè ðàññìàòðèâàëèñü è ðå-øàëèñü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ìîäåëèðîâàíèåì íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ ïîëÿðèçàöèèè ïåðåïîëÿðèçàöèè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Ïðåä-ëîæåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ è íåîáðàòèìûõ çàäà÷ ïëàñòè÷íîñòè è ïî-ëÿðèçàöèè êåðàìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. �àññìîòðåíû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðàñ÷å-òà îñòàòî÷íûõ ïîëåé ïîëÿðèçàöèè è äå�îðìàöèè. �àçðàáîòàííûå ìàòåìàòè÷åñêèåìîäåëè ïîäðîáíî èçëîæåíû â [5℄. Àëãîðèòìû è ìåòîäû èìïëàíòèðîâàíû â êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé êîìïëåêñ ACELAN è ïîçâîëÿþò, ñ îäíîé ñòîðîíû, îïðåäåëÿòü âåê-òîðíûå ïîëÿ îñòàòî÷íîé ïîëÿðèçàöèè è òåíçîðíûå ïîëÿ îñòàòî÷íîé äå�îðìàöèè,è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøàòü çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ �èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêíåîäíîðîäíî ïîëÿðèçîâàííûõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.Ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�. Ñîëîâüåâà À.Í. â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñ èñïîëüçîâàíèåìïàêåòà ACELAN áûëè ïðîâåäåíû ðàçíîîáðàçíûå èññëåäîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ àê-òèâíûõ ìàòåðèàëîâ. Òàê, â [7, 8℄ ïðåäñòàâëåíû íîâûå ðåçóëüòàòû ïî óòî÷íåííîìó



28 Áåëîêîíü À.Â., Íàñåäêèí À.Â., Ñêàëèóõ À.Ñ.ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ñâîéñòâ ïüåçîêîìïî-çèòîâ íà îñíîâå ïàêåòà ACELAN ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèè ïîðèñòîãîêîìïîçèòà. Íîâûå ìîäóëè ïàêåòà ACELAN, â ñî÷åòàíèè ñ ðàçðàáîòàííûìè ðàíååîïòèìèçàöèîííûìè ìîäóëÿìè íà îñíîâå ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëèëè òàê-æå ðåøàòü îáðàòíûå çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ ñîñòàâà êîìïîçèòà è êîëè÷åñòâåííîãîñîîòíîøåíèÿ ìåæäó åãî êîìïîíåíòàìè, ïðè êîòîðîì äîñòèãàþòñÿ ìàêñèìàëüíûåêîý��èöèåíòû òðàíñ�îðìàöèè ýíåðãèè. Áûëè ðàçðàáîòàíû òàêæå ìåòîäû è ïðî-ãðàììû äëÿ êîìïüþòåðíîãî äèçàéíà ïüåçîêîìïîçèòîâ ïëàñòèí÷àòîé è îáîëî÷å÷-íîé ñòðóêòóð è ìîäè�èöèðîâàíû ðåøàòåëè êîìïëåêñà ACELAN, ïîçâîëÿþùèå âû-÷èñëÿòü ëîêàëüíûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìàòðèöû äëÿ íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ.Äàííûå ðàçðàáîòêè ïîçâîëèëè ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãîìîäóëèðîâàíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîçèòîâ è íåîäíîðîäíî ïîëÿðèçîâàííûõïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, â òîì ÷èñëå �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ àêòèâ-íûõ ìàòåðèàëîâ.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ïåðñïåêòèâíûå íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ ACELAN. Íåêî-òîðûå èç ýòèõ íàïðàâëåíèé óæå ðåàëèçîâàíû â ïðîãðàììíûõ áåòà-ðàçðàáîòêàõ, íîðå÷ü èäåò î ïîëíîìàñøòàáíûõ ðåàëèçàöèÿõ ïåðå÷èñëÿåìûõ íèæå ìîäóëåé â íîâûõâåðñèÿõ ïàêåòà ACELAN. Èòàê, ïëàíèðóåòñÿ, ÷òî íîâûå ðåëèçû ïàêåòà ACELANáóäóò ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà:� íîâûå ìîäåëè äåìï�èðîâàíèÿ äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ;� ìîäóëè ðàñ÷åòà íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèè è ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëåé ñ íåîäíî-ðîäíî ïîëÿðèçîâàííûìè ïüåçîýëåìåíòàìè;� íåëèíåéíûå ìîäåëè è ðåøàòåëè ñâÿçàííûõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷;� îïòèìèçàöèîííûå ìîäóëè íà îñíîâå ñî÷åòàíèÿ ÌÊÝ è ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ;� ìîäóëè ðàñ÷åòà ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëåé, âêëþ÷åííûõ âî âíåøíèå ýëåêòðè÷åñêèåöåïè, â òîì ÷èñëå ñ ýëåìåíòàìè óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå îáðàòíûõ ñâÿçåé è íåéðîñå-òåé;� ìîäóëè ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè è ýëåêòðîóïðóãîñòè;� ìîäóëè ðàñ÷åòà êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ðåãóëÿðíîé è íåðåãóëÿðíîé ñòðóê-òóðû;� ïðîãðàììû äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé ïðè ñáîðêå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìàòðèö è ðåøåíèè ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ àêóñòîýëåêòðî-óïðóãîñòè.Àâòîðû áëàãîäàðÿò ïðî�. Ñîëîâüåâà À.Í., ïðåäñòàâèâøåãî ñâîè ðåçóëüòàòûïî ìîäåëèðîâàíèþ íåîäíîðîäíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ â ACELAN äëÿèñïîëüçîâàíèÿ â äàííîé ñòàòüå. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àêîïîâ Î.Í., Áåëîêîíü À.Â., Íàäîëèí Ê.À., Íàñåäêèí À.Â., Ñêàëèóõ À.Ñ., Ñî-ëîâüåâ À.Í. Ñèììåòðè÷íûå ñåäëîâûå àëãîðèòìû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà ñî-ñòàâíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ // Ìàò. ìîäåëèðîâàíèå. 2001. Ò. 13, � 2.Ñ. 51�60.



Ìîäåëèðîâàíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ è óñòðîéñòâ â ACELAN 29[2℄ Áåëîêîíü À.Â. Êîíå÷íîýëåìåíòíûé êîìïëåêñ ACELAN: ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå èíîâûå âîçìîæíîñòè // Ñîâð. ïðîáë. ìåõ. ñïë. ñðåäû. Òð. X Ìåæä. êîí�., ã. �îñòîâ-íà-Äîíó, 5-9 äåêàáðÿ 2006 ã. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âî ÎÎÎ ÖÂÂ� 2007. Ò. 2. Ñ. 46�52.[3℄ Áåëîêîíü À.Â., Íàñåäêèí À. Â., Äàíèëåíêî À.Ñ. Ñèììåòðè÷íûå ñõåìû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ñ ó÷åòîì âíåøíèõ ýëåêòðè÷å-ñêèõ öåïåé è àêóñòè÷åñêèõ íàãðóçîê // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñ. óí-òà. Åñòåñòâåí-íîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. 2007. � 4(54). Ñ. 56�65.[4℄ Áåëîêîíü À.Â., Íàñåäêèí À.Â., Ñîëîâüåâ À.Í. Íîâûå ñõåìû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãîäèíàìè÷åñêîãî àíàëèçà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ // ÏÌÌ. 2002. Ò. 66, � 3.Ñ. 491�501.[5℄ Áåëîêîíü À.Â., Ñêàëèóõ À.Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåîáðàòèìûõ ïðî-öåññîâ ïîëÿðèçàöèè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2010. 328 ñ.[6℄ Âàñèëü÷åíêî Ê.Å., Íàñåäêèí À.Â., Ñîëîâüåâ À.Í. Ê ðàñ÷åòó àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõõàðàêòåðèñòèê çàäà÷ îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ íà îñíîâå êëàñòåðíûõ òåõíî-ëîãèé â ACELAN // Âû÷èñëèò. òåõíîëîãèè. 2005. Ò. 10, � 1. Ñ. 10�20.[7℄ Âåðíèãîðà �.Ä., Åðåìååâ Â.À., Ñîëîâüåâ À.Í. Îïðåäåëåíèå ý��åêòèâíûõ ñâîéñòâêîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ íà îñíîâå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âACELAN // Âåñòíèê ��ÓÏÑ. 2011 � 1 (41). Ñ. 9�12.[8℄ Âåðíèãîðà �.Ä., Ëóïåéêî Ò. �., Ñêàëèóõ À.Ñ., Ñîëîâüåâ À.Í. Î ïîëÿðèçàöèè è îïðå-äåëåíèè ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè // Âåñòíèê Ä�ÒÓ.2011 Ò. 11, � 4 (55). Ñ. 462�469.[9℄ Íàñåäêèí À.Â., Ñêàëèóõ À.Ñ., Ñîëîâüåâ À.Í. Ïàêåò ACELAN è êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëåé // ÈçâåñòèÿÂÓÇîâ. Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ðåãèîí. Åñòåñòâ. íàóêè. 2001. Ñïåöâûïóñê. Ìàòåìàòè÷å-ñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ñ. 122�125.[10℄ Nasedkin A.V. Some �nite element methods and algorithms for solving a
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tri
 problems / Piezo
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 materials and devi
es. Ed. I.A. Parinov. NOVAPublishers, N.-Y., 2010. Pp. 175�216.Belokon A.V., Nasedkin A.V., Skaliukh A. S. Modeling of piezoele
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ÌÍÎ�ÎÊ�ÀÒÍÛÅ ÎÒ�ÀÆÅÍÈß ÓËÜÒ�ÀÇÂÓÊÎÂÛÕ ÂÎËÍ ÍÀÄÅÔÅÊÒÀÕ: ßÂÍÛÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ È ÒÅÑÒÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÍÀËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÍÎÌ ÌÀÊÅÒÅÁîåâ Í.Â., Âäîâèí Â.À., Çîòîâ Â.Ì.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè íà ïðèìåðå îáðàòíîãî îäíîêðàòíîãî èäâóêðàòíîãî îòðàæåíèÿ ïðîäîëüíîé óëüòðàçâóêîâîé âîëíû ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûéàíàëèç òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ è ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé àìïëèòóäûïåðåìåùåíèé â îòðàæåííûõ âîëíàõ îò ïîâåðõíîñòåé äâóõ ïîëîñòíûõ äå�åêòîâ, íàõîäÿ-ùèõñÿ â îáðàçöàõ, èçãîòîâëåííûõ èç óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ.Ââåäåíèå. Â óëüòðàçâóêîâîì íåðàçðóøàþùåì êîíòðîëå (ÓÇÍÊ) óïðóãèõ ìà-òåðèàëîâ ïðè îáíàðóæåíèè ñêîïëåíèÿ òðåõìåðíûõ äå�åêòîâ íàðÿäó ñ àíàëèçîìýõî-ñèãíàëîâ îò èçîëèðîâàííûõ äå�åêòîâ âàæåí ó÷åò èí�îðìàöèè î ïåðåîòðà-æåííûõ âûñîêî÷àñòîòíûõ óïðóãèõ âîëíàõ îò ïîâåðõíîñòåé ñêîïëåíèÿ äå�åêòîâ.×àñòî â ÓÇÍÊ ìàòåðèàëîâ èñïîëüçóþòñÿ äàò÷èêè, ðàáîòàþùèå íà ïðîäîëüíûõâîëíàõ [1℄. Èññëåäîâàíèå êîðîòêîâîëíîâîé äè�ðàêöèè âîëí ñ ó÷åòîì èõ ïåðåîòðà-æåíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ äå�åêòîâ â ñïëîøíûõ ñðåäàõ äëÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ ÿâëÿ-åòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ðåàëüíûõ óïðóãèõ îáðàçöîâ âðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè âûïèñàíû ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðà-æåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé â îòðàæåííîé âîëíå â ñëó÷àå åå îáðàòíîãî îäíîêðàòíîãîè äâóêðàòíîãî îòðàæåíèÿ è ïðèâåäåíû äàííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé äëÿìåòàëëè÷åñêîãî îáðàçöà íà ñîçäàííîì ëàáîðàòîðíîì ìàêåòå.1. Ëàáîðàòîðíûé ìàêåò è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìåðåíèÿ. Ëàáîðàòîð-íûé ìàêåò âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñòàëüíîé îáðàçåö â �îðìå ïðÿìîãî ïàðàëëåëåïèïå-äà, òîëùèíà îáðàçöà 40ìì, âûñîòà 78ìì. Íà ðàññòîÿíèè H = 50ìì îò âåðõíåéãðàíè íà êîòîðîé ðàñïîëàãàåòñÿ äàò÷èê ïðîäîëüíûõ ÓÇ âîëí (äèàìåòðîì 30ììè ÷àñòîòîé 2,5Ì�ö) ïðîñâåðëåíû äâà îäèíàêîâûõ ñîîñíûõ ñêâîçíûõ öèëèíäðè÷å-ñêèõ îòâåðñòèÿ äèàìåòðîì 3 ìì (R = 1,5ìì), ñ îáðàçóþùèìè ïåðïåíäèêóëÿðíûìèñòåíêàì è ðàññòîÿíèåì ìåæäó îñÿìè 15ìì. Ñõåìà îáðàçöà äàíà íà ðèñ. 1. Äëÿ ïðî-âåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçóåòñÿ äå�åêòîñêîï-ïðèñòàâêà ¾ÝÂÓÄ-ÏÊ¿ (â äàëü-íåéøåì äå�åêòîñêîï), îáùåãî íàçíà÷åíèÿ ïî �ÎÑÒ 23049-94 è îí ïðåäíàçíà÷åíäëÿ ÓÇ êîíòðîëÿ ïðîäóêöèè íà íàëè÷èå äå�åêòîâ òèïà íàðóøåíèÿ ñïëîøíîñòè èîäíîðîäíîñòè ìåòàëëîâ. Äå�åêòîñêîï ðàáîòàåò ñîâìåñòíî ñ IBM êîìïüþòåðîì.2. Òåîðåòè÷åñêèé ðàñ÷åò. �àíåå Áîåâûì Í.Â. è Ñóìáàòÿíîì Ì.À. â ðà-áîòàõ [2, 3℄ â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè íà îñíîâå ìîäè�èêà-öèè [4℄ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé �èçè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè Êèðõãî�à [5℄è àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè âûïèñàííûõ äè�ðàêöèîííûõ èíòåãðàëîâ ìåòîäîì ñòà-öèîíàðíîé �àçû [6℄ ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé â îäíîêðàòíî èìíîãîêðàòíî îòðàæåííîé ïðîäîëüíîé âîëíû îò ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé ïîëîñò-íûõ äå�åêòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â óïðóãîé ñðåäå. Âûïèøåì ýòè �îðìóëû äëÿ îäíî-êðàòíî è äâóêðàòíî îòðàæåííîé âîëíû [2, 3℄.
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�èñ. 1. Ñõåìà îáðàçöà ñ äàò÷èêîì è îñöèëëîãðàììà ñ ýêðàíà äå�åêòîñêîïà.Ñëó÷àé îäíîêðàòíîãî îòðàæåíèÿ:
u(1)
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, L0 = |x0 − y∗|, L1 = |y∗ − x| .Çäåñü x0 � òî÷êà, â êîòîðîé ïîìåùåí èñòî÷íèê ïðîäîëüíîé âîëíû, âûçâàí-íîé åäèíè÷íîé ñèëîé Qqe
−iωt, x � òî÷êà ïðèåìà âîëíû, kp = ω/cp, ks = ω/cs;

cp, cs � âîëíîâûå ÷èñëà è ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâåííî ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íûõâîëí, ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé, µ � ìîäóëü ñäâèãà, Vpp(y∗) � êîý��èöèåíò p�
p îòðàæåíèÿ (ïðîäîëüíîé âîëíû â ïðîäîëüíóþ). K = k1 k2 � ãàóññîâà êðè-âèçíà, à Hc = (k1 + k2) /2 � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè â òî÷êå çåðêàëüíî-ãî îòðàæåíèÿ y∗, à k̃ � êðèâèçíà íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè îòðàæàòå-ëÿ ïëîñêîñòüþ ëó÷à x0 − y∗ − x. Êðèâèçíà k̃ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé Ýéëåðà
k̃ = k1 cos 2ϕ̃ + k2 sin 2ϕ̃ (cos ϕ̃ = cos α

sin γ
, sin ϕ̃ = cos β

sin γ
), âûðàæàþùåé êðèâèç-íó ïðîèçâîëüíîãî íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ÷åðåç ãëàâíûå êðèâèçíû k1, k2 è óãîë ϕ̃,îáðàçóåìûé êàñàòåëüíîé ýòîãî íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ ïåðâûì ãëàâíûì íàïðàâëå-íèåì.



32 Áîåâ Í.Â., Âäîâèí Â.À., Çîòîâ Â.Ì.Ôîðìóëà (1) äàåò ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ïðîäîëüíûõ ïåðåìåùåíèé ïðè
kp L 0 >> 1, kp L >> 1, kpR 1 >> 1, kpR 2 >> 1, ãäå R1 è R2 � ãëàâíûå ðàäèóñûêðèâèçíû ïîâåðõíîñòè â òî÷êå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ y∗.Óãîë γ � ýòî óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì q0 = {− cosα,− cosβ,− cos γ} ïàäåíèÿè îòðàæåíèÿ ïðîäîëüíîé âîëíû è íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå y∗ â ëîêàëüíîéäåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Ñëó÷àé äâóêðàòíîãî îòðàæåíèÿ (ðèñ. 2):
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�èñ. 2. Äâóêðàòíîå îòðàæåíèå ïðîäîëüíîé âîëíû âäîëü ëó÷à x0 − y∗1 − y∗2 − x3 îò ãðà-íè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé äâóõ ïîëîñòåé, íàõîäÿùèõñÿ â óïðóãîé ñðåäå.Çäåñü δ(p)
4 = sign D

(p)
4 � ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëü-íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû �åññå D(p)

4 = (di j), i, j = 1, 2, 3, 4 ÿâëÿåòñÿñèììåòðè÷íîé dij = dji ñî ñëåäóþùèìè íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè dij, i 6 j:äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû:
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n = 1, 2âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû:
d2n−1,2n = −(L−1

n−1 + L−1
n )(q0

n, in)(q
0
n, jn), n = 1, 2

d1,3 = L−1
1

(
(q0

1, i1)(q
0
2, i2) − (i2, i1)

)
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d1,4 = L−1

1

(
(q0

1, i1)(q
0
2, j2) − (j2, i1)

)

d2,3 = L−1
1

(
(q0

1, j1)(q
0
2, i2) − (i2, j1)

)

d2,4 = L−1
1

(
(q0

1, j1)(q
0
2, j2) − (j2, j1)

)Çäåñü k(n)
1 , k

(n)
2 (n = 1, 2)� ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòåé, à in, jn, kn � îðòûëîêàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìîé êàñàòåëüíûìè ê ãëàâíûìëèíèÿì êðèâèçíû è íîðìàëÿìè ê ïîâåðõíîñòÿì äå�åêòîâ â òî÷êàõ çåðêàëüíîãîîòðàæåíèÿ y∗n, n = 1, 2 (ðèñ. 2). Êîîðäèíàòû îðòîâ çàäàíû â íåêîòîðîé ãëîáàëüíîéäåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, q0

n � íàïðàâëåíèå ïàäåíèÿ âîëíû â òî÷êå y∗n.Ïîëó÷èì èç îáùèõ �îðìóë (1) è (2) ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû ïåðåìå-ùåíèé ïðèíèìàåìîé äàò÷èêîì (ðèñ. 1) ïðîäîëüíîé âîëíû:
1) Îáðàòíîå îäíîêðàòíîå îòðàæåíèå (ðèñ. 1):

γ = 0 ; Vpp = −1 ; L0 = L1 = H − R ; ρ = R ;

k1 = 1/R , k2 = 0 , Hc = 0,5R , K = k1k2 = 0 ,

|u(1)
p | = B/

[
2(H − R)

√
1 + (H −R)/R

]
. (3)

2) Äâóêðàòíîå îòðàæåíèå âîëíû îò ïîâåðõíîñòåé äâóõ öèëèíäðîâ â ïëîñêîñòè,ïåðïåíäèêóëÿðíîé èõ îñÿì (ðèñ. 1):
γ1 = γ2 = π/4 , L0 = L2 = H − R/

√
2 , L1 = L−

√
2R ,

k
(1)
1 = k

(2)
1 = 1/R , k

(1)
2 = k

(2)
2 = 0 ,

u
(2)
p = B · 0,5V 2

pp(y
∗
1)/

[
L2

0L1

√∣∣∣detD
(p)
4

∣∣∣
]
. (4)3. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç.Èçìåðåíèÿ ïðîâåäåíû íà ñòàëüíîì îáðàçöå. Ñêîðîñòü ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷-íûõ âîëí â ñòàëè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû cp = 5850ì/ñ, cs = 3260ì/ñ. Ïðè ÷àñòîòåèçëó÷àåìîé ïðîäîëüíîé âîëíîé 2,5Ì�ö, åå äëèíà ñîñòàâëÿåò 2,34ìì.Â ðåçóëüòàòå ýêïåðèìåíòà ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû ïåðåìå-ùåíèé â îòðàæåííûõ âîëíàõ: àìïëèòóäà ïåðåìåùåíèé u(1)

pý â îáðàòíîé îäíàêðàòíîîòðàæåííîé âîëíå îò äå�åêòà I (ðèñ. 1) ñîñòàâëÿåò 60,5 äÁ; àìïëèòóäà ïåðåìåùå-íèé u
(2)
pý â äâóêðàòíî îòðàæåííîé âîëíå ïîñëåäîâàòåëüíî îò äå�åêòîâ I è II ñî-ñòàâëÿåò 29,5 äÁ. �àçíîñòü ìåæäó ýòèìè çíà÷åíèÿìè ñîñòàâëÿåò 31äÁ. Ïðè ýòèõäàííûõ îòíîøåíèå u(1)

pý /u(2)
pý = 35.Òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷åòû àìïëèòóä u

(1)
p è u

(2)
p îñíîâûâàëèñü íà àíàëèòè÷åñêèõâûðàæåíèÿõ (3) è (4). Ïðè ýòîì äëÿ îòíîøåíèÿ u(1)

p /u(2)
p ïîëó÷åíî âûðàæåíèå

u
(1)
p

u
(2)
p

=
L2

0 (R(a2 − 1)[(a+ b)2 − 1])
1/2

2(H − R)
√
HL1V 2

pp(y
∗
1)

= 51,20 ,

L0 = 48,94ìì, L1 = 12,88ìì, H = 50ìì, Vpp = 0,36 ,

a = 1 + L1/L0 , b = 2
√

2L1/R .



34 Áîåâ Í.Â., Âäîâèí Â.À., Çîòîâ Â.Ì.�àñõîæäåíèå äëÿ îòíîøåíèé àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé â îáðàòíî îòðàæåííîé èäâóêðàòíî îòðàæåííîé âîëíå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé è òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ-÷åòîâ ñîñòàâëÿåò 3Äá.Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñòàëüíîé îáðàçåö èçãîòîâëåí ñ ïîãðåøíîñòÿìè è èçëó÷à-åìàÿ äàò÷èêîì âîëíà íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé, à îòíîøåíèå äëèíû âîëíû (2,34ìì)ê äèàìåòðó ïîëîñòè (3ìì) íå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, ÷òî íå â ïîëíîé ìåðå ñîîòâåòñòâó-åò ëó÷åâîé òåîðèè, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûì.Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ 10-01-00557à.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Åðìîëîâ È.Í. Òåîðèÿ è ïðàêòèêà óëüòðàçâóêîâîãî êîíòðîëÿ. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå,1981. 240 ñ.[2℄ Áîåâ Í.Â., Ñóìáàòÿí Ì.À. Êîðîòêîâîëíîâàÿ äè�ðàêöèÿ íà òåëàõ, îãðàíè÷åííûõïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ // Äîêëàäû �ÀÍ. 2003. Ò. 392. � 5. Ñ. 614�617.[3℄ Áîåâ Í. Â. �àññåÿíèå âûñîêî÷àñòîòíûõ âîëí íà ïðîèçâîëüíîé íåâûïóêëîé ãðàíè÷-íîé ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî òåëà ñ ó÷åòîì ïåðåîòðàæåíèé // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 2005.� 5. Ñ. 65�80.[4℄ Áîðîâèêîâ Â.À., Êèíáåð Á.Å. �åîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ äè�ðàêöèè. Ì.: Ñâÿçü, 1978.248 ñ.[5℄ Øåíäåðîâ Å.Ë. Âîëíîâûå çàäà÷è ãèäðîàêóñòèêè. Ë.: Ñóäîñòðîåíèå, 1972. 352 ñ.[6℄ Ôåäîðþê Ì.Â. Ìåòîä ïåðåâàëà. Ì.: Íàóêà, 1977. 368 ñ.Boyev N.V., Vdovin V.A., Zotov V.M. Multiple re�e
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÑÎÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß È ÊÎÍÊÓ�ÅÍÖÈÈÁËÈÇÊÎ�ÎÄÑÒÂÅÍÍÛÕ ÏÎÏÓËßÖÈÉ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÌÈ��ÀÖÈÈÁóäÿíñêèé À.Â., Öèáóëèí Â. �.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ýâîëþöèè êîíêóðèðóþùèõ çà åäèíûé ðåñóðñ áëèçêîðîä-ñòâåííûõ ïîïóëÿöèé, çàïèñûâàåìàÿ â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.Àíàëèçèðóåòñÿ ñëó÷àé ïåðåìåííîé äè��óçèè ñ ìèãðàöèîííûìè ïîòîêàìè, çàâèñÿùèìèîò íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèé è îáîáùåííîãî ðåñóðñà. Íà îñíîâå ìåòî-äà ïðÿìûõ èññëåäîâàíî âëèÿíèå ìèãðàöèè íà �îðìèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé ïîïóëÿöèé,èçó÷åíû ñöåíàðèè ëîêàëüíîãî âûòåñíåíèÿ è ñîñóùåñòâîâàíèÿ âèäîâ. Íàéäåíû óñëîâèÿíà ïàðàìåòðû ñèñòåìû, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ñîñóùåñòâîâàíèå âèäîâ.1. Ââåäåíèå. Èçìåíåíèå è ñîêðàùåíèå ïðîñòðàíñòâ îáèòàíèÿ áèîëîãè÷åñêèõâèäîâ â ñîâðåìåííîì ìèðå âûçûâàåò ìèãðàöèþ æèâîòíûõ è êîíêóðåíòíóþ áîðü-áó âèäîâ. Çàäà÷à ñîõðàíåíèÿ ïðèðîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ òðåáóåò ðàçâèòèÿ ìåòî-äîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé ýâîëþöèè áèîëîãè÷åñêèõ ïîïó-ëÿöèé [1, 2℄. Ïðè ýòîì íóæíî ó÷èòûâàòü ðàçíîîáðàçèå ïîïóëÿöèé, äàæå â òîìñëó÷àå, êîãäà èõ ÷èñëåííîñòü îãðàíè÷èâàåòñÿ åäèíûì ðåñóðñîì è êîãäà áëèçêèåâèäû ïðèñóòñòâóþò â îäíîé ýêîëîãè÷åñêîé íèøå [3℄. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìàòå-ìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ áëèçêîðîäñòâåííûõ âèäîâ ìàëîðàçðàáîòàíû. Â [4℄ äàíî îáîáùåíèå ïðèíöèïà �àóçå [5℄ è ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåëèíåé-íîñòè ìèãðàöèîííûõ ïîòîêîâ êîíêóðåíöèÿ áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ ìîæåò íå ïðèâî-äèòü ê âûòåñíåíèþ ìåíåå ïðèñïîñîáëåííîé ïîïóëÿöèè. Ïðè �îðìèðîâàíèè ¾íèø¿îòäåëüíûõ áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ çîíû ñìåøåíèÿ (ñîñóùå-ñòâîâàíèÿ) ïîïóëÿöèé, ðàçìåð ýòèõ çîí îïðåäåëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ìèãðàöèè,à ñàìî �îðìèðîâàíèå ìîæåò ïðèâîäèòü ê ìåäëåííîé äèíàìèêå.2. Ìîäåëü äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèé.Äëÿ äâóìåðíîãî àðåàëà è äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé �îðìóëèðóåòñÿ ìî-äåëü, ó÷èòûâàþùàÿ ìèãðàöèîííûå ïîòîêè ïðè íåîäíîðîäíîñòè æèçíåííûõ óñëî-âèé è íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñàìèõ ïîïóëÿöèé:
u̇ = −∇ · q1 + f1, q1 = −ε1(u, v)∇u+ α1u∇p+ β1u∇v, (1)
v̇ = −∇ · q2 + f2, q2 = −ε2(u, v)∇v + α2v∇p+ β2v∇u. (2)Çäåñü u(x, y, t) è v(x, y, t) � ïëîòíîñòè áëèçêîðîäñòâåííûõ ïîïóëÿöèé, q1, q2 � ìè-ãðàöèîííûå ïîòîêè, ∇ = (∂x, ∂y)T . Åñòåñòâåííûé ïðèðîñò ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèéîïðåäåëÿåòñÿ ¾ëîãèñòè÷åñêèì¿ çàêîíîì: f1 = µ1uf0, f2 = µ2vf0, f0 = 1− (u+ v)/p.Íåîäíîðîäíîñòü æèçíåííûõ óñëîâèé ïî àðåàëó ìîäåëèðóåòñÿ ââåäåíèåì ïîëîæè-òåëüíîé �óíêöèè îáîáùåííîãî ðåñóðñà p(x, y). �àçëè÷èÿ â åñòåñòâåííîì ïðèðîñòåîïðåäåëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè ðîñòà µ1 è µ2. Âëèÿíèå íåðàâíî-ìåðíîñòè ïðåäåëüíûõ êîíöåíòðàöèé ïî àðåàëó ó÷èòûâàåòñÿ ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùè-ìè ãðàäèåíò �óíêöèè p(x, y) [1, 6℄. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåðîäñòâåííûõ âèäîâ ÷àñòîäëÿ êàæäîé ïîïóëÿöèè íàçíà÷àåòñÿ ñâîÿ �óíêöèÿ ðåñóðñà [2, 7℄.



36 Áóäÿíñêèé À.Â., Öèáóëèí Â. �.Äè��óçèîííûå êîý��èöèåíòû ε1(u, v) è ε2(u, v) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè, çàâè-ñÿùèìè îò ïëîòíîñòåé ïîïóëÿöèé: εi(u, v) = ki + γig(u, v), i = 1, 2. Çäåñü k1, k2,
γ1, γ2 äàþòñÿ ìàòðèöàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, ñëó-÷àé ëèíåéíîé äè��óçèè ïîëó÷àåòñÿ ïðè íóëåâûõ γ1, γ2.Â âûðàæåíèÿõ äëÿ ïîòîêîâ q1 è q2 (1)�(2) íàïðàâëåííàÿ ìèãðàöèÿ ó÷èòûâàåòñÿâòîðûìè è òðåòüèìè ñëàãàåìûìè. Ìèãðàöèîííûå ïàðàìåòðû α1, α2, β1, β2 ÿâëÿ-þòñÿ ìàòðèöàìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïåðåíîñ ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè u(x, y, t), âûçâàí-íûé íåðàâíîìåðíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè v(x, y, t), îïèñûâàåò-ñÿ ñëàãàåìûì β1u∇v. Àíàëîãè÷íî äëÿ ïëîòíîñòè v(x, y, t) ìèãðàöèÿ, âûçâàííàÿíåðàâíîìåðíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ u(x, y, t), îïèñûâàåòñÿ ñëàãàåìûì β2v∇u.Äëÿ àðåàëà ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû Ω = [0, a] × [0, b], b/a ≪ 1 íà ïðîòÿæåííûõñòîðîíàõ ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ Íåéìàíà, à íà äâóõ äðóãèõ � óñëîâèÿ Äèðèõëå:

∂u(x, 0, t)

∂y
=
∂u(x, b, t)

∂y
= 0,

∂v(x, 0, t)

∂y
=
∂v(x, b, t)

∂y
= 0,

u(0, y, t) = u0
∗(y, t), u(a, y, t) = ua∗(y, t),

v(0, y, t) = v0
∗(y, t), v(a, y, t) = va∗(y, t).Çäåñü u0

∗(y, t), v0
∗(y, t), ua∗(y, t), va∗(y, t) � èçâåñòíûå �óíêöèè.3. Èññëåäîâàíèå ìîäåëè ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Åñëèïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèÿìè ïëîòíîñòåé ïîïóëÿöèé ïî êîîðäèíàòå y, òî ïîëó÷àåòñÿñèñòåìà ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x ∈ Ω = [0, a]. Íà÷àëüíî�êðàåâàÿçàäà÷à èìååò âèä:̇
u = [(k1 + γ1g)u

′ − α1up
′ − β1uv

′]′ + µ1u(1 − u+ v

p
),

v̇ = [(k2 + γ2g)v
′ − α2vp

′ − β2vu
′]′ + µ2v(1 − u+ v

p
).

u(0, t) = u(a, t) = v(0, t) = v(a, t) = 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x).Â ñëó÷àå k1µ2 = k2µ1, γ1µ2 = γ2µ1 è αi = βi = 0, i = 1, 2 äàííàÿ ñèñòåìà îò-íîñèòñÿ ê êëàññó êîñèììåòðè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [8℄. Ýòî îçíà÷àåò âîç-ìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ íåïðåðûâíûõ ñåìåéñòâ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñ ïåðå-ìåííûì ñïåêòðîì óñòîé÷èâîñòè. Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé ýâîëþöèè íà îäíîìåðíîì àðåàëå ïîïóëÿöèé, ðàçìå-ùàþùèõñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ëîêàëèçîâàííûõ çîíàõ. Âû÷èñëèòåëü-íûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ ìåòîäîì ïðÿìûõ; ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíà-òàì ïðîâîäèëàñü àïïðîêñèìàöèÿ íà îñíîâå �îðìóë âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ïîâðåìåíè èíòåãðèðîâàíèå âåëîñü ìåòîäîì �óíãå�Êóòòà. �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðèñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.
a = 2, k1 = 0, 03, k2 = 0, 04, γ1 = 0, 01, γ2 = 4/3γ1, µ1 = 3, µ2 = 4.Â êà÷åñòâå g(u, v) ðàññìàòðèâàëàñü �óíêöèÿ g = uv. Íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

u0(x), v0(x) áûëè �èêñèðîâàíû (ñì. ðèñ. 1 a), à �óíêöèÿ ðåñóðñà p(x) ñîîòâåòñòâî-âàëà ñëó÷àþ, êîãäà ðàññìàòðèâàåìûé àðåàë èìååò äâå áëàãîïðèÿòíûå çîíû.



Ìîäåëèðîâàíèå ñîñóùåñòâîâàíèÿ áëèçêîðîäñòâåííûõ ïîïóëÿöèé 37� α1 α2 β1 β2 U V σ1 0 0 0 0 0.38 0.18 −2.2 · 10−6 -0.07 -0.921′ 0 0 0 0 0.15 0.37 −1.6 · 10−7 -0.08 -0.722 0.15 0.01 0 0 0.30 0.23 -0.12 -0.18 -0.813 0 0 -0.06 -0.06 0.36 0.16 -0.04 -0.18 -1.04Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìèãðàöèè, �èíàëüíûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòåé Uè V , ýëåìåíòû ñïåêòðà óñòîé÷èâîñòè σ.Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ êîý��èöèåíòàõ ìèãðàöèèïðîèñõîäèò âûõîä íà óñòîé÷èâûå ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Â òàáë. 1 ïðèâå-äåíû ðåçóëüòàòû íåêîòîðûõ ðàñ÷åòîâ (�èíàëüíûå çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ ïëîòíîñòåéïîïóëÿöèé, ýëåìåíòû ñïåêòðà, íàèáîëåå áëèçêèå ê ìíèìîé îñè).
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b�èñ. 1. Íà÷àëüíûå (a) è �èíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ (b) ïëîòíîñòåé ïîïóëÿöèé u (êðè-âàÿ 1) è v (2) ïðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ (a); α1 = α2 = β1 =
β2 = 0; �óíêöèÿ ðåñóðñà (ïóíêòèð, 3).
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b�èñ. 2. Íà÷àëüíûå (a) è �èíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ (b) ïëîòíîñòåé ïîïóëÿöèé u (êðè-âàÿ 1) è v (2) ïðè áëèçêèõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ (a); α1 = α2 = β1 = β2 = 0;�óíêöèÿ ðåñóðñà (ïóíêòèð, 3).Íà ðèñ. 1�3 ïîêàçàíû ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé äëÿ êîìáèíàöèéïàðàìåòðîâ α1, α2, β1, β2 (ñì. òàáë. 1). �èñ. 1�2 èëëþñòðèðóþò ý��åêò âëèÿíèÿíà÷àëüíûõ óñëîâèé íà �èíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèé. Ïðèâåäåíû ðåçóëü-òàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïðî�èëåé ïëîòíîñòè, îäèíàêîâûõ ïî �îðìå è ðàçëè÷àþùèõñÿìåñòîïîëîæåíèåì íà îòðåçêå. Íàïðèìåð, äëÿ äàííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêå 1òàáë. 1, �îðìèðóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñ ïðåîáëàäàíèåì ïîïóëÿöèè u(x, t) (ñì. ðèñ.1b), ÷òî îáóñëîâëåíî óäàëåíèåì ïîïóëÿöèè v0(x) îò íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíîé çîíû.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ èç áëèçêèõ íà÷àëüíûõ ðàñïðå-äåëåíèé u0(x) è v0(x), �èíàëüíûå ïðî�èëè u è v îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâåäåííûõ
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2b�èñ. 3. Ôèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé ïîïóëÿöèé u (êðèâàÿ 1), v (2) è �óíêöèèðåñóðñà p(x) (3); a) α1 = 0.15, α2 = 0.01, β1 = 0, β2 = 0; b) α1 = 0, α2 = 0, β1 = −0.06,
β2 = −0.06.íà ðèñ. 1b. Ïðè ýòîì ñðåäíèå ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèé U è V ðàçëè÷íû, ñì. ñòðî-êè 1 è 1′ òàáë. 1. Ïîñêîëüêó äëÿ ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïàðàìåòðû çàäà÷è óäîâëåòâî-ðÿþò óñëîâèþ êîñèììåòðèè, òî ïîëó÷àþòñÿ ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, â ñïåê-òðå êîòîðûõ èìåþòñÿ ïðàêòè÷åñêè íóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (σ ≈ 10−6).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííûå ðåøåíèÿ âõîäÿò â íåòðèâèàëüíîå ñåìåéñòâî ñòàöèîíàð-íûõ ðåøåíèé. Ñòàðòóÿ èç èíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïîëó÷àþòñÿ äðóãèå �èíàëü-íûå ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèé.Íà ìèãðàöèþ ìîãóò âëèÿòü äâà �àêòîðà: íåðàâíîìåðíîñòü �óíêöèè ðåñóðñàè íåîäíîðîäíîñòü ðàñïðåäåëåíèé ñîñåäíèõ ïîïóëÿöèé. Íà ðèñ. 3a ïðåäñòàâëåíûðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî íåîäíîðîäíîñòü æèç-íåííûõ óñëîâèé (äàííûå èç ñòðîêè 2 òàáë. 1). Ñðàâíåíèå ðèñ. 1b è 3a ïîêàçûâàåò,÷òî ïðè α1 > α2, íåðàâíîìåðíîñòü p(x) ñêàçûâàåòñÿ ñèëüíåå íà ïîïóëÿöèè u(x, t):åå �èíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñæàòèåì ìàêñèìóìîâ, îòâå÷àþùèõáëàãîïðèÿòíûì (äëÿ ðîñòà ïîïóëÿöèé) çîíàì. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîïóëÿöèÿ v(x, t)ïîëó÷àåò âîçìîæíîñòü ðîñòà âíå ìàêñèìóìîâ ïîïóëÿöèè u(x, t).Â ýêñïåðèìåíòå ïî àíàëèçó ìèãðàöèé, âûçâàííûõ íåðàâíîìåðíîñòüþ ðàñïðå-äåëåíèÿ ñîñåäíåé ïîïóëÿöèè (ñòðîêà 3 òàáë. 1 è ðèñ. 3b), ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êàæäàÿïîïóëÿöèÿ â îñíîâíîì çàïîëíÿåò òó áëàãîïðèÿòíóþ çîíó, ê êîòîðîé íàõîäèòñÿáëèæå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêîå ðàçìåæåâàíèå ïðîèñõîäèò èç-çà îòðè-öàòåëüíîñòè êîý��èöèåíòîâ β1 è β2.3. Çàêëþ÷åíèå. Íà îñíîâå ìåòîäà ïðÿìûõ ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâà-íèå âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ ñîñóùåñòâîâàíèÿ è âûòåñíåíèÿ ïîïóëÿöèé. Íàéäåíûîáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ íååäèíñòâåííîñòü ðå-øåíèé è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèé ïî àðåàëó) ñóùåñòâåííîâëèÿþò íà ðàñïðîñòðàíåíèå áèîëîãè÷åñêîãî âèäà. Èçó÷åíî âëèÿíèå ìèãðàöèîí-íûõ ý��åêòîâ íà �îðìèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòåé ïîïóëÿöèé. Ïîêàçàíî,÷òî ìèãðàöèÿ, âûçâàííàÿ íåðàâíîìåðíîñòüþ æèçíåííûõ óñëîâèé, ìîæåò ñïîñîá-ñòâîâàòü âûæèâàíèþ ïîïóëÿöèè ïðè ìàëîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ðîñòà, à òàêæåïðèâîäèòü ê ý��åêòó ïåðåíàñåëåííîñòè. Îáíàðóæåíû êîìáèíàöèè ìèãðàöèîííûõêîý��èöèåíòîâ, ïðè êîòîðûõ íà îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ àðåàëà ïðîèñõîäèò ïðåèìó-ùåñòâåííûé ðîñò îòäåëüíîé ïîïóëÿöèè, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò âûçûâàòü ðàçìå-æåâàíèå âèäîâ � �îðìèðîâàíèå ýêîëîãè÷åñêèõ ¾íèø¿. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâ-ëåíà ïðèìåíèìîñòü ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ýâîëþöèè êîíêóðèðóþùèõ ïîïóëÿöèéäëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåàëüíûõ áèîñèñòåì [3℄.
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ÔÈÇÈÊÎ-ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÇÎËÎÁÅÒÎÍÎÂÁóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â.,Îêîðîêîâ Å.Ï., Ïàâëîâà Ë.Í.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÎñíîâíûì ìàòåðèàëîì äëÿ âîçâåäåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ êîíñòðóêöèé ïî-ïðåæíå-ìó îñòàåòñÿ òÿæåëûé áåòîí. Îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ñïîñîáîâ ñíèæåíèÿñåáåñòîèìîñòè áåòîíà è ýêîíîìèè ìèíåðàëüíîãî ñûðüÿ äëÿ åãî èçãîòîâëåíèÿ ÿâ-ëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå â åãî ñîñòàâå çîëîøëàêîâûõ îòõîäîâ. Çîëû, ñîäåðæàùèå âíåáîëüøîì êîëè÷åñòâå ñâîáîäíûé îêñèä êàëüöèÿ, ñàìîñòîÿòåëüíî íå òâåðäåþò. Íîâ ñìåñè ñ öåìåíòîì èëè èçâåñòüþ ïðè òâåðäåíèè ñïîñîáíû ïðîÿâëÿòü ïóööîëàíî-âóþ àêòèâíîñòü, ò. å. ñïîñîáíîñòü ñâÿçûâàòü ãèäðîêñèä êàëüöèÿ ñ îáðàçîâàíèåìíåðàñòâîðèìûõ ñîåäèíåíèé. Â òîíêîäèñïåðñíûõ çîëàõ ïðåîáëàäàþò â îñíîâíîì÷àñòèöû øàðîîáðàçíîé �îðìû, ñòðóêòóðà ïîâåðõíîñòè òàêèõ ÷àñòèö îñòåêëîâà-íà è â ñîñòàâå áåòîííîé ñìåñè ñîçäàåòñÿ ïëàñòè�èöèðóþùèé ý��åêò. Â ñâÿçè ñýòèì â çîëîáåòîíàõ ÷àùå âñåãî çîëà èñïîëüçóåòñÿ â áåòîíå êàê àêòèâíàÿ äîáàâêàè ìèêðîíàïîëíèòåëü è ââîäèòñÿ â ìîìåíò ïðèãîòîâëåíèÿ áåòîíà. Â ýòîì ñëó÷àåçîëà èñïîëüçóåòñÿ êàê äîáàâêà ïîëè�óíêöèîíàëüíîãî äåéñòâèÿ çàìåíÿåò ÷àñòüöåìåíòà è ïåñêà, ÿâëÿåòñÿ ïëàñòè�èêàòîðîì. Ýòè ñâîéñòâà çîëû îáåñïå÷èâàþò íåòîëüêî íîðìàòèâíûå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà áåòîíà, íî ïî íåêîòîðûì õàðàêòåðèñòè-êàì ïðåâîñõîäÿò çàäàííûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì ïðè ìåíüøåì ðàñõîäå âÿæóùåãî. Íàñâîéñòâà áåòîíà îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ãèäðàâëè÷åñêàÿ ñêðûòàÿ àêòèâ-íîñòü çîëû è åå äèñïåðñíîñòü. Àíàëèç îïûòà ïðèìåíåíèÿ çîëîøëàêîâûõ îòõîäîââ òåõíîëîãèè áåòîíà [1�3℄ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïåðñïåêòèâíûì ñûðüåì ñòî÷êè çðåíèÿ îñíîâíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ñâîéñòâ ïîëó÷àåìûõ áåòîíîâñëåäóåò ïðèçíàòü çîëó óíîñà.Â èññëåäîâàíèÿõ ïî èñïîëüçîâàíèþ çîëîøëàêîâûõ îòõîäîâ â òåõíîëîãèè áå-òîíà áûë âûïîëíåí áîëüøîé îáúåì ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò è èñïûòàíèé â ïðîèç-âîäñòâåííûõ óñëîâèÿõ íà äåéñòâóþùèõ çàâîäàõ æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé èèçäåëèé �îñòîâñêîé îáëàñòè. Èñïûòûâàëèñü ñîñòàâû áåòîíîâ êëàññà îò Â7,5 äîÂ30 ðàçëè÷íîé ïîäâèæíîñòè è ñ ðàçëè÷íûì ðàñõîäîì öåìåíòà â çàâèñèìîñòè îòïðåäúÿâëÿåìûõ ê áåòîíàì òðåáîâàíèé ïî ìîðîçîñòîéêîñòè, âîäîíåïðîíèöàåìîñòè,äðóãèì ñâîéñòâàì è óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè.Èçãîòîâëåíèå îïûòíûõ îáðàçöîâ-êóáîâ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ ïðîèçâîäè-ëîñü íà âèáðîïëîùàäêå, õðàíèëè îáðàçöû â ñòàíäàðòíûõ äëÿ òâåðäåíèÿ áåòîíàóñëîâèÿõ. Â ïðîèçâîäñòâåííûõ óñëîâèÿõ èçãîòîâëåíèå êîíòðîëüíûõ êóáîâ ïðî-èçâîäèëîñü ïàðàëëåëüíî ñ èçãîòîâëåíèåì èçäåëèé èç òåõ æå áåòîííûõ ñìåñåé èïðè òåõ æå óñëîâèÿõ �îðìîâàíèÿ è òåðìîîáðàáîòêè. Ïðè ïðîïàðèâàíèè èçäå-ëèé è îáðàçöîâ òåìïåðàòóðà èçîòåðìè÷åñêîãî ïðîãðåâà, êàê ïðàâèëî, íå ïðåâûøà-ëà 80◦Ñ, ïðîäîëæèòåëüíîñòü � 9�10 ÷àñîâ, îáùàÿ äëèòåëüíîñòü, âêëþ÷àÿ âðåìÿïîäúåìà òåìïåðàòóðû è îõëàæäåíèÿ, 14�15 ÷àñîâ, ïðåäâàðèòåëüíàÿ âûäåðæêà îá-ðàçöîâ 4�5 ÷àñîâ. Êîíòðîëü ïðî÷íîñòè è äðóãèõ ïîêàçàòåëåé �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ



Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà çîëîáåòîíîâ 41ñâîéñòâ áåòîíà ïðîâîäèëñÿ íà èçäåëèÿõ ìåòîäàìè íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ è íàîáðàçöàõ-êóáàõ ïî ìåòîäèêàì, ïðèâåäåííûì â íîðìàòèâíûõ äîêóìåíòàõ.Îñíîâíûìè ïðîáëåìàìè ïðè èñïîëüçîâàíèè çîëû êàê äîáàâêè ê âÿæóùèì âå-ùåñòâàì, ÿâëÿþòñÿ äèñïåðñíîñòü è êîëè÷åñòâî, êîòîðîå äîïóñêàåòñÿ ââîäèòü â öå-ìåíòû áåç ñíèæåíèÿ èõ ïðî÷íîñòè, à òàêæå ñïîñîá ââåäåíèÿ äîáàâêè çîëû â áåòîí.Îäíèì èç ïîêàçàòåëåé, îïðåäåëÿþùèõ ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ çîëû, ÿâëÿåò-ñÿ ïðî÷íîñòü áåòîíà. Ïðè óñòàíîâëåíèè îïòèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà çîëû ñëåäóåòó÷èòûâàòü òàêèå ïàðàìåòðû, êàê êîëè÷åñòâî ñýêîíîìëåííîãî öåìåíòà è îòíîøå-íèå êîëè÷åñòâà çîëû ê ñýêîíîìëåííîìó öåìåíòó (Ç/Ö). Ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëîäîêàçàíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ââîäèìîé çîëû ìîæåò ïðåâûøàòü êîëè÷åñòâî çàìåíÿ-åìîãî öåìåíòà â 2-5 ðàç; è ïðè ýòîì îáåñïå÷èòü âûñîêèå ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâàè äðóãèå ýêñïëóàòàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè çîëîáåòîíà. Îïòèìàëüíûì ñ÷èòàåòñÿñîñòàâ áåòîíà, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå ïî ñâîéñòâàì òðåáóåìûõ ïîêàçàòå-ëåé ïðè ìàêñèìàëüíîé ýêîíîìèè öåìåíòà. Àíàëèç çàâèñèìîñòè ïðî÷íîñòè áåòîíàîò Ç/Ö ïîçâîëèë âûÿâèòü â áåòîíàõ ðàçëè÷íîé ïðî÷íîñòè ïðåäåëû çíà÷åíèé Ç/Ö,â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ýêîíîìèÿ öåìåíòà (òàáëèöà 1).Êëàññ áå-òîíà �àñõîäçîëû, êã/ì3

ÎòíîøåíèåÇ/Ö ÎòíîøåíèåÇ/(Ç+Ö) Ýêîíîìèÿ öå-ìåíòà,%
B7, 5 100 − 120 3,2 − 4,5 0,45 − 0,55 10 − 40
B10 150 − 180 2,8 − 4,2 0,45 − 0,55 10 − 40
B15 180 − 200 2,0 − 3,4 0,35 − 0,45 10 − 30
B20 180 − 220 1,5 − 2,4 0,35 − 0,40 10 − 30
B22, 5 180 − 240 1,8 − 2,8 0,35 − 0,40 10 − 30
B30 4180 − 250 1,5 − 2,0 0,32 − 0,35 10 − 30Òàáëèöà 1. Ïðåäåëû îòíîøåíèé êîëè÷åñòâà çîëû ê ñýêîíîìëåííîìó öåìåíòó (Ç/Ö) äëÿáåòîíîâ ðàçëè÷íîé ïðî÷íîñòè.Ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè çîëîáåòîíà îêàçûâàåòäèñïåðñíîñòü çîëû. Â íàèáîëüøåé ñòåïåíè ýòî âëèÿíèå ñêàçûâàåòñÿ íà ïðî÷íî-ñòè íà ðàñòÿæåíèå ïðè èçãèáå. Èç äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî óäåëüíàÿ äèñïåðñíîñòüçîëû äîëæíà áûòü âûøå 250ì2/êã. Äîáàâêà çîëû ñ óäåëüíîé ïîâåðõíîñòüþ 400 è600ì2/êã ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïðî÷íîñòè è ïðåâûøåíèþ ýòîãî ïîêàçàòåëÿ óêîíòðîëüíûõ îáðàçöîâ. Çíà÷èòåëüíûé ïðèðîñò ïðî÷íîñòè îòìå÷àåòñÿ â âîçðàñòå28 ñóòîê òâåðäåíèÿ è ñîñòàâëÿåò îò 4 äî 20%, â âîçðàñòå 180 ñóòîê � îò 6 äî 12%.Ïðèðîñò ïðî÷íîñòè ïðè èçãèáå ó áåòîíîâ, ñîäåðæàùèõ çîëó ñ óäåëüíîé ïîâåðõíî-ñòüþ 600ì2/êã, äîñòèãàåò 25%. Èç àíàëèçà ïîëó÷åííûõ äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî îáåñ-ïå÷èò âûñîêèå ïîêàçàòåëè ñâîéñòâ áåòîíîâ ïîçâîëÿåò ïðèìåíåíèå çîëû ñ óäåëüíîéïîâåðõíîñòüþ 500�600ì2/êã. Ýòîò âûâîä ñîãëàñóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì àâòîðîâ [4℄,î òîì, ÷òî îïòèìàëüíàÿ äèñïåðñíîñòü ìèíåðàëüíîé äîáàâêè ê öåìåíòó äîëæíà íà120�200ì2/êã ïðåâûøàòü äèñïåðñíîñòü öåìåíòàÏðè èñïîëüçîâàíèè ìèíåðàëüíûõ òîíêîäèñïåðñíûõ äîáàâîê ðåàëèçóåòñÿ ïëîò-íàÿ óïàêîâêà èñõîäíîé ìàòðèöû ñìåøàííîãî âÿæóùåãî çà ñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ òîí-êîäèñïåðñíûõ ÷àñòèö â ìåæçåðíîâûõ ïóñòîòàõ áîëåå ãðóáîäèñïåðñíûõ. Äëÿ áåòî-íîâ ñ äîáàâêàìè çîëû õàðàêòåðíî óâåëè÷åíèå îáúåìà öåìåíòíî-çîëüíîãî òåñòà.Ýòî îòðàæàåòñÿ íà ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ áåòîííûõ ñìåñåé: ïîâûøàåòñÿ ïëà-



42 Áóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â., Îêîðîêîâ Å.Ï., Ïàâëîâà Ë.Í.ñòè÷íîñòü, ñâÿçíîñòü, âîäîóäåðæèâàþùàÿ ñïîñîáíîñòü, óëó÷øàåòñÿ îäíîðîäíîñòüè óäîáîóêëàäûâàåìîñòü áåòîííîé ñìåñè, îòñóòñòâóþò ñåäèìåíòàöèîííûå ÿâëåíèÿ.Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíî âëèÿíèå öåìåíòíî-çîëüíîãî îòíîøåíèÿ íà ïðî÷íîñòüïðè ñæàòèè çîëîáåòîíà. Ñîäåðæàíèå çîëû âûäåðæèâàëîñü ïîñòîÿííûì è ñîñòàâ-ëÿëî 150, 180, 200, 240 êã â 1ì3. Äàííûå ïðèâåäåíû äëÿ ãèäðîòåõíè÷åñêîãî áå-òîíà ñ îñàäêîé êîíóñà 10�12 ñì. Ïðè îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà çîëûâ ñîñòàâå áåòîííûõ ñìåñåé íàäî ó÷èòûâàòü êîý��èöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ öåìåí-òà, õàðàêòåðèçóåìûé âåëè÷èíîé ïðî÷íîñòè, êîòîðóþ îáåñïå÷èâàåò åäèíèöà ìàññûöåìåíòà (Êý�.ö. = Rñæ/Ö).

�èñ. 1. Âëèÿíèå öåìåíòíî-çîëüíîãî ñîîòíî-øåíèÿ íà ïðî÷íîñòü ïðè ñæàòèè çîëîáåòî-íà: 1 � ðàñõîä çîëû 150 êã/ì3,2 � ðàñõîä çîëû 180 êã/ì3,3 � ðàñõîä çîëû 200 êã/ì3,4 � ðàñõîä çîëû 240 êã/ì3.

Íàçíà÷àòü êîëè÷åñòâî çîëû ñëåäóåò,èñõîäÿ èç îáåñïå÷åíèÿ çàäàííûõ ñâîéñòâáåòîíà. Ñ ó÷åòîì ýòèõ �àêòîðîâ ñëå-äóåò, ÷òî äëÿ îáû÷íûõ áåòîíîâ îï-òèìàëüíîå ñîäåðæàíèå çîëû ñîñòàâëÿ-åò 180�200 êã/ì3. Äëÿ áåòîíîâ ñ ïîâû-øåííûì òðåáîâàíèÿìè ïî ìîðîçîñòîé-êîñòè, âîäîíåïðîíèöàåìîñòè è â ñâÿçèñ ýòèì ïîâûøåííûì ðàñõîäîì öåìåí-òà ìîæíî óâåëè÷èòü ðàñõîä çîëû è äî-âåñòè åãî äî 240�250 êã/ì3. Äàëüíåé-øåå óâåëè÷åíèå ñîäåðæàíèÿ çîëû ñâûøå250 êã/ì3 ïðèâîäèò ê ðîñòó âîäîïîòðåá-íîñòè çîëîöåìåíòíîãî òåñòà, èçìåíåíèþãðàíóëîìåòðè÷åñêîãî ñîñòàâà áåòîííîéñìåñè, ñíèæåíèþ ïðî÷íîñòè â ðàííèåñðîêè òâåðäåíèÿ. Îïòèìàëüíîå êîëè÷å-ñòâî ââîäèìîé çîëû ìîæíî îïðåäåëèòüýêñïåðèìåíòàëüíî-ðàñ÷åòíûì ñïîñîáîì,âçÿâ çà îñíîâó êîý��èöèåíò ý��åêòèâ-íîñòè èñïîëüçîâàíèÿ öåìåíòà. Çà áàçî-âûé ïðèíèìàåòñÿ îáû÷íûé ñîñòàâ áåòîíà çàäàííîé ìàðêè. Ïðè çàìåíå ÷àñòè öå-ìåíòà çîëîé êîëè÷åñòâî ââîäèìîé çîëû ðàññ÷èòûâàòü, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå äàí-íûå ñîîòíîøåíèÿ ðàñõîäà çîëû íà îäíó âåñîâóþ ÷àñòü öåìåíòà èëè ñîîòíîøåíèåçîëû ê ñóììå ñìåñè öåìåíò ïëþñ çîëà. Óñëîâèÿ ïðèãîòîâëåíèÿ è ðåæèì òâåðäå-íèÿ êîíòðîëüíûõ è èññëåäóåìûõ îáðàçöîâ èäåíòè÷íû. Ïîñëå èñïûòàíèé îáðàçöîââû÷èñëÿåòñÿ êîý��èöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ öåìåíòà è ñòðîèòñÿ çàâèñèìîñòü êîý�-�èöèåíòà èñïîëüçîâàíèÿ öåìåíòà äëÿ áåòîíîâ îäèíàêîâîé ïîäâèæíîñòè îò ñîäåð-æàíèÿ çîëû. Çà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ òàêîå ñîäåðæàíèå çîëû, êîòî-ðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà èñïîëüçîâàíèÿ öåìåíòà.Êîððåêòèðîâêà ñîñòàâîâ ïðîèçâîäèòñÿ íà ïðîáíûõ çàìåñàõ. Áåòîíû ñ äîáàâêîéçîëû íàáèðàþò ïðî÷íîñòü êàê â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ òâåðäåíèÿ, òàê è ïðè òåð-ìîîáðàáîòêå.Óñòàíîâëåíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü íàðàñòàíèÿ ïðî÷íîñòè áåòîíà è ý��åêòèâ-íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òîíêîìîëîòûõ äîáàâîê, ïðîÿâëÿþùèõ ñâîéñòâà ïóööîëàíîâàêòèâíîñòü, ïîâûøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû èçîòåðìè÷åñêîãî ïðîãðåâà.Íàèáîëüøèé ý��åêò îò ââåäåíèÿ äîáàâîê ïðè òåðìîîáðàáîòêå, ïî-âèäèìîìó, ñâÿ-
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44 Áóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â., Îêîðîêîâ Å.Ï., Ïàâëîâà Ë.Í.çàíî ñ ïîâûøåíèåì ñòåïåíè ãèäðàòàöèè çîëî-öåìåíòíîãî âÿæóùåãî è äîïîëíè-òåëüíîãî ñâÿçûâàíèÿ èçâåñòè ñ âîçíèêíîâåíèåì íîâîîáðàçîâàíèé. Ïðè òåðìîîáðà-áîòêå çàìåòíî èíòåíñè�èöèðóåòñÿ ãèäðàòàöèÿ ìèíåðàëüíûõ êîìïîíåíòîâ ñìåøàí-íîãî ñâÿçóþùåãî. Íèçêîîñíîâíûå ãèäðîñèëèêàòû ïîÿâëÿþòñÿ â ðàçëè÷íûå ñðîêè:ïðè ïðîïàðèâàíèè � â ïåðâûå òðè ÷àñà, â óñëîâèÿõ íîðìàëüíîãî òâåðäåíèÿ � íàñåäüìûå ñóòêè. �àçâèòàÿ óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñèñòåìû ¾çîëî-öåìåíòíîå âÿæó-ùåå¿ ñîçäàåò áëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîòåêàíèÿ �èçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåñ-ñîâ òâåðäåíèÿ è ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ áåç âîçíèêíîâåíèÿ äå�åêòîâ ñòðóêòóðû.Ïðåèìóùåñòâîì áåòîíîâ ñ çîëîé ÿâëÿåòñÿ ïîíèæåííîå òåïëîâûäåëåíèå ïðè òâåð-äåíèè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðè òåïëîîáðàáîòêå óëó÷øàåò òåìïåðàòóðíûé ðåæèìâíóòðè èçäåëèé, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ñíèæåíèþ äåñòðóêöèè áåòîíà, ÷òî èìååò ìåñòîïðè òåðìîîáðàáîòêå îáû÷íîãî áåòîíà.Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé çîëîáåòîíîâ â ïðîèçâîäñòâåí-íûõ óñëîâèÿõ ïðè âûïóñêå îïûòíûõ ïàðòèé èçäåëèé. Â èçäåëèÿõ èç çîëîáåòîíàóìåíüøàåòñÿ ÷èñëî äå�åêòîâ íà ïîâåðõíîñòè, óëó÷øàåòñÿ âíåøíèé âèä è êà÷åñòâîèçäåëèé Ïðîäóêöèÿ èç çîëîáåòîíà èìååò áîëåå òåìíûé ñ ãîëóáîâàòûì îòòåíêîìöâåò, âêëþ÷åíèÿ ñòåêëî�àçû áëåñòÿò íà ñîëíöå, ïðè ïðîñòóêèâàíèè èçäåëèÿ ¾çâå-íÿò¿.
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�ÀÑ×ÅÒ �ÀÂÍÎÂÅÑÍÎ�Î �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÑÏËÀÂÀ SiGe Â ÎÑÒ�ÎÂÊÀÕ ÑÒ�ÀÍÑÊÎ�Î�Ê�ÀÑÒÀÍÎÂÀÁû÷êîâ À.À., Êàðïèíñêèé Ä.Í.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíî ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè Ge â ïèðàìèäàëüíûõ íàíîìåòðîâûõ îñò-ðîâêàõ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïëåíêè ñîñòîÿùåé èç ñïëàâà SiGe.Ïîñòðîåíû òðåõìåðíûå ìîäåëè îñòðîâêîâ. �àñ÷åò óïðóãèõ äå�îðìàöèé áûë âûïîëíåíñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ Ge èñïîëü-çîâàíû àïïðîêñèìèðóþùèå �îðìóëû è èòåðàöèîííûé àëãîðèòì. �àñ÷åò ïîêàçàë, ÷òîàòîìû Ge êîíöåíòðèðóþòñÿ â âåðøèíàõ ïèðàìèäàëüíûõ îñòðîâêîâ. Ïåðåðàñïðåäåëåíèå
Ge îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâåííóþ ðåëàêñàöèþ óïðóãîé ýíåðãèè â ñïëàâå SiGe.Èçâåñòíî [1℄, ÷òî íà ãðàíèöå ðàçäåëà íàïûëåííîé ïîëóïðîâîäíèêîâîé GeηSi1−ηïëåíêè íà Si ïîäëîæêå âîçíèêàåò äå�îðìàöèÿ íåñîâìåñòíîñòè ε0 = (af − as)/as,çà ñ÷åò ðàçëè÷èÿ ïîñòîÿííûõ ðåøåòêè è ïîäëîæêè: äëÿ Si ïîñòîÿííàÿ ðåøåò-êè as = 0, 5431íì, à äëÿ ïëåíêè GeηSi1−η ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè af = 0, 5431 +
0, 01992η + 0, 002733η2, 0 6 η 6 1. Ñîãëàñíî [2℄, ðåëàêñàöèÿ íàïðÿæåíèÿ â ïëåíêåïðè ìàëîé äå�îðìàöèè íåñîâìåñòíîñòè ε0 < 1, 5% (η < 0, 4) ïðîèñõîäèò ñëåäóþ-ùèìè îñíîâíûìè ñïîñîáàìè: 1) ñ ïîìîùüþ îáðàçîâàíèÿ âîëíèñòîé ïîâåðõíîñòè(âûïóêëîñòè, ðàçäåëåííûå óçêèìè êàíàâêàìè) íà ïåðâîíà÷àëüíî ïëîñêîé ïëåí-êå â ïðîöåññå åå îòæèãà (íåóñòîé÷èâîñòü Àçàðî�Òèëëåðà��ðèí�åëüäà); 2) ïóòåìçàðîæäåíèÿ äèñëîêàöèé íåñîâìåñòíîñòè (ÄÍ) íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïëåíêè è ïîä-ëîæêè. Â ïåðâîì ñëó÷àå íåóñòîé÷èâîñòü ïåðâîíà÷àëüíî ïëîñêîé ïëåíêè ñâÿçàíà ñòåì, ÷òî âîëíèñòàÿ ïîâåðõíîñòü íàïðÿæåííîé ïëåíêè èìååò ìåíüøóþ ñóììàðíóþýíåðãèþ (ýíåðãèÿ äå�îðìèðîâàíèÿ + ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ) âñëåäñòâèå óïðóãîéðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèÿ â âåðøèíàõ âûñòóïîâ. Ñ óâåëè÷åíèåì òîëùèíû ïëåíêèïîñëåäîâàòåëüíî âîçíèêàþò ïåðâûé, à çàòåì âòîðîé ìåõàíèçìû ðåëàêñàöèè. Ìå-õàíèçìîì îáðàçîâàíèÿ ïëîñêîé èëè âîëíèñòîé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè ÿâëÿåòñÿ ïî-âåðõíîñòíàÿ äè��óçèÿ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ïåðåíîñ ìàòåðèàëà âäîëü âîçìóùåí-íîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ïîñòåïåííî ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ïðè÷åìóñòàíîâëåíèå ïëîñêîé èëè âîëíèñòîé ðàâíîâåñíîé ïîâåðõíîñòè çàâèñèò îò òèïàâîçìóùåíèÿ, âåëè÷èíû äå�îðìàöèè íåñîâìåñòíîñòè, òîëùèíû ïëåíêè è ñâîéñòâåå ìàòåðèàëà.Òðåòüèì ìåõàíèçìîì ðåëàêñàöèè óïðóãîé ýíåðãèè çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ óïðóãîéýíåðãèè GeηSi1−η ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïëåíêè ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîå ïåðåðàñïðå-äåëåíèå àòîìîâ Ge è Si âáëèçè âîëíèñòîé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè, êîòîðûå ðàâíîìåð-íî ðàñïðåäåëåíû â ñëó÷àå åå ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè [2, 3℄. Àòîìû Ge ¾ïðåäïî÷èòà-þò¿ âûñòóïû ïëåíêè, à Si− âïàäèíû ìåæäó íèìè [4℄. �àñ÷åòû â ðàìêàõ ïëîñêîéçàäà÷è [4℄ äàþò 9% ñíèæåíèå ñðåäíåé ïëîòíîñòè óïðóãîé ýíåðãèè çà ñ÷åò ìåõà-íîäè��óçèè â ïëåíêå. Îäíàêî ðàñ÷åò [4℄ íå ó÷èòûâàë ðÿä �àêòîðîâ, âëèÿþùèõíà ïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíîñòè ñîñòàâà ïëåíêè ñ âîëíèñòîé ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòüþ: çàâèñèìîñòè óïðóãèõ ìîäóëåé ïëåíêè îò ñîñòàâà è ñîáñòâåííóþ äå-�îðìàöèþ çà ñ÷åò ðàçíîðàçìåðíîñòè àòîìîâ Si è Ge. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî



46 Áû÷êîâ À.À., Êàðïèíñêèé Ä.Í.ó÷èòûâàëîñü â ðàñ÷åòå [5℄. ×åòâåðòûé ìåõàíèçì ðåëàêñàöèè ñâÿçàí ñ óìåíüøåíè-åì ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ïëåíêè GeηSi1−η ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû ïëåíêè [6℄.Ýòîò ìåõàíèçì ðåëàêñàöèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñóùåñòâåíåí ïðè òîëùèíàõ ïëåíîêìåíåå 3 íì.Ïÿòûé ìåõàíèçì ðåëàêñàöèè äå�îðìèðîâàííîé ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïëåíêè íàïîäëîæêå: îáðàçîâàíèå êîãåðåíòíûõ (áåçäèñëîêàöèîííûõ) îñòðîâêîâ íà ïîâåðõ-íîñòè ïëåíêè. Îáðàçîâàíèå îñòðîâêîâ íàíîìåòðîâûõ ðàçìåðîâ (êâàíòîâûõ òî÷åê)ÿâëÿåòñÿ êðàéíèì ïðîÿâëåíèåì ìîð�îëîãè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè íàïðÿæåííûõïëåíîê è îáû÷íî íàáëþäàåòñÿ â ñèñòåìàõ ñ áîëüøîé íåñîâìåñòíîñòüþ. Îáû÷íîïîÿâëåíèþ îñòðîâêîâ ïðåäøåñòâóåò, óïîìÿíóòîå âûøå, îáðàçîâàíèå âîëíèñòîé ïî-âåðõíîñòè íà ïåðâîíà÷àëüíî ïëîñêîé ïëåíêå â ïðîöåññå åå îòæèãà [7℄. Â äàííîéðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïðîäîëæàþùèå èññëåäîâàíèå [3℄ äëÿ ïî-ëóïðîâîäíèêîâîé ïëåíêè 
 ó÷åòîì óïîìÿíóòûõ äîïîëíåíèé.Â ñëó÷àå ðåæèìà ðîñòà ïëåíêè Ñòðàíñêîãî-Êðàñòàíîâà íà òàê íàçûâàåìîì ñìà-÷èâàþùåì ñëîå îáðàçóþòñÿ íàíîðàçìåðíûå èçîëèðîâàííûå îñòðîâêè, �îðìà êîòî-ðûõ çàâèñèò îò ñòàäèè è ðåæèìà ðîñòà ïëåíêè. Â ÷àñòíîñòè, ðàçëè÷àþò îñòðîâêèïèðàìèäàëüíîé �îðìû è îñòðîâêè â �îðìå óñå÷åííîé ïèðàìèäû. �åëàêñàöèÿ íà-êîïëåííîé â ïðîöåññå ðîñòà ïëåíêè óïðóãîé ýíåðãèè ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ðîñòàîñòðîâêîâ.Ìîäåëè îñòðîâêîâ íà ñìà÷èâàþùåì ñëîå èìåþò âèä ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1. Ïè-ðàìèäàëüíûå îñòðîâêè èìåþò �îðìó ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû, îò-íîøåíèå âûñîòû ïèðàìèäû ê äëèíå ñòîðîíû îñíîâàíèÿ ðàâíî 0,1. Îñòðîâêè ïðåä-ñòàâëÿþò ñîáîé ïðàâèëüíóþ ÷åòûðåõóãîëüíóþ óñå÷åííóþ ïèðàìèäó, îòíîøåíèåâûñîòû ïîëíîé ïèðàìèäû ê äëèíå ñòîðîíû îñíîâàíèÿ ðàâíî 0,25, óñå÷åííîé � 0,2.Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ èññëåäóåìîé ìîäåëè â îáùåì ñëó÷àå èìååò âèä
σij,j = 0, Ω
ui = 0, ΓD
σijnj = 0, ΓNãäå Ω � îáëàñòü çàíÿòàÿ òåëîì, ΓD ∪ ΓN � ãðàíèöà òåëà, ΓD � ãðàíèöàïëåíêà-ïîäëîæêà, ΓN � ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà ïëåíêè. Àíàëîãè÷íî [5℄ áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü äå�îðìàöèþ íåñîâìåñòíîñòè ïëåíêè êàê ñîáñòâåííóþ äå�îðìàöèþ

ε∗ij = εmc(x, y, z)δij, εm = 0, 04. Òîãäà îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòüñëåäóþùèì îáðàçîì σij = Cijkl(εkl − ε∗kl).Àíàëîãè÷íî [2℄ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ïëîñêîé ïëåíêè îïðåäåëÿåòñÿñìåíîé çíàêà ó ïðèðàùåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè δF ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè ïëåíêèïðè íàëîæåíèè âîçìóùåíèÿ íà ïëîñêóþ �îðìó
δF =

∫

ΓN

γdS +

∫

Ω

wdV − γ0 S0 −W0, (1)ãäå óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ γ îïðåäåëåíà �îðìóëîé γ = cγGe + (1− c)γSi,
γGe è γSi � óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ Ge è Si, ñîîòâåòñòâåííî,
c = c(x, y, z) � äîëÿ Ge â ñïëàâå, γ0 � óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ íåâîç-ìóùåííîé ïëåíêè, S0 � ïëîùàäü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íåâîçìóùåííîé ïëåíêè,
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�èñ. 1. Âèä ìîäåëüíûõ îáðàçöîâ îñòðîâêîâ íà ñìà÷èâàþùåì ñëîå: ïèðàìèäàëüíîé �îð-ìû (a), âèä îáðàçöà âäîëü îñè Ox (b); â �îðìå óñå÷åííîé ïèðàìèäû (
), âèä îáðàçöàâäîëü îñè Ox (d).
W0 � óïðóãàÿ ýíåðãèÿ íåâîçìóùåííîé ïëåíêè, ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè íà ïî-âåðõíîñòè ïëåíêè w èìååò âèä

w =
1

2
εijσij .Ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìîå â (1) îïðåäåëÿþò ïðèðàùåíèå ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè,âòîðîå è ÷åòâåðòîå � ïðèðàùåíèå óïðóãîé ýíåðãèè â ïëåíêå.�àñ÷åò óïðóãèõ íàïðÿæåíèé âî âòîðîì ñëàãàåìîì (1) âûïîëíåí ìåòîäîì êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ïàêåò FlexPDE5). Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ïîäëîæêà ïðåäïîëàãàëàñüíåäå�îðìèðóåìîé. Óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ çàäàííîé îáëàñòè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñàìïëèòóäàìè âîçìóùåíèé è íå ó÷èòûâàëèñü äëÿ îïðåäåëåíèÿ �îðìû ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè ïëåíêè.Câÿçü ìåæäó íåîäíîðîäíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆c àòîìîâ Ge è äå�îðìàöèåé εîïðåäåëÿëàñü ñîãëàñíî [5℄:

∆c =
1

3εm

(
Tr ε− Tr ε

)
+ (c̄− c). (2)Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü ïîñòîÿíñòâî êîëè÷åñòâà àòîìîâ Ge:

1

V

∫

Ω

∆c(x, y, z)dV = 0 ,

c̄ = η � ñðåäíÿÿ äîëÿ àòîìîâ Ge, à Tr ε = 1
V

∫
Ω
Tr ε dV − ñðåäíÿÿ äå�îðìàöèÿäèëàòàöèè.



48 Áû÷êîâ À.À., Êàðïèíñêèé Ä.Í.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ c = c(x, y, z) èñïîëüçîâàëàñü ïðîöåäóðà, ñîñòîÿùàÿ èç íàáîðàïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèé. Íà ïåðâîì øàãå çàäàâàëîñü íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
c = c0 è âû÷èñëÿëàñü âåëè÷èíà óïðóãîé ýíåðãèè â ïëåíêå W = W0. Äàëåå, èç (2)âû÷èñëÿëîñü c1 = c0 + ∆c è íîâîå çíà÷åíèå W = W1 è ò. ä. Â èòîãå áûëî ïîëó÷åíîçíà÷åíèå c = cmin ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîé óïðóãîé ýíåðãèè â ïëåíêå.Èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ ðàñ÷åòíàÿ �îðìóëà äëÿ c = c(x, y, z)

ci+1,j = ci,j + Γ

[
1

3ε0

(
Tr εi − Tr εi

)
− (c̄− ci,j)

]
,ãäå ci,0 = ci, Γ � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð (Γ 6 10−2), ci,j ñõîäèòñÿ ïðè

j → ∞ ê íåêîòîðîìó ci,∞ = ci+1, ò. å.
1

3ε0

(
Tr εi − Tr εi

)
+ (c̄− ci,∞) = 0.Ïðè ðàñ÷åòå ðàñïðåäåëåíèÿ c = c(x, y, z), ó÷èòûâàëîñü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

0 6 c(x, y, z) 6 1.Ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíîé è óïðóãîé ýíåðãèè, à òàêæå ïðè-ðàùåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè îñòðîâêîâ, äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà L/a,îïðåäåëÿþùåãî ðàçìåð îñòðîâêà (L � äëèíà îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû, a � äëèíà âñå-ãî îáðàçöà) è äîëè Ge â ñïëàâå. Âûïîëíåíû ðàñ÷åòû áåç ó÷åòà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿêîìïîíåíò ïëåíêè è ðàñ÷åòû ñ ó÷åòîì ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò. Îáíàðóæå-íî, ÷òî ó÷åò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ïëåíêè ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ïî-âåðõíîñòíîé ýíåðãèè îáðàçöà, â òî âðåìÿ êàê óïðóãàÿ ýíåðãèÿ îáðàçöà ïðèíèìàåòìåíüøèå çíà÷åíèÿ.�àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî äîëÿ Ge â âåðøèíàõ ïèðàìèäàëüíîãî îñòðîâêà çíà÷è-òåëüíî ïðåâûøàåò åå ñðåäíåå çíà÷åíèÿ, â òîæå âðåìÿ îíà óìåíüøàåòñÿ íà ãðàíèöåîñòðîâîê-ïîäëîæêà è ïëåíêà-ïîäëîæêà. Ó÷åò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ïëåí-êè âíîñèò ñóùåñòâåííóþ ïîïðàâêó â çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà îñòðîâêà. Ýòàïîïðàâêà òåì áîëüøå, ÷åì ìåíüøå äîëÿ Ge â ïëåíêå. Îáíàðóæåíà çàâèñèìîñòü èç-ìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè îò âûñîòû îñòðîâêîâ. Äëÿ áîëåå âûñîêèõ îñòðîâêîâ, íàïîçäíèõ ñòàäèÿõ ðîñòà, çíà÷åíèå ∆c óâåëè÷èâàåòñÿ. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðå-çóëüòàòîâ ñ ðàñ÷åòîì, íå ó÷èòûâàþùèì ìåõàíèçì ìåõàíîäè��óçèè, ïîêàçûâàåòñóùåñòâåííóþ ðåëàêñàöèþ óïðóãîé ýíåðãèè â ïëåíêå, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòà-òîì [4℄, ïîëó÷åííûì äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è.�åçóëüòàòû âûïîëíåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè: 1) ïåðåðàñïðåäåëåíèå àòîìîâ Geè Si â ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïëåíêå ñâÿçàíî ñ îáîãàùåíèåì àòîìàìè Ge âåðøèí îñò-ðîâêîâ è îáåäíåíèåì âïàäèí ìåæäó íèì; 2) èç-çà ðàçëè÷èÿ óïðóãèõ ìîäóëåé Ge è
Si ïðîèñõîäèò äîïîëíèòåëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ óïðóãîé ýíåðãèè â ïëåíêå; 3) ó÷åò âëè-ÿíèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ïëåíêè ïðèâîäèò ê îñëàáëåíèþ óñëîâèé ïîÿâ-ëåíèÿ îñòðîâêîâ íà ïîâåðõíîñòè (ïåðåõîä ïðîèñõîäèò ïðè ìåíüøèõ ðàçìåðàõ îñò-ðîâêîâ), ýòîò ý��åêò îñîáåííî çàìåòåí ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ Ge; 4) óñëîâèÿâîçíèêíîâåíèÿ êâàíòîâûõ òî÷åê â âèäå ïèðàìèäàëüíûõ îñòðîâêîâ â çíà÷èòåëü-íîé ñòåïåíè îïðåäåëÿþòñÿ ïîÿâëåíèåì íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòñïëàâà SiGe.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÏÎÄÕÎÄÅ Ê ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÞ ÑÂÎÉÑÒÂÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎ�Î ÏÎ ÒÎËÙÈÍÅ ÝËÅÊÒ�ÎÓÏ�Ó�Î�Î ÑËÎßÂàòóëüÿí À.Î.∗, ∗∗, Áîãà÷åâ È.Â.∗, ßâðóÿí Î.Â.∗, ∗∗
∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó
∗∗Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, ÂëàäèêàâêàçÏðåäëîæåí ñïîñîá ðåøåíèÿ îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè îâîññòàíîâëåíèè ñâîéñòâ íåîäíîðîäíîãî ýëåêòðîóïðóãîãî ñëîÿ èç àíàëèçà ïëîñêîé çàäà÷èîá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ, âîçáóæäàåìûõ ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ íà ýëåêòðîäàõ.Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîñòðîåíû äâå áîëåå ïðîñòûå ðàçâÿçàííûå êðàåâûåçàäà÷è îòíîñèòåëüíî óñðåäíåííûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñìåùåíèé è ïîòåíöèàëà. Ïåðâàÿ çàäà÷àñîäåðæèò òîëüêî îäèí óïðóãèé ìîäóëü � ñäâèãîâûé è àíàëîãè÷íà çàäà÷å î ïðîäîëüíûõêîëåáàíèÿõ íåîäíîðîäíîãî ïî äëèíå ñòåðæíÿ, êîòîðàÿ áûëà ðàíåå ïîäðîáíî èññëåäîâà-íà. Âòîðàÿ çàäà÷à ñîäåðæèò �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå êàê ìåõàíè÷åñêèå, òàê è ïüåçî-ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëîÿ. Íåèçâåñòíûå �óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùèìåòîäà ëèíåàðèçàöèè ñ ïðèâëå÷åíèåì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, íà êàæäîì ýòàïå êîòîðîãîðåøàþòñÿ èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ. Ïðåäñòàâëåíûðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.Ââåäåíèå.Èíòåðåñ ê çàäà÷àì èäåíòè�èêàöèè ñâîéñòâ ýëåêòðîóïðóãèõ òåë ïðîäèêòîâàíàêòèâíûì èñïîëüçîâàíèåì ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé âî ìíîãèõ îá-ëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè. Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ïðÿìûå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõýëåêòðîóïðóãèõ îäíîðîäíûõ òåë èçó÷åíû äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî VYB-bib1. Îäíà-êî çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ýëåêòðîóïðóãèõ íåîäíîðîäíûõ òåë, êîãäà ñâîéñòâà ñðåäûÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè êîîðäèíàò, èçó÷åíû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ïîñêîëüêó òðåáó-åò çíàíèÿ çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê. Íàèáîëåå èçìåíÿåìîéõàðàêòåðèñòèêîé, íàïðèìåð, ïðè ðàñïîëÿðèçàöèè îáðàçöà, ÿâëÿþòñÿ ïüåçîìîäóëè.Ñïîñîá íàõîæäåíèÿ òàêîâûõ äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñòåðæíåé ïðè ïðîäîëüíîéïîëÿðèçàöèè îïèñàí, íàïðèìåð, â [1℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîéçàäà÷è äëÿ ýëåêòðîóïðóãîé íåîäíîðîäíîé ïî òîëùèíå ïîëîñû, êîëåáàíèÿ â êîòî-ðîé âîçáóæäàþòñÿ ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ íà ýëåêòðîäàõ, íàíåñåííûõ íà âåðõíåéè íèæíåé ãðàíèöàõ ïîëîñû.Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì îñíîâàí íà ïðåäâàðèòåëüíîì ñâåäåíèè ê áîëåå ïðî-ñòîé êðàåâîé çàäà÷å îòíîñèòåëüíî óñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê � ìåõàíè÷åñêèõñìåùåíèé è ïîòåíöèàëà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì ïëîñêóþ çàäà÷ó îá óñòàíîâèâøèõñÿ êî-ëåáàíèÿõ ñ ÷àñòîòîé ω ýëåêòðîóïðóãîé íåîäíîðîäíîé ïî òîëùèíå ïîëîñû, çàíèìà-þùåé îáëàñòü S = {x1 ∈ (−∞, ∞), x3 ∈ [0, h]}. Íèæíÿÿ ãðàíü æåñòêî çàùåìëåíà,íà ÷àñòè âåðõíåé ãðàíèöû ïðèëîæåíû ìåõàíè÷åñêèå íàãðóçêè, à òàêæå çàäàåò-ñÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà ýëåêòðîäàõ. Â ýòîì ñëó÷àå íåíóëåâûå ìåõàíè÷åñêèåè ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ui(x1, x3, t) = ui(x1, x3)e
−iωt, ϕ(x1, x3, t) = ϕ(x1, x3)e

−iωt, i = 1, 3,



Îá îäíîì ïîäõîäå ê âîññòàíîâëåíèþ ñâîéñòâ ýëåêòðîóïðóãîãî ñëîÿ 51÷òî ïîçâîëÿåò îòäåëèòü âðåìåííîé ìíîæèòåëü è ïåðåéòè ê êðàåâîé çàäà÷å
σij,j + ρω2ui = 0,
Di,i = 0, i, j = 1, 3,

(1)
σ11 = C11u1,1 + C13u3,3 + e31ϕ,3, σ13 = σ31 = C44(u1,3 + u3,1) + e15ϕ,1,
σ33 = C13u1,1 + C33u3,3 + e33ϕ,3,
D1 = e15(u1,3 + +u3,1) − ε11ϕ,1, D3 = e33u3,3 + e13u1,1 − ε33ϕ,3.

(2)�ðàíè÷íûå ìåõàíè÷åñêèå óñëîâèÿ
x3 = 0, ui = 0,
x3 = h, σi3n3 = pi, x1 ∈ [a, b], σi3n3 = 0, x1 /∈ [a, b]

(3)�ðàíè÷íûå ýëåêòðè÷åñêèå óñëîâèÿ
x3 = 0, ϕ = ϕ0, x1 ∈ [c, d],
x3 = h, ϕ = −ϕ0, x1 ∈ [c, d].

(4)ãäå C11, C13, C33, C44, e31, e15, e33, ε11, ε33 � óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè, ïüåçîýëåêòðè-÷åñêèå ìîäóëè è õàðàêòåðèñòèêè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè íåîäíîðîäíîãîñëîÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè �óíêöèÿìè îò êîîð-äèíàòû x3, ρ � ïëîòíîñòü ïîëîñû, â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å áóäåì ñ÷èòàòü ååïîñòîÿííîé.Çàìûêàþò ïîñòàíîâêó çàäà÷è óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ âîëí íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè�îðìóëèðîâêå êîòîðûõ èñïîëüçîâàí ïðèíöèï ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ [2℄.Îáðàòíàÿ êîý��èöèåíòíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ íåîäíîðîäíûõ õà-ðàêòåðèñòèê ïîëîñû ïî äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè-÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ, èçìåðåííûõ íà ÷àñòè âåðõíåé ãðàíèöû ïîëîñû.Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé îáðàòíîé çàäà÷è ðàññìîòðèì äâå ïîñòàíîâêè êðàå-âîé çàäà÷è (1)�(4):Çàäà÷à 1. Êîëåáàíèÿ â ïîëîñå âîçáóæäàþòñÿ ìåõàíè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì ïðèçàêîðî÷åííûõ ýëåêòðîäàõ, ò. å. â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (4) ïîëîæèì ϕ0 = 0. Â êà÷å-ñòâå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿ ïîëåé ñìåùåíèé, èçìåðåí-íûõ íà âåðõíåé ãðàíèöå ïîëîñû
u1(h, x1, ω) = t1(x1, ω), ω ∈ [ω1, ω2] (5)
u3(h, x1, ω) = t3(x1, ω), ω ∈ [ω1, ω2] (6)Çàäà÷à 2. Êîëåáàíèÿ â ïîëîñå âîçáóæäàþòñÿ ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ íà ýëåê-òðîäàõ ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ ìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà ïîëîñó, ò. å. â ãðà-íè÷íûõ óñëîâèÿõ (3) ïîëîæèì p1 = 0, p3 = 0. Íåèçâåñòíûå �óíêöèè âîññòàíàâëè-âàþòñÿ ïî äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ äëÿ çíà÷åíèé ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà.2. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ çàäà÷. Ïðèìåíèì ê êðàåâûì çàäà÷àì 1 è 2 èí-òåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x1. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðà-çîâàíèé ïîëó÷àåì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãîïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî òðàíñ�îðìàíò, êîòîðàÿ ïðè α1 = 0 ïîëó÷àåòñÿ ðàçâÿçàííîéè ðàçäåëÿåòñÿ íà òðè êðàåâûå çàäà÷è îòíîñèòåëüíî óñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê

U1( x3), U3(x3), V3(x3), Ψ(x3), Φ(x3).
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(C44U

′
1)

′ + ρω2U1 = 0,
x3 = 0, U1 = 0
x3 = h, C44U

′
1 = p̃1.

(7)Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Îïðåäåëèòü ïàðó �óíêöèé C44(x3), U1(x3, ω) èç (7) ïî èí-�îðìàöèè
U1(h, ω) = t̃1(ω), ω ∈ [ω1, ω2] (8)Çàäà÷à 1á

(C33U
′
3)

′ + (e33Ψ
′)′ + ρω2U3 = 0,

(e33U
′
3)

′ − (ε33Ψ
′)′ = 0,

x3 = 0, U3(0) = 0, Ψ(0) = 0,
x3 = h, C33U

′
3 + e33Ψ

′ = p̃3, Ψ(h) = 0.

(9)Çàäà÷à 2à
(C33V

′
3)

′ + (e33Φ
′)′ + ρω2V3 = 0,

(e33V
′
3)

′ − (ε33Φ
′)′ = 0,

x3 = 0, V3(0) = 0, Φ(0) = φ0,
x3 = h, C33V

′
3 + e33Φ

′ = 0, Φ(h) = −φ0.

(10)Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Îïðåäåëèòü �óíêöèè C33(x3), e33(x3), ǫ33(x3), U3(x3, ω),
V3(x3, ω), Ψ(x3, ω), Φ(x3, ω) èç (9), (10) ïî èí�îðìàöèè

U3(h, ω) = t̃3(ω), D3(h, ω) = D0(ω), ω ∈ [ω1, ω2] (11)ãäåD0(ω)� íåêîòîðàÿ èíòåãðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ àìïëèòó-äå ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà. Çàäà÷à (8) àíàëîãè÷íà çàäà÷å îá èäåíòè�èêàöèè ñâîéñòâíåîäíîðîäíîãî ïî äëèíå óïðóãîãî ñòåðæíÿ, êîòîðàÿ èññëåäîâàëàñü ðàíåå [3℄, èçíåå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ìîäóëü C44. Ïðè ýòîì ïðÿìûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ íà îñíîâåñâåäåíèÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà è ïîñëåäóþùåìóîáðàùåíèþ äèñêðåòíîãî âàðèàíòà.�åøåíèå çàäà÷è (11) ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû èíòå-ãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, íà îñíîâå êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïî-ñòðîåíû èòåðàöèîííûå ïðîöåññû óòî÷íåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé íà îñíîâå ìå-òîäà ëèíåàðèçàöèè.3. Ôîðìóëèðîâêà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.1. Ïóñòü èçâåñòíû n − 1 ïðèáëèæåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþ-ùèõ ñâîéñòâà ïîëîñû, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ çàäà÷ (9), (10) Un−1
3 (x3),

Ψn−1(x3) è V n−1
3 (x3), Φn−1(x3) îïðåäåëÿþòñÿ èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåä-ãîëüìà 2-îãî ðîäà

Un−1(x3) = ρω2

∫ h

0

Kn−1
1 (x3, ξ)U

n−1(ξ)dξ + F n−1
1 (x3), ξ ∈ [0, h]

Θn−1(x3) = ρω2

∫ h

0

Kn−1
2 (x3, ξ)Θ

n−1(ξ)dξ + F n−1
2 (x3)

Kn−1
i (x3, ξ) =

∫ min{ξ, x3}

0

fn−1
i (η)dη + (−1)i+1

∫ x3

0

fn−1
i+1 (η)dη · Rn−1(ξ),

(12)
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3 , Θn−1 = Ψn−1 ,

F n−1
i (x3) = p̃3

∫ x3

0

fn−1
i (η)dη + (−1)i+1p̃3

∫ x3

0

fn−1
i+1 (η)dη · Rn−1(h), i = 1, 2, äëÿçàäà÷è (11): Un−1 = V n−1

3 , Θn−1 = Φn−1 ,
F n−1

1 (x3) = 2φ0R
n−1(x3), F n−1

2 (x3) = φ0

(
1 − 2

∫ x3

0

fn−1
3 (η)dη/

∫ h

0

fn−1
3 (η)dη

) .2. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå îïðåäåëèì ïîïðàâêè ê �óíêöèÿì δC33(x3), δe33(x3),
δε33(x3) [4℄, êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéÔðåäãîëüìà 1-îãî ðîäà

∫ h

0

[δC33(x3) (U ′n−1
3 )2(x3, ω) + 2δe33(x3)Ψ

′n−1
3 (x3, ω)U ′n−1

3 (x3, ω)−

δε33(x3)(Ψ
′n−1
3 )2(x3, ω)] dx3 = p̃3 [U ′ n−1

3 (h, ω) − t̃3(ω)]

(13)
∫ h

0

[δC33(x3) (V ′n−1
3 )2(x3, ω) + 2δe33(x3)Φ

′ n−1
3 (x3, ω)V ′n−1

3 (x3, ω)−

δε33(x3)(Φ
′n−1
3 )2(x3, ω)] dx3 = −2 φ0 [D0(ω) −Dn−1

3 (ω)]ãäå äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ω ∈ [ω1, ω2] âûáèðàåòñÿ ìåæäó ðåçîíàíñíûìè ÷àñòîòàìè.Èç ñèñòåìû (13) ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëåííî íåèçâåñòíûå ïîïðàâêè ëèøüê äâóì íåèçâåñòíûì �óíêöèÿì.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ïî ïðà-âèëó Cn
33(x3) = Cn−1

33 (x3) + δCn−1
33 (x3) (àíàëîãè÷íî äëÿ e33(x3) èëè ε33(x3)). Â êà÷å-ñòâå óñëîâèÿ âûõîäà èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ âûõîäà ïîíåâÿçêå èëè ïî ïðåäåëüíîìó ÷èñëó èòåðàöèé, êîòîðîå äîëæíî áûòü ñîãëàñîâàíîñ ïîãðåøíîñòüþ âõîäíîé èí�îðìàöèè.Óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà (12) ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè ìå-òîäà êîëëîêàöèé [5℄, ïðè ýòîì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûìñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë è íà îñíîâå óäîâëåòâî-ðåíèÿ óðàâíåíèÿ â íåêîòîðîì íàáîðå òî÷åê {xm}Nm=1. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿòèïà (13) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 1-îãî ðîäàñ ñóììèðóåìûì ÿäðîì (ïðè ëþáûõ çàêîíàõ èçìåíåíèÿ íåîäíîðîäíîñòè), èõ ðå-øåíèå ïðåäñòàâëÿþò íåêîððåêòíóþ çàäà÷ó è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãîðåøåíèÿ èñïîëüçîâàí ìåòîä Òèõîíîâà À.Í. [6℄.Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóÿ ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó, ìîæíî âîññòàíîâèòü òðè�óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîóïðóãîãî ñëîÿ, äâå èç êîòî-ðûõ îïðåäåëÿþò óïðóãèå ñâîéñòâà, òðåòüÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîéõàðàêòåðèñòèêîé ñëîÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ãðàíò �10-01-00194-à), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðûèííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò Ï596) .



54 Âàòóëüÿí À.Î., Áîãà÷åâ È.Â., ßâðóÿí Î.Â.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âàòóëüÿí À.Î., Ñîëîâüåâ À.Í. Ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíûõè íåîäíîðîäíûõ óïðóãèõ è ýëåêòðîóïðóãèõ òåë // �îñòîâ-íà-Äîíó, Èçä-âîÞÔÓ, 2008, 176 ñ.[2℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.Â. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðó-ãîñòè äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà, 1979. 320 ñ.[3℄ Áî÷àðîâà Î.Â., Âàòóëüÿí À.Î. Î ðåêîíñòðóêöèè ïëîòíîñòè è ìîäóëÿ Þíãàäëÿ íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ // Àêóñòè÷åñêèé æóðíàë 2009. Ò. 55. 3. Ñ. 281�288.[4℄ Âàòóëüÿí À. Î. Ê òåîðèè îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷ â ëèíåéíîé ìå-õàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òåëà // ÏÌÌ 2010 �6. Ñ. 911�918.[5℄ Áåëîöåðêîâñêèé Ñ.Ì., Ëè�àíîâ È.Ê. ×èñëåííûå ìåòîäû â ñèíãóëÿðíûõ èí-òåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ è èõ ïðèìåíåíèå â àýðîäèíàìèêå, òåîðèè óïðóãîñòè,ýëåêòðîäèíàìèêå. Ì.: Íàóêà, 1985. 253 ñ.[6℄ Òèõîíîâ À. Í. �îí÷àðñêèé À. Â., Ñòåïàíîâ Â. Â., ßãîëà À. �. ×èñëåííûåìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ì.: Íàóêà, 1990. 230 ñ.Vatulyan A.O., Boga
hev I.V., Yavruyan O.V. Identifying the properties ofan inhomogeneously thi
k ele
troelasti
 layer . A method for solving inverse problems ofre
onstru
tion ele
troelasti
ity properties of inhomogeneous ele
troelasti
 layer using theanalysis of the plane problem of steady-state vibration ex
ited by the potential di�eren
ea
ross the ele
trodes is o�ered. Using the Fourier transform two more simple boundaryvalue problems disjointed 
on
erning averaged me
hani
al displa
ement and potential were
onstru
ted. The �rst problem has only one elasti
 modulus - shear and it is similar to theproblem of longitudinal vibrations of the rod inhomogeneous along the length, whi
h earlierhas been resear
hed. The se
ond problem 
ontains features that 
hara
terize both me
hani
aland piezoele
tri
 
hara
teristi
s of the layer. Using the linearization method involving aniterative pro
ess at ea
h stage whi
h deals with Fredholm integral equations of the �rstand se
ond kind the unknown fun
tions were determined. The results of 
omputationalexperiments are presented.



ÎÁ ÎÁ�ÀÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÝËÅÊÒ�ÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈÂàòóëüÿí À.Î., Äóäàðåâ Â.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, ÂëàäèêàâêàçÂ îáùåì âèäå ïîñòàâëåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè íåîäíîðîäíûõ õàðàêòåðè-ñòèê ýëåêòðîóïðóãîãî òåëà ïî íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè. Ñ�îðìóëèðîâàíàñëàáàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íà-ãðóæåíèÿ. Íà îñíîâå òàêîé ïîñòàíîâêè ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîéçàäà÷è. Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðåêîíñòðóêöèè ìîäóëÿïîäàòëèâîñòè â ïüåçîýëåêòðè÷åñêîì ñòåðæíå. �åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è î ïðîäîëüíûõ êî-ëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ ñâåäåíà ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà.Ïðîâåäåí àíàëèç òî÷íîñòè ñîñòàâëåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû. �åøåíèå îáðàòíîé çà-äà÷è ðåàëèçîâàíî ïóòåì îðãàíèçàöèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ñî÷åòàþùåãî íà êàæäîìýòàïå ðåøåíèå ÈÓÔ 2-ãî ðîäà è íàõîæäåíèå ïîïðàâîê íà îñíîâå ðåøåíèÿ ÈÓÔ 1-ãî ðîäà.�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ðåàëèçîâàíî ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèèÀ.Í. Òèõîíîâà. Ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ïî âîññòàíîâëåíèþ íåîäíîðîäíîãî çàêîíà ìîäó-ëÿ ïîäàòëèâîñòè, ïðîâåäåíà îöåíêà ý��åêòèâíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà.Ââåäåíèå.Â îñíîâå ðàáîòû ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ óñòðîéñòâ êîíòðîëÿ íàïðÿæåííîãî ñî-ñòîÿíèÿ ëåæèò ÿâëåíèå ïüåçîý��åêòà. Ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ïüåçîìàòå-ðèàëîâ ïîçâîëÿþò â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè äîñòàòî÷íî òî÷íî âûÿâëÿòü äàæåíåáîëüøèå èçìåíåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì îáúåêòå [1℄. Ïðèáîðû, èñïîëüçóþùèåïîäîáíûå ìàòåðèàëû, èìåþò ìàëûå ðàçìåðû, îáëàäàþò ïðîñòîòîé óñòàíîâêè èìîáèëüíîñòüþ. Áàçîâûå ýëåìåíòû, èçãîòîâëåííûå èç ïüåçîìàòåðèàëîâ, ÷àùå âñåãîïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòåéøèå ýëåìåíòû òèïà ïëàñòèí, äèñêîâ èëè ñòåðæíåé. Âñèëó ñëîæíîñòè òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ïî ïðîèçâîäñòâó ïüåçîêåðàìèê ïðàê-òè÷åñêè âñåãäà ïðèñóòñòâóþò îòêëîíåíèÿ îò óñòàíîâëåííûõ íîðì, â ÷àñòíîñòè,íåîäíîðîäíîñòü ïîëÿðèçàöèè è óïðóãèõ ñâîéñòâ. Îïðåäåëåíèå ðåàëüíûõ õàðàêòå-ðèñòèê íåîäíîðîäíîãî îáúåêòà äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü âîçìîæíîñòü åãî èñïîëü-çîâàíèÿ â êîíêðåòíîì ïðèáîðå, à òàêæå äèàïàçîí åãî �óíêöèîíàëüíîãî ïðèìåíå-íèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû îáùèå âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõïðîöåññîâ; ðåøåíà çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè íåîäíîðîäíîãî çàêîíà èçìåíåíèÿ ìîäóëÿïîäàòëèâîñòè äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àêóñòè÷åñêîãîçîíäèðîâàíèÿ ïî äàííûì îá åãî àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè (À×Õ).1. Ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà. �àññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ïüåçîýëåê-òðè÷åñêîãî òåëà, èìåþùåãî îáúåì V è êóñî÷íî-ãëàäêóþ ãðàíèöó S = Su ∪ Sσ,
S = S−∪S+∪SH . Îáùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ è ñìå-øàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä [2℄:

σij,j + ρω2ui = 0, σij = Cijkluk,l + ekijϕ,k, ui|Su = 0, σijnj |Sσ = pi (1)
Dj,j = 0, Di = eikluk,l + εklϕ,k, Dn|SH

= 0, ϕ|S± = ±ϕ0 (2)



56 Âàòóëüÿí À.Î., Äóäàðåâ Â.Â.ãäå σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùå-íèÿ, ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé, Cijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ,
ρ � ïëîòíîñòü, eikl � êîìïîíåíòû òåíçîðà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ, ϕ �ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, Di � êîìïîíåíòû âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóê-öèè, εkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ, ±ϕ0 � ïîäâåäåííàÿê ýëåêòðîäàì ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, nj � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà âíåø-íåé íîðìàëè ê S, pi � êîìïîíåíòû âåêòîðà àêòèâíîé íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé êòåëó. ×àñòü ïîâåðõíîñòè SH íåýëåêòðîäèðîâàíà, à ÷àñòè S+ è S− � ýëåêòðîäèðî-âàíû.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ãëàäêèå ïðîáíûå �óíêöèè ψ è vi, óäîâëåòâîðÿþùèåãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ψ|S± = ±ϕ0, vi|Su = 0. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èçïîñòàíîâêè çàäà÷è (1)�(2) ñëåäóåò ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà:

∫

V

L(ui, vi, Cijkl, ekij, ϕ, ψ, εij, ρ)dV = F (vi) (3)ãäå L(ui, vi, Cijkl, ekij, ϕ, ψ, εij, ρ) = Cijkluk,lvi,j + ekij(ϕ,kvi,j + ψ,kui,j) − εijϕ,iψ,j −
ρω2uivi � ëèíåéíàÿ �îðìà ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ (ui, vi, Cijkl, ekij, ϕ, ψ,
εij, ρ); F (vi) =

∫
Sσ

pivids+
∫
S+

Dnϕ0ds−
∫
S−

Dnϕ0ds � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë.Îáðàòíóþ çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè íåèçâåñòíûõ ïåðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïüå-çîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè �óíêöèé-êîý��èöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó, â çàâèñèìîñòè îò çàäàí-íîé äîïîëíèòåëüíîé è àïðèîðíîé èí�îðìàöèè â âèäå íåêîòîðûõ íåðàâåíñòâ. Áó-äåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà íåêîòîðîé ÷àñòè ãðàíèöû S çàäàíû çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ïîëÿñìåùåíèÿ, íàïðèìåð, ui(x, ω)|Sσ = fi(x, ω), ω ∈ [ω1, ω2]. Ïîä ðåøåíèåì îáðàòíîéçàäà÷è ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ (ui è èñêîìûå êîý��èöèåíòû, âõîäÿ-ùèå â çàïèñü �îðìû L), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó (3) äëÿ ëþáûõ ïðîá-íûõ �óíêöèé ψ è vi. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîéè íåêîððåêòíîé, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì çàòðóäíåíèÿì ïðè ïîñòðîåíèè ååðåøåíèÿ íà îñíîâå ìåòîäà òèïà Íüþòîíà, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè íàõîæ-äåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî Ôðåøå îò èñõîäíîãî îïåðàòîðà. Íàëè÷èå ñëàáîé òðàêòîâ-êè è ëèíåéíîñòü �îðìû L ïîçâîëÿåò ëåãêî ñòðîèòü èòåðàöèè. Íà îñíîâå òàêîãîïîäõîäà ñ�îðìóëèðîâàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáûõ ïîñòàíîâîê è èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà ñ ãëàäêèìè ÿäðàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü èòå-ðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.Â [3, 4℄ èññëåäîâàíû çàäà÷è, ïîñâÿùåííûå ïðîáëåìå ðåêîíñòðóêöèè ïüåçîìî-äóëåé ïðè ýëåêòðè÷åñêîì ñïîñîáå âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ðåêîíñòðóêöèè óïðóãîé õàðàêòåðèñòèêè (ìîäóëÿ ïî-äàòëèâîñòè) ïðè ñèëîâîì âîçäåéñòâèè ïî äàííûì À×Õ íàãðóæàåìîé ÷àñòè ãðàíè-öû.2. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è äëÿ ñòåðæíÿÂ êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà îïèñàííîé âûøå çàäà÷è ðàññìîòðèì ïðîäîëü-íûå êîëåáàíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ äëèíû 2l, â êîòîðîì ìîäóëü ïîäàò-ëèâîñòè s ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä [3℄:
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σ′ + ρω2u = 0, u′ = sσ − dϕ′, σ(l) = p, u(−l) = 0 (4)

D′ = 0, D = dσ − ǫϕ′, ϕ(±l) = 0 (5)ãäå σ � êîìïîíåíòà òåíçîðà íàïðÿæåíèé, u � êîìïîíåíòà ïðîäîëüíîãî ïåðåìåùå-íèÿ âäîëü îñè ñòåðæíÿ x, d � ïüåçîìîäóëü, ϕ � ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,
D � êîìïîíåíòà âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè, ǫ � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòî-ÿííàÿ. Ïðåäñòàâëåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò çàäà÷å î êîëåáàíèÿõïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ, êîíñîëüíî çàùåìëåííîãî íà ëåâîì êîíöå ñ çàêîðî-÷åííûìè ýëåêòðîäàìè. Êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé âî âðåìåíè íàãðóç-êîé ñ àìïëèòóäîé p, äåéñòâóþùåé íà ïðàâîì êîíöå, âåëè÷èíû ρ, d, ǫ � ïîñòîÿííûåè ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè.Ñ ïîìîùüþ îáðàùåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ðåøå-íèå ïðÿìîé çàäà÷è î ïîñòðîåíèè ñìåùåíèÿ u(x) ñâåäåíî ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì:

u(ξ) =

1∫

0

u(χ)R(χ, ξ)dχ+ b(ξ), (6)
R(χ, ξ) = k2(

min(χ,ξ)∫

0

(k−2
0 f(s) − 1)ds+ ξχ), b(ξ) = 2s0p

ξ∫

0

f(s)dsãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ξ ∈ [0, 1] : x = l(2ξ − 1) ∈ [−l, l], s = s0f(ξ),
k2

0 = d2

s0ǫ
, k2 = s0k

2
0ρω

24l2, f(ξ) � áåçðàçìåðíàÿ �óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ çàêîíèçìåíåíèÿ ìîäóëÿ ïîäàòëèâîñòè, k2
0 � ïàðàìåòð, îáðàòíûé êîý��èöèåíòó ýëåê-òðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè [3℄, k � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíûé÷àñòîòå êîëåáàíèé ω.�åøåíèå (6) ïîñòðîåíî ÷èñëåííî íà îñíîâå ìåòîäà êîëëîêàöèé ñ èñïîëüçîâà-íèåì êâàäðàòóðíîé �îðìóëû òðàïåöèé. Òî÷íîñòü ïîñòðîåííîé âû÷èñëèòåëüíîéñõåìû áûëà ïðîâåðåíà ïóòåì ñðàâíåíèÿ ÷èñëåííîãî è àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèéèñõîäíîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ f(ξ) = 1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÷àñòîò, íàõîäÿùèõñÿâäàëè îò îêîëîðåçîíàíñíûõ îáëàñòåé, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ñðàâíèâàåìûõðåøåíèé ñîñòàâèëà íå áîëåå 0, 05% ïðè ðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèèè îòðåçêà èíòåãðè-ðîâàíèÿ íà 40 ÷àñòåé.3. Îäíîìåðíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷àÎáðàòíàÿ çàäà÷à î ðåêîíñòðóêöèè ìîäóëÿ ïîäàòëèâîñòè ïî íåêîòîðîé äîïîë-íèòåëüíîé èí�îðìàöèè îòíîñèòñÿ ê êëàññó êîý��èöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ [4℄.Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè âûñòóïàþò äàííûå îá À×Õ w(ω) íàãðó-æàåìîãî òîðöà ñòåðæíÿ. Îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ îòûñêàíèÿðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, îñ-íîâàííîãî íà ïðîöåäóðå ëèíåàðèçàöèè [5℄.Ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà ïðåäñòàâëåííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíà íà îñ-
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l∫

−l

L(c, d1, d2, ρ, u, v, ϕ, ψ)dx = F (7)ãäå L = cu′v′ + d1(u
′ψ′ + v′ϕ′) + d2ϕ

′ψ′ − ρω2uv, d1 = cd, d2 = cd2 − ǫ, F = v(l)p,
c = 1

s
, ǫ = ε+ cd2. Çàìåòèì, ÷òî �îðìà L èìååò ñèììåòðè÷íóþ ñòðóêòóðó îòíîñè-òåëüíî ïåðåìåííûõ (u, ϕ) ↔ (v, ψ). Èñïîëüçóÿ îáû÷íóþ òåõíèêó, ïðîâåäåì îáùóþëèíåàðèçàöèþ (7), ïîëîæèâ c = c0 + εc1, u = u0 + εu1, ϕ = ϕ0 + εϕ1, d1 = d10 + εd11,

d2 = d20 + εd21, ãäå ε � �îðìàëüíûé ìàëûé ïàðàìåòð. Ïîëàãàÿ v = u0, ψ = ϕ0,îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:
l∫

−l

(c1u
′2
0 + 2d11u

′
0ϕ

′
0 + d21ϕ

′2
0)dx+ p(w(ω) − u0(l, ω)) = 0, ω ∈ [ω1, ω2] (8)Ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çàêîí èçìåíåíèÿ òîëüêî ìîäóëÿ ïîäàòëèâî-ñòè, à ïàðàìåòðû d, ρ, ǫ ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, òî óðàâíåíèå (8) ïðåîáðàçóåòñÿê âèäó:

1∫

0

f1(ξ)

(
k−2

0 k2

∫ 1

ξ

u0dξ + 2s0p

)2

dξ = 2s0p(w(κ) − u(1, κ)), κ ∈ [κ1, κ2] (9)Óðàâíåíèå (9) åñòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà îòíîñèòåëü-íî �óíêöèè ïîïðàâêè f1(ξ) çàêîíà èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ ïîäàòëèâîñòè f(ξ). Ïðè îá-ðàùåíèè ýòîãî îïåðàòîðà èñïîëüçîâàí ðåãóëÿðèçóþùèé àëãîðèòì, îïèðàþùèéñÿíà ìåòîäå À.Í. Òèõîíîâà [6℄.4. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâÎïðåäåëåíèå çàêîíà èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ ïîäàòëèâîñòè f(ξ) îñóùåñòâëåíî ÷èñ-ëåííî â õîäå ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå f0(ξ)îïðåäåëÿëîñü èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà íåâÿçêè Q =
κ2∫
κ1

(u(1, κ)−w(κ))2dκâ êëàññå ëèíåéíûõ �óíêöèé íà íåêîòîðîì êîìïàêòå, ïîñòðîåííîì èñõîäÿ èç àïðè-îðíîé èí�îðìàöèè îá îãðàíè÷åííîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè âîññòàíàâëèâàåìîé�óíêöèè f(ξ). Â õîäå ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèé íàõîäèëàñü ïîïðàâêà ê ïðåäûäóùå-ìó ïðèáëèæåíèþ, êîòîðàÿ íàõîäèëàñü èç ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9);÷àñòîòíûé äèàïàçîí âûáèðàëñÿ ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé ðåçîíàíñíûìè ÷àñòîòàìè.�åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî íàèáîëåå òî÷íî âîñ-ñòàíàâëèâàþòñÿ ìîíîòîííûå �óíêöèè, ñóùåñòâåííî íåìîíîòîííûå çàâèñèìîñòèâîññòàíàâëèâàþòñÿ õóæå; äëÿ ìîíîòîííûõ çàêîíîâ ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿíå ïðåâûøàåò 2�3 %, íåìîíîòîííûõ � 5�7 %.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-ñëåäîâàíèé (� 10-01-00194) è â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò� Ï596).
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êàæèñ �.È. Óëüòðàçâóêîâûå èí�îðìàöèîííî-èçìåðèòåëüíûå ñèñòåìû. Âèëüíþñ:Ìîñêëàñ, 1986. 216 ñ.[2℄ Ïàðòîí Â. Ç., Êóäðÿâöåâ Á.À. Ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîñòü ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ èýëåêòðîïðîâîäíûõ òåë. Ì.: Íàóêà, 1988. 472 ñ.[3℄ Âàòóëüÿí À.Î., Ñîëîâüåâ À.Í. Ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíûõ è íåîä-íîðîäíûõ óïðóãèõ è ýëåêòðîóïðóãèõ òåë. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âî ÞÔÓ, 2008. 176 ñ.[4℄ Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2007. 223 ñ.[5℄ Áàêóøèíñêèé À.Á., �îí÷àðñêèé À.Â. Èòåðàòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõçàäà÷. Ì.: Íàóêà, 1989. 128 ñ.[6℄ Òèõîíîâ À.Í., Àðñåíèí Â.ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ì.: Íàóêà,1979. 288 ñ.Vatulyan A.O., Dudarev V.V. On inverse problems of ele
troelasti
ity . In generalterms, the inverse problem of determining the inhomogeneous 
hara
teristi
s of ele
troelasti
body on some additional information is formulated. The weak formulation of the problemof vibrations of piezoele
tri
 bodies for the general 
ase of loading is presented. Based onthis formulation the method of 
onstru
ting of the inverse problem solution is provided. As a
on
rete example the problem of re
onstru
tion of the module 
omplian
e in a piezoele
tri
rod is 
onsidered. The solution of the dire
t problem of longitudinal vibrations of the rodis redu
ed to solving a Fredholm integral equation (FIE) of the 2nd kind. It is 
arried outanalysis of the a

ura
y of the 
omputational s
heme. The solution of the inverse problem isrealized through an iterative pro
ess, 
ombining at ea
h stage of FIE of the 2nd kind solutionand determining of 
orre
tions on the basis of FIE of the 1st kind solution. The solution ofthis equation is realized numeri
ally using Tikhonov's regularization method. The examplesof the re
onstru
tion of inhomogeneous law 
omplian
e module is presented, the evaluationof the algorithm e�
ien
y is given.



ÇÀÄÀ×À ÈÇ�ÈÁÀ ÏÎÏÅ�Å×ÍÎÉ ÑÈËÎÉ ÄËß ÖÈËÈÍÄ�ÀÑ �ÎÌÁÎÝÄ�È×ÅÑÊÎÉ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÈÅÉÂàòóëüÿí Ê.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà çàäà÷à Ñåí-Âåíàíà îá èçãèáå ïîïåðå÷íîé ñèëîé öèëèíäðà ñ ïðÿìîëèíåé-íîé ðîìáîýäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé. Ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â âèäå ïîëèíîìîâòðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ ñìåùåíèé â ñëó÷àå, êîãäà ìîäóëü óïðóãîñòè c14 = 0 è â âèäå ïî-ëèíîìîâ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ íàïðÿæåíèé, êîãäà c14 6= 0. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1℄, ãäå ïðåäñòàâëåííàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà ÷èñëåííî è [2℄, ãäå äëÿå¼ ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ äðóãîé ìåòîä.Â îáùåì ñëó÷àå àíèçîòðîïèè çàäà÷è îá èçãèáíûõ äå�îðìàöèÿõ è ïëîñêîé äå-�îðìàöèè íå ðàçäåëÿþòñÿ è ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Èìåííî ïîýòîìó çàäà÷ó îáèçãèáå ïîïåðå÷íîé ñèëîé ÷àñòî íàçûâàþò çàäà÷åé îáîáùåííîãî èçãèáà. Äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òàêàÿ çàäà÷à â [3℄ ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ òðåõ àíà-ëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè S �óíêöèé, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî òðóäîåìêóþçàäà÷ó. Â òî æå âðåìÿ åùå Ñåí-Âåíàíîì [4℄ äëÿ êîíñîëè, îáëàäàþùåé àíèçîòðîïè-åé ÷àñòíîãî âèäà (îðòîòðîïèåé), áûëè ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ äëÿ ïðîñòûõ îáëàñòåé(ýëëèïñ, ïðÿìîóãîëüíèê). Áûëî áû èíòåðåñíî ïîíÿòü, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî äëÿàíèçîòðîïèè ðîìáîýäðè÷åñêîãî êëàññà.�àññìîòðèì ðàâíîâåñèå óïðóãîãî öèëèíäðà, çàíèìàþùåãî îáúåì V = S× [0, L];çäåñü S � ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå öèëèíäðà; L� åãî äëèíà; ∂S � ãðàíèöà S, ÿâëÿþùà-ÿñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé. Ñâÿæåì ñ ýòèì òåëîì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò
Ox1x2x3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñü x3 = x ïàðàëëåëüíà îáðàçóþùåé öèëèíäðà, ïðî-õîäèò ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêèå öåíòðû òÿæåñòè ñå÷åíèÿ, îñè x1 è x2 íàïðàâëåíû ïîãëàâíûì îñÿì èíåðöèè ñå÷åíèÿ. Ìàòåðèàë öèëèíäðà îáëàäàåò ðîìáîýäðè÷åñêîéàíèçîòðîïèåé, ìàòðèöà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ äëÿ êîòîðîãî ïðèâåäåíà â [1℄.Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé îäíîðîäíûõ ðåøåíèé [5℄ áóäåì îòûñêèâàòüðåøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

u =
x3

6
a1 +

x2

2
a2 + xa3 + a4 (1)ãäå

a1 = (0, 1, 0)T , a2 = (0, 0,−x2)
T , a3 = (νx1x2,−

ν

2
(x2

1 − x2
2), 0)T ,

a4 = (a4,1, a4,2, a4,3), a4,i = a4,i(x1, x2), i = 1, 2, 3, ν =
c13

c11 + c12Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè (1) â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàáîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:
Aa4 = (0, 0,−(2ν(c44 + c13) − c33)x2)

T (2)
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G1a4

∣∣∣
∂S

=
[
c14

(
n1
ν

2
(x2

1 − x2
2) − n2νx1x2

)
,−c14

(
n1νx1x2 + n2

ν

2
(x2

1 − x2
2)
)
,

−c44
(
n1νx1x2 − n2

ν

2
(x2

1 − x2
2)
)]T ∣∣∣

∂S
, (3)ãäå

A =

∥∥∥∥∥∥

c11∂
2
1 + c66∂

2
2 (c12 + c66)∂1∂2 2c14∂1∂2

(c12 + c66)∂1∂2 c66∂
2
1 + c11∂

2
2 c14(∂

2
1 − ∂2

2)
2c14∂1∂2 c14(∂

2
1 − ∂2

2) c44(∂
2
1 + ∂2

2)

∥∥∥∥∥∥
,

G1 =

∥∥∥∥∥∥

n1c11∂1 + n2c66∂2 n1c12∂2 + n2c66∂1 c14(n1∂2 + n2∂1)
n1c66∂2 + n2c12∂1 n1c66∂1 + n2c11∂2 c14(n1∂1 − n2∂2)
c14(n1∂2 + n2∂1) c14(n1∂1 − n2∂2) c44(n1∂1 + n2∂2)

∥∥∥∥∥∥
.�àññìîòðèì çàäà÷ó èçãèáà öèëèíäðà ïîïåðå÷íûìè ñèëàìè äëÿ ýëëèïòè÷åñêî-ãî ñå÷åíèÿ ñ ïîëóîñÿìè d1 è d2. Ýòà çàäà÷à, êàê ïîêàçàíî â [3℄, äëÿ îáùåãî âèäàïðÿìîëèíåéíîé àíèçîòðîïèè äîïóñêàåò òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â âèäå ìíî-ãî÷ëåíîâ, îäíàêî ñàìè ýòè ðåøåíèÿ íå ïðèâîäÿòñÿ è íå àíàëèçèðóþòñÿ. Ïîïðîáóåìèññëåäîâàòü çàäà÷ó â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è îá èçãèáíîé äå�îð-ìàöèè (è ñîîòâåòñòâåííî îá îòûñêàíèè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðè èçãèáå) èòåíçîð ïëîñêèõ íàïðÿæåíèé ñâÿçàíû ÷åðåç ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áîêîâîé ïîâåðõ-íîñòè, à ñâÿçóþùèé êîý��èöèåíò � c14. Ñîîòâåòñòâåííî, â ñèëó ýòîãî ñâîéñòâàäàæå äëÿ îáùåãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçëîæåíèÿ ïî ýòîìó ïà-ðàìåòðó è ðåøàòü ïîïåðåìåííî çàäà÷ó èçãèáà è ïëîñêóþ çàäà÷ó ñ ðàçëè÷íûìè ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ òàêîãî ðàçëîæåíèÿðàññìîòðèì çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà c14 = 0. Òîãäà, î÷åâèäíî, ïëîñêàÿ çàäà÷à èìååòòîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå σ11 = σ22 = σ12 = 0, à äëÿ a4,3 èìååì ñëåäóþùóþêðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

∆a4,3 = − 1

c44
(2ν(c44 + c13) − c33)x2 = A1x2

n1∂1a4,3 + n2∂2a4,3

∣∣∣
∂S

= −c44
(
n1νx1x2 − n2

ν

2
(x2

1 − x2
2)
)T ∣∣∣

∂SÁóäåì èñêàòü åå ðåøåíèå a4,3 â âèäå ìíîãî÷ëåíà òðåòüåãî ïîðÿäêà îò äâóõ ïåðå-ìåííûõ:
a4,3 = b1x

3
1 + b2x

2
1x2 + b3x1x

2
2 + b4x

3
2 + b5x1 + b6x2Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ íåîáõîäèìûõ âûêëàäîê è âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì ðåøåíèå:

a4,3 =
x2

6(3 + h2)

[
B∗

1x
2
1 + C∗

1x
2
2 +D∗

1

]Çäåñü
B∗

1 = 3A1 − 3ν(1 − h2), C∗
1 = A1(2 + h2) + ν(1 − h2)

D∗
1 = −3d2

2(A1(2 + h2) + 4ν), h = d1/d2
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σ33 = xx2(2νc13 − c33),

σ23 = c44

((
B∗

1

3(3 + h2)
− ν

)
x2

1

2
+

(
C∗

1

3 + h2
+ ν

)
x2

2

2
+

D∗
1

6(3 + h2)

)
,

σ13 = c44x1x2

(
B∗

1

3(3 + h2)
+ ν

)Ýòè ðåøåíèÿ ìîãóò ñëóæèòü â êà÷åñòâå òåñòîâûõ äëÿ âåðè�èêàöèè ðåçóëüòàòîâ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ÊÝ ïàêåòîâ.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîãäà c14 6= 0. Â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî ïîñòóïèòü òàê-æå, êàê è âûøå, îòûñêèâàÿ âñå êîìïîíåíòû ñìåùåíèé â âèäå ïîëèíîìîâ òðåòüåãîïîðÿäêà, çàâèñÿùèõ îò äâóõ ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿþùèõ (2)�(3), îäíàêî ïðèýòîì òðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü çíà÷èòåëüíî áîëüøåå êîëè÷åñòâî êîý��èöèåíòîâ ïî-ëèíîìîâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêîé ïðîöåäóðîé, ïîýòîìó èñïîëüçóåì àíàëî-ãè÷íûé ïîäõîä äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðÿæåíèé. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå àíèçîòðîïèèîáùåãî âèäà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå óæå íå ðàçäåëÿåòñÿ íà ïëîñêîå è çàäà÷ó îáîòûñêàíèè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðè èçãèáå. Â ýòîì ñîñòîèò ñóùåñòâåííîå îò-ëè÷èå èçãèáà ïîïåðå÷íîé ñèëîé â àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå îò èçîòðîïíîãî. Èòàê, äëÿçàäà÷è îáîáùåííîãî èçãèáà õàðàêòåðíû ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè: 1) ïîìèìî òðà-äèöèîííî èññëåäóåìûõ ïðè èçãèáå íàïðÿæåíèé σ33, σ13, σ23, â ýòîì ñëó÷àå íåíóëå-âûìè îêàçûâàþòñÿ è íàïðÿæåíèÿ σ11, σ22, σ12; 2) ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ íå îñòàþòñÿïëîñêèìè; 3)èçãèá ïðîèñõîäèò ñîâìåñòíî ñ êðó÷åíèåì. Ïîýòîìó, èñõîäÿ èç âèäàãðàíè÷íûõ óñëîâèé, äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ áóäåì îòûñêèâàòüêîìïîíåíòû âñåõ íàïðÿæåíèé â âèäå ïîëèíîìîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùèõ îòäâóõ ïåðåìåííûõ x1, x2, ïðè÷åì àíàëîãè÷íûå äîáàâêè äîëæíû áûòü è äëÿ êîì-ïîíåíòû σ33. Èñïîëüçóÿ òàêîé ïîäõîä è îïóñêàÿ ãðîìîçäêèå âûêëàäêè, óñòàíîâèìñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé:
σ11 =

2A2

d2
2

(
x2

1

d2
1

+
3x2

2

d2
2

− 1

)
, σ22 =

2A2

d2
1

(
3x2

1

d2
1

+
x2

2

d2
2

− 1

)
,

σ12 = −4A2
x1x2

d2
1d

2
2

, σ13 = 2B2
x1x2

d2
2

,

σ23 = −B2

(
3x2

1

d2
1

+
x2

2

d2
2

− 1

)
+
P

2I
d2

2

(
x2

1

d2
1

+
x2

2

d2
2

− 1

)
,

σ33 = −P
I
x2x−

a13

a33
· 2A2

d2
1d

2
2

(
x2

1

(
1 + 3

d2
2

d2
1

)
+ x2

2

(
1 + 3

d2
1

d2
2

)
− 2

)
,ñîäåðæàùèõ äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå A2 è B2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïî-ñòðîåííîå ïîëå íàïðÿæåíèé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ è ãðàíè÷íûìóñëîâèÿì, à ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè äå-�îðìàöèé, êîòîðûå äàþò ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé:

16D2

d2
1d

2
2

A2 + 2a14B2
1

d2
1

− a14
P

I

(
1 − d2

2

d2
1

)
= 0,

a14

(
4

d2
1d

2
2

− 6
1

d4
1

)
A2 − a44B2

(
3

d2
1

+
1

d2
2

)
+
P

I

(
−a13 +

1

2
a44

d2
2

d2
1

)
= 0,
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D2 = a11 + a12 +

a66

4
− 1

4

a2
13

a33

(
2 + 3

(
d2

2

d2
1

+
d2

1

d2
2

))
,

a11 =
1

2

(
c33
B3

+
c44
2B4

)
, a12 =

1

2

(
c33
B3

− c44
2B4

)
,

a33 =
c11 + c12
B3

, a14 = −c14
B4
, a44 =

c44
B4
, a66 =

c66
B4
,

B3 = (c11 + c12)c33 − 2c213, B4 = c66c44 − c214Âûðàæåíèÿ äëÿ A2 è B2 íå ïðèâîäÿòñÿ èç-çà èõ ãðîìîçäêîñòè. Ïðè ýòîì îòìå-òèì, ÷òî A2 = P
I
·O(c14) è ãëàâíàÿ ÷àñòü A2 ïðîïîðöèîíàëüíà c14. Òàêèì îáðàçîìè âñå êîìïîíåíòû ïëîñêîãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé ïðîïîðöèîíàëüíû ýòîìó ïàðàìåòðó(÷åãî è ñëåäîâàëî îæèäàòü íà îñíîâå ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëó÷àÿ c14 = 0).Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Þ.À. Óñòèíîâó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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urving by traversal for
e of 
ylinder with re
tilinearrhombohedral anisotropy is observed. The analyti
al solution in the form of polynomials ofthe third order for biases in a 
ase, when a modulus c14 = 0 and in the form of polynomials ofthe se
ond order for stresses, when a modulus c14 6= 0 is builted. The present work is sequelof resear
h [1℄ where the introdu
ed problem has been solved numeri
ally and [2℄ where forits solution another method was used.



ÌÎÄÈÔÈÖÈ�ÎÂÀÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÛ ËÀ��ÀÍÆÀ ÄËß�ÅØÅÍÈß ÏÎËÓÊÎÝ�ÖÈÒÈÂÍÎÉ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÑÒ�ÅÍÈÅÌÂèõòåíêî Ý.Ì., Íàìì �.Â.Òèõîîêåàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÕàáàðîâñêÄëÿ äâóìåðíîé êîíòàêòíîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-æåíèé ñ ìîäè�èöèðîâàííûìè �óíêöèîíàëàìè Ëàãðàíæà. Â ðàáîòå ïîñòðîåíû è îáîñíî-âàíû íîâûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê ìîäè�èöèðîâàííûõ �óíêöèîíàëîâËàãðàíæà.Ê âàðèàöèîííûì è êâàçèâàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâàì ñâîäÿòñÿ ìíîãèå âàæíûåñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íåëèíåéíûå êðàåâûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè [1�4℄.�àññìîòðèì äâóìåðíóþ êîíòàêòíóþ çàäà÷ó ìåæäó óïðóãèì òåëîì Ω è àáñî-ëþòíî òâåðäîé îïîðîé. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � òðàïåöèåâèäíàÿ îáëàñòü, óêàçàííàÿ íàðèñ. 1. Çàäà÷à êîíòàêòà óïðóãîãî òåëà ñ àáñîëþòíî òâåðäîé ïîâåðõíîñòüþ ìîæåò

�èñ. 1. Êîíòàêò óïðóãîãî òåìà è òâåðäîé îïîðû.áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà â âèäå êâàçèâàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà [1, 2, 4℄
a(u, v − u) +

∫

ΓK

F|σn(u)|(|vt| − |ut|) dΓ >

>
∫

Ω

fi(vi − ui) dΩ +

∫

ΓP

Ti(vi − ui) dΓ ∀ v ∈ K, (1)
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∫
Ω

cijpmεij(u)εpm(v) dΩ; v = (v1, v2) � âåêòîð ïåðåìåùåíèé; εij(v) �òåíçîð äå�îðìàöèé; σij(v) � òåíçîð íàïðÿæåíèé; cijpm � îãðàíè÷åííûå èçìåðè-ìûå �óíêöèè â Ω, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ñèììåòðèè cijpm = cjipm = cpmij ,
i,j,p,m = 1, 2; F = (f1, f2) ∈ [L2(Ω)]2; T = (T1, T2) ∈ [L2(ΓP )]2, F � êîý��èöèåíòòðåíèÿ, F ≥ 0 íà ΓK ; n = (n1, n2) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå
Γ îáëàñòè Ω; τ = (−n2, n1), un = u ·n; σi = σijnj , i = 1, 2; σ = (σ1, σ2); σn = σijninj ;
στ = σ − σnn. Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.×åðåç W è K îáîçíà÷åíû ìíîæåñòâà

W = {v ∈ [H1(Ω)]2 : vn = 0 íà Γ0}, K = {v ∈W : vn ≤ 0 íà ΓK} .Îñíîâíîé ñëîæíîñòüþ ïðè èññëåäîâàíèè è ïîñòðîåíèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ñèëû òðåíèÿ F|σn(u)| îò èñêîìîãî ðå-øåíèÿ u. Çàäà÷à (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê çàäà÷à ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðî-âàíèÿ [5℄
u ∈ argmin

v∈K





1

2
a(v, v) −

∫

Ω

fi vi dΩ −
∫

Γp

Ti vi dΓ +

∫

Γk

F|σn(u)| |vt|




dΓ.Äëÿ ðåøåíèÿ êâàçèâàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1) â [1, 2, 4℄ ïðåäëîæåí ìåòîäïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Àëãîðèòì ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-íèé çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ øàãîâ:Step1 � íàõîäèòñÿ us êàê ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà

a(u, v−u)+

∫

ΓK

gs−1(|vτ |− |uτ |) dΓ >

∫

Ω

fi(vi−ui) dΩ+

∫

ΓP

Ti(vi−ui) dΓ ∀v ∈ K; (2)Step2 � âû÷èñëÿåòñÿ gs = F|σn(us)|, s=1,2,. . . ; g0 > 0 � çàäàíî, g0 ∈ H1/2(ΓK).Âåëè÷èíà gs−1 çàäàåò ñèëó òðåíèÿ íà øàãå s, ïîýòîìó âàðèàöèîííîå íåðàâåí-ñòâî (2) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ñ çàäàííûì òðåíèåì. Çàäà÷à (2) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷åìèíèìèçàöèè íåäè��åðåíöèðóåìîãî �óíêöèîíàëà
{
J(v) = 1

2
a(v, v) −

∫
Ω

fi vi dΩ −
∫

ΓP

Ti vi dΓ +
∫

ΓK

gs−1|vt| dΓ → min,

v ∈ K.
(3)Çàäà÷à (2) ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîýðöèòèâíîé çàäà÷åé [1, 2℄, ìèíèìèçèðóåìûé �óíêöèî-íàë J(v) íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëûì íà âñåì ïðîñòðàíñòâå. Â [6℄ ïîêàçàíî, ÷òîïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ∫

Ω

f1 dΩ +

∫

ΓP

T1 dΓ > 0çàäà÷à (3) èìååò ðåøåíèå. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü óñëîâèå ðàçðåøèìîñòèâûïîëíåííûì.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ è çàäà÷à (3),øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷èëè ìåòîäû äâîéñòâåííîñòè, çàìåíÿþùèå çàäà÷ó ìè-íèìèçàöèè èñõîäíîãî �óíêöèîíàëà çàäà÷åé ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè �óíêöèîíàëà



66 Âèõòåíêî Ý.Ì., Íàìì �.Â.Ëàãðàíæà. Îäíàêî ñõîäèìîñòü èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà ñåäëîâûõ òî÷åê ñêëàññè÷åñêèì �óíêöèîíàëîì Ëàãðàíæà äàæå â êîýðöèòèâíûõ çàäà÷àõ äîêàçûâà-åòñÿ òîëüêî ïî ïðÿìîé ïåðåìåííîé. Ïðèìåíåíèå æå ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-áëèæåíèé, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïðåäúÿâëÿåò âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòèíàõîæäåíèÿ äâîéñòâåííîé ñîñòàâëÿþùåé ñåäëîâîé òî÷êè �óíêöèîíàëà Ëàãðàíæà.Â ïîëóêîýðöèòèâíîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêèõ �óíêöèîíàëîâ Ëàãðàí-æà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ óêàçàííûõ ñëîæíîñòåé àâòî-ðàìè áûëè ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèîíàëû Ëàãðàí-æà.Íà ìíîæåñòâå W × L2(ΓK) îïðåäåëèì êëàññè÷åñêèé �óíêöèîíàë Ëàãðàíæà
L(v, λ) = J(v) +

∫

ΓK

λ vndΓè ìîäè�èöèðîâàííûé �óíêöèîíàë Ëàãðàíæà [7℄�[9℄
M(v, λ) = J(v) +

1

2r

∫

ΓK

{[
(λ+ r vn)

+
]2 − λ2

}
dΓ.Ïàðà (v∗, λ∗) ∈ W × (L2(ΓK))+ íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé �óíêöèîíàëàËàãðàíæà L(v, λ), åñëè âûïîëíÿåòñÿ äâóñòîðîííå íåðàâåíñòâî

L(v∗, λ) 6 L(v∗, λ∗) 6 L(v, λ∗) ∀(v, λ) ∈W × (L2(ΓK))+,ãäå ÷åðåç (L2(ΓK))+ îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé èç L2(ΓK).Èñïîëüçîâàíèå ìîäè�èöèêàöèè �óíêöèîíàëà Ëàãðàíæà ïîçâîëÿåò ñíÿòü îãðà-íè÷åíèå íà äâîéñòâåííóþ ïåðåìåííóþ, ò. å. äëÿ �óíêöèîíàëà M(v, λ) âåëè÷èíà λ∗îòûñêèâàåòñÿ â L2(ΓK).Èçâåñòíî, ÷òî åñëè çàäà÷à (3) èìååò ðåøåíèå u = (u1, u2) èç ïðîñòðàíñòâà
[H2(Ω)]2 è mes{x ∈ ΓK : σn(u) < 0} > 0, òîãäà ïàðà (u,−σn(u)) ÿâëÿåòñÿ åäèí-ñòâåííîé ñåäëîâîé òî÷êîé �óíêöèîíàëîâ L(v, λ) è M(v, λ). Êâàëè�èöèðîâàííîåâû÷èñëåíèå λ∗ = −σn(u) îáåñïå÷èâàåò êà÷åñòâåííîå îïðåäåëåíèå gs íà øàãå Step2ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.Äëÿ íàõîæäåíèå ñåäëîâîé òî÷êè �óíêöèîíàëà M(v, λ) ìîæåò áûòü èñïîëü-çîâàí àëãîðèòì Óäçàâû. Ôóíêöèîíàë M(v, λk) íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëûì ïîïåðåìåííîé v, ÷òî óñëîæíÿåò ïðîöåññ ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿýòîãî çàòðóäíåíèÿ ðàññìîòðèì àëãîðèòì, â êîòîðîì ïðîâîäèòñÿ èòåðàòèâíàÿ ïðîê-ñèìàëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè ïî v ìèíèìèçèðóåìîãî �óíêöèîíàëà.Àëãîðèòì ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè ñ èòåðàòèâíîé ïðîêñèìàëüíîé ðåãóëÿðèçàöè-åé âûãëÿäèò òàê.Çàäàäèì íà÷àëüíóþ òî÷êó λ0 ∈ L2(ΓK) è íà (k + 1)-îé èòåðàöèè (k=1,2,. . . ) íàõî-äèì (uk+1, λk+1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:U-Step1 � îïðåäåëÿåì uk+1 ∈W èç êðèòåðèÿ

ūk+1 = argminM(v, λk) +
1

2
‖v − vk‖2

[L2(Ω)]2 ,
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‖uk+1 − ūk+1‖[W 1

2 (Ω)]2 6 δk, δk > 0,

∞∑

k=1

δk <∞.U-Step2 � êîððåêòèðóåì äâîéñòâåííóþ ïåðåìåííóþ ïî �îðìóëå
λk+1 = (λk + ruk+1

n )+.�åãóëÿðèçèðóþùàÿ äîáàâêà 1/2
∥∥v − vk

∥∥2

[L2(Ω)]2
îáåñïå÷èâàåò ñèëüíóþ âûïóêëîñòüâñïîìîãàòåëüíîãî �óíêöèîíàëà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ý��åêòèâíûå ìåòîäûìèíèìèçàöèè.Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïîñòðîåííûõ àëãîðèòìîâ âîçíèêàåò äîïîëíèòåëü-íàÿ òðóäíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ íåäè��åðåíöèðóåìîñòüþ �óíêöèîíàëà J(v). Äëÿñãëàæèâàíèÿ íåäè��åðåíöèðóåìîñòè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíîé ìîäè�èêàöèåé�óíêöèîíàëà Ëàãðàíæà. Çàìåíèì çàäà÷ó (3) ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷åé





Ĵ(v, w) = a(v, v) −
∫

Ω

fi vi dΩ −
∫

ΓP

Ti vi dΓ +

∫

ΓK

g|v · t− w| dΓ → min,

v ∈ K,
w = 0 íà ΓK , w ∈ L2(ΓK),

(4)ãäå t = (−n2, n1) íà ΓK .Äëÿ çàäà÷è (4) êëàññè÷åñêèé è ìîäè�èöèðîâàííûé �óíêöèîíàëû Ëàãðàíæàîïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå (W × L2(ΓK)) × (L2(ΓK))2 è èìåþò âèä
L̂(v, w;λ1, λ2) = Ĵ(v, w) +

∫

ΓK

λ1 vn dΓ +

∫

ΓK

λ2w dΓ

M̂(v, w;λ1, λ2) = Ĵ(v, w) +
1

2r

∫

ΓK

((
(λ1 + rvn)

+
)2 − λ2

1

)
dΓ +

1

2r

∫

ΓK

(
λ2w +

r

2
w2
)
dΓ.Ñåäëîâàÿ òî÷êà �óíêöèîíàëà M̂(v, w;λ1, λ2) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ýëåìåíò

(v∗, w∗;λ∗1, λ
∗
2) ∈W × L2(ΓK)) × [×L2(ΓK)]2, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

M̂(v∗, w∗;λ1, λ2) 6 M̂(v∗, w∗;λ∗1, λ
∗
2) 6 M̂(v, w;λ∗1, λ

∗
2)

∀ (v, w;λ1, λ2) ∈ (W × L2(ΓK)) × (L2(ΓK))2.Óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè v∗ = u � ðåøåíèå çàäà÷è (1), w∗ = 0íà ΓK , λ∗1 = −σn(u).Äëÿ ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè �óíêöèîíàëà M̂(v, w;λ1, λ2) ìîæíî èñïîëüçîâàòüàëãîðèòì, àíàëîãè÷íûé àëãîðèòìó U-Step1, U-Step2. Íà øàãå 1 àëãîðèòìà ñíè-ìàåòñÿ îãðàíè÷åíèå âèäà ¾vn 6 0 íà ΓK¿ è, îäíîâðåìåííî, çàäà÷à ìèíèìèçàöèèíåäè��åðåíöèðóåìîãî �óíêöèîíàëà M(v, w; lk1 , l
k
2) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìèíèìèçà-öèè äè��åðåíöèðóåìîãî �óíêöèîíàëà

M̂(v;λk1, λ
k
2) =

1

2
a(v, v) −

∫

Ω

fi vi dΩ −
∫

ΓP

Ti vi dΓ+
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+

1

2r

∫

ΓK

((
(λ1 + rvn)

+
)2 − λ2

1

)
dΓ +

∫

ΓK

F (v · τ) dΓ,ãäå F (v ·τ) = infw{|v ·τ−w|+λk2w+ 1
2
w2} � âûïóêëàÿ, äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà v · τ .Äëÿ ðåàëèçàöèè øàãà U-Step2 èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïî-ãðåøíîñòü êîòîðîãî ñîãëàñîâûâàåòñÿ ñ δk.
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ÓÑËÎÂÈß ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÈ �ÀÂÍÎÂÅÑÈß ÑÔÅ�Û ÈÇÌÀÒÅ�ÈÀËÀ ÁËÅÉÒÖÀ È ÊÎÂîëîêèòèí �.È., Ìîèñååâ Ä.Â.Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàìêàõ ìîäåëè íåëèíåéíî-óïðóãîãî òåëà, óïðóãèå ñâîéñòâà êîòîðîãî çàäàíû ñî-îòíîøåíèåì Áëåéòöà è Êî, ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ñ�åðû ïîä äåéñòâèåìíàðóæíîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ìàëûõ äå�îðìàöèé óïðó-ãîãî òåëà, íàëîæåííûõ íà êîíå÷íóþ. Äîêðèòè÷åñêîå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñî-ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñ�åðû ïðåäïîëàãàëîñü öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì, ñìåæíîå ðàâíî-âåñíîå ñîñòîÿíèå � îñåñèììåòðè÷íûì. Âûâåäåíû óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿäëÿ íåëèíåéíî-óïðóãèõ òåë èç ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî. Óñëîâèÿ áè�óðêàöèè ðàâíîâå-ñèÿ ïðèâîäÿò ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ íåëèíåéíûì âõîæäåíèåì ïàðàìåòðà.Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû. Ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ âåðõíå-ãî êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ äëÿ ñ�åð ðàçëè÷íîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñ ó÷åòîì ðàçíûõìîäóëåé óïðóãîñòè. Â çàâèñèìîñòè îò òî÷íîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è ñðàâíèâàþò-ñÿ íåêîòîðûå âàðèàíòû óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòüâëèÿíèå �èçè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè íà âåëè÷èíó âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãîäàâëåíèÿ.1. Íà÷àëüíàÿ äå�îðìàöèÿ ïîëîé ñ�åðû. Çàêîí ñîñòîÿíèÿ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåìóäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå�îðìàöèè âèäà [1℄
W =

µβ

2

[
I1 +

1

α
(I3

−α − 1) − 3

]
+

µ

2
(1 − β)

[
I2I3

−1 +
1

α
(I3

α − 1) − 3

]
. (1)Çäåñü I1, I2, I3 � ãëàâíûå èíâàðèàíòû ìåðû äå�îðìàöèè Êîøè-�ðèíà G, α, β, µ �ìîäóëè óïðóãîñòè. Ìîäóëü α âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîñòîÿííûå Ëÿìå è êîý��èöèåíò Ïóàñ-ñîíà:

α =
λ

2µ
=

ν

1 − 2νÒðåõêîíñòàíòíûé çàêîí (1) ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [2, 3℄ äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâíåêîòîðûõ ñîðòîâ ðåçèíû, òðåáóþùèõ ó÷åòà ñæèìàåìîñòè.Çàêîí ñîñòîÿíèÿ Ôèíãåðà, êîíêðåòèçèðîâàííûé ñ ó÷åòîì (1), èìååò âèä:
T =

2√
I3

(
0
c F− 1

c F
2+

−1
c E

)
, (2)ãäå:

0
c=

µβ

2
+

µ(1 − β)

2

I1

I3
,

1
c=

µ(1 − β)

2

1

I3
,

−1
c = −µβ

2
I3

−α +
µ(1 − β)

2

(
I3
α − I2

I3

)
,

T � òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè, E � åäèíè÷íûé òåíçîð, F � ìåðà äå�îðìàöèè Ôèíãåðà.�àññìàòðèâàåòñÿ ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷àÿ äå�îðìàöèÿ ïîëîé ñ�åðû. Ñ ïîìîùüþ ñ�å-ðè÷åñêèõ êîîðäèíàò r,φ,λ (â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè) è R,Φ,Λ (â àêòóàëüíîé êîí-�èãóðàöèè) äå�îðìàöèÿ, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè íàãðóæåíèè âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ñ�å-ðû ãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì èíòåíñèâíîñòè p, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè:
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R = R(r)er, Φ = φ, Λ = λ, (3)

er,eφ,eλ � áàçèñíûå âåêòîðû ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Èç (3) íàõîäÿòñÿ âûðà-æåíèÿ ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè, ìåðû äå�îðìàöèè Ôèíãåðà è ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ ýòîéìåðû:
0
∇ R = aerer + b(eφeφ + eλeλ), F = a2

erer + b2(eφeφ + eλeλ), (4)
I1 = a2 + 2b2, I2 = 2a2b2 + b4, I3 = a2b4Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: a = dR

dr , b = R
r ,

0
∇ � íàáëà-îïåðàòîð â ìåòðèêå íåäå�îðìè-ðîâàííîãî òåëà.Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèâîäèò ê îäíîìó îáûêíî-âåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ è êðàåâûì óñëîâèÿì:

dσr
dr

+
2a

R
(σr − σφ) = 0, σr(r0) = 0, σr(r1) = −p (5)ãäå σr, σφ � �èçè÷åñêèå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé. r0 � âíóòðåííèé ðàäèóñ ñ�å-ðû, r1 � íàðóæíûé. Ñîãëàñíî çàêîíó (1), ýòè êîìïîíåíòû ïðèíèìàþò âèä:

σr = µβ(ab−2 − (ab2)−1−2α) + µ(1 − β)((ab2)−1+2α − a−3b−2) (6)
σφ = σr − (ab−2 − a−1)(µβ + µ(1 − β)a−2b−2)Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàòåðèàëà Íîóëñà-Ñòåðíáåðãà (β = 0, ν = 1

4 , α = 1
2) èç (5) ïîëó÷àåìñîîòíîøåíèÿ:

da

dr
+

2(a − b)

3r
(
a

b
+

a2

b2
+

a3

b3
) = 0 (7)

1 − a−3b−2 =

{
0, åñëè r = r0

− p
µ , åñëè r = r1Êðàåâàÿ çàäà÷à (7) äîïóñêàåò ðåøåíèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Ïîëó÷åíî ïàðàìåòðè÷åñêîåðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Ëÿìå:

r(t) = r0

t3/5(t0 − 1)
1
3

(
t20 + t0 +

5

2

) 2
15

t
3
5
0 (t − 1)

1
3 (t2 + t +

5

2
)

2
15

exp

[
2

15

(
arctan

2t + 1

3
− arctan

2t0 + 1

3

)]
, (8)

R(t) =
1

t
3
5
1 (1 + p

µ)
1
5

(t1 − 1)
1
3

(t − 1)
1
3

(t2 + t + 5
2)

1
6

(t21 + t1 + 5
2 )

1
6

exp

[
1

3

(
arctan

2t + 1

3
− arctan

2t1 + 1

3

)]
.�ðàíèöû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t çàäàþòñÿ ðåøåíèåì íåëèíåéíîé ñèñòåìû äëÿ äâóõ íåèç-âåñòíûõ, îïðåäåëÿåìîé ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

t
3
5
1

t
3
5
0

(t0 − 1)
1
3

(t − 1)
1
3

(t20 + t0 + 5
2)

2
15

(t21 + t1 + 5
2)

2
15

exp

[
2

15

(
arctan

2t1 + 1

3
− arctan

2t0 + 1

3

)]
=

r1

r0
,

(t20 + t0 + 5
2 )

3
2

(t21 + t1 + 5
2 )

3
2

exp

(
arctan

2t0 + 1

3
− arctan

2t1 + 1

3

)
= 1 +

p

µ
.



Óñëîâèÿ áè�óðêàöèè ðàâíîâåñèÿ ñ�åðû 71Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (8), ìîæíî ïîëó÷èòü, èçìåíÿÿ ïàðàìåòð t îò t0 äî t1, çàâèñèìîñòü
R = R(r). Èçâåñòíû [4℄ äðóãèå ïàðàìåòðè÷åñêèå �îðìóëû îáùåãî ðåøåíèÿ äè��åðåíöè-àëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è Ëÿìå (7). Îäíàêî, â îòëè÷èå îò (8), â íèõ íå ïðîÿñíåí âîïðîñðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è.2. Óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Èçó÷åíèå áè�óðêàöèè ðàâíîâåñèÿ ñ�å-ðû ïðåäïîëàãàåò ðàññìîòðåíèå óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ â îáúåìå è íà ïîâåðõíîñòè äëÿ äî-áàâî÷íîé äå�îðìàöèè. Âåêòîð äîáàâî÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ âûáðàí â âèäå, äîïóñêàþùåìîñåñèììåòðè÷íûå âîçìóùåííûå �îðìû ðàâíîâåñèÿ:w = v(r, φ)er + w(r, φ)eφ. Ñìåæíûå�îðìû ðàâíîâåñèÿ ñ�åðû èññëåäîâàëèñü ñ ïîìîùüþ òåíçîðà Ëóðüå [1℄, êîòîðûé â äàííîéçàäà÷å èìååò âèä[5℄:

Θ = (A1v
′

r + A2

2v + w
′

φ + w cot φ

r
)erer+ (9)

(B1v
′

r + B2

v + w
′

φ

r
+ B3

v + w cot φ

r
)eφeφ + (C1v

′

r + C2

v + w
′

φ

r
+ C3

v + w cot φ

r
)eλeλ+

(D1w
′

φ + D2

v
′

φ − w

r
)ereφ + (F1w

′

φ + F2

v
′

φ − w

r
)eφerÏðèìåíèòåëüíî ê ìàòåðèàëó (1) çàêîí ñîñòîÿíèÿ äëÿ òåíçîðà Θ ïîëó÷àåòñÿ â âèäå:

Θ = 2µ(1 − β)I
− 3

2
3 (((α(I1+α

3 + ν1I
1−α
3 ) + I2)E − I1F + F

2)(∇ ·w)+ (10)
+

1

2
(ν1I

1−α
3 − I1+α

3 + I2)∇w
⊤ +

1

2
((ν1I3 + I1)F − F

2) · ∇w−

−(I1F · ·ε − F
2 · ·ε)E + F · ·εF − F · ε ·F)Çäåñü ∇ � íàáëà-îïåðàòîð â ìåòðèêå äå�îðìèðîâàííîãî òåëà, ε � ëèíåéíûé òåíçîð äî-áàâî÷íîé äå�îðìàöèè, ν1 = β

1−β . Êîìïîíåíòû òåíçîðà Ëóðüå � ëèíåéíûå äè��åðåíöè-àëüíûå îïåðàòîðû íàä êîîðäèíàòàìè âåêòîðà äîáàâî÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ. Èñïîëüçóÿ (9)è (10), áûëè ïîëó÷åíû �îðìóëû êîý��èöèåíòîâ ýòèõ îïåðàòîðîâ. Ïðèâåäåì âûðàæåíèåîäíîãî èç íèõ:
A1 =

µ(1 − β)

a4b6
((2α + 1)ν1I

1−α
3 + (2α − 1)I1+α

3 + ν1I3 + 3b4).Óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â îáúåìå [1℄ ∇ ·Θ = 0 ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå äâóõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:
{
R
a
∂Θrr
∂r + 2Θrr − Θφφ − Θλλ +

∂Θφr

∂φ + Θφr cot φ = 0
R
a
∂Θrφ

∂r + 2Θrφ + Θφr +
∂Θφφ

∂φ + (Θφφ − Θλλ) cot φ = 0
(11)Óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ íà ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå â äàííîé çàäà÷å îïðå-äåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì N · Θ = −p(tr εN + N · ∇w

⊤), çàäàþò êðàåâûå óñëîâèÿ: ïðè
r = r0, r = r1 {

A1v
′

r + (A2
r + q

R)(2v + w
′

φ + w cot φ) = 0

D1wr
′ + (D2

r − q
R )(v

′

φ − w) = 0
(12)Â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ q = 0, åñëè r = r0 è q = p, åñëè r = r1.



72 Âîëîêèòèí �.È., Ìîèñååâ Ä.Â.�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (11), (12) ðàçûñêèâàåì â âèäå
{

v = Xk(r)Pk(cos φ)

w = Yk(r)
dPk(cos φ)
d(cos φ) sin φ,

(13)ãäå Pk(cos φ) � ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà k-îé ñòåïåíè. Ó÷èòûâàÿ èçâåñòíûå ðàâåíñòâà,ñâÿçûâàþùèå �óíêöèè Ëåæàíäðà, óäàåòñÿ ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå â óðàâíåíèÿõ ñèñòå-ìû (11) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìûëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè:




A1Xk
′′

+ (A
′

1 + 2
rA2 + 2a

R (A1 − B1))X
′

k + (k2 + k)(1
rA2 + a

RF1)Y
′

k+

+(2(A2
r )

′
+ 2a

rR (2A2 − B2 − B3) −−(k2 + k) a
rRF2)Xk + (k2+

+k)((A2
r )

′
+ a

rR (2A2 − B2 − B3 − F2))Yk = 0,

D1Yk
′′

+ (D
′

1 − 1
rD2 + a

R (2D1 + F1))Y
′

k − (1
rD2 + a

RB1)X
′

k−
−((D2

r )
′
+ a

rR(B2 + B3 + 2D2 + F2))Xk−
−((D2

r )
′
+ a

rR((k2 + k − 1)B2 + B3 + 2D2 + F2))Yk = 0

(14)
Ïðè r = r0, r1:

{
A1X

′

k + 1
R (bA2 + q)(2Xk + (k2 + k)Yk) = 0

−D1Y
′

k + 1
R(bD2 − q)(Xk + Yk) = 0

(15)Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (14) è êðàåâûå óñëîâèÿ (15) ñîñòàâëÿþò óñëîâèÿ íåéòðàëüíîãîðàâíîâåñèÿ ñ�åðû. Ïðè áè�óðêàöèîííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà p âîçìîæíû íåòðèâè-àëüíûå ðåøåíèÿ, îíè ñîîòâåòñòâóþò âîçìóùåííûì ðàâíîâåñíûì �îðìàì. Êðèòè÷åñêîåäàâëåíèå íàõîäèì êàê íàèìåíüøååå áè�óðêàöèîííîå p, îïðåäåëÿåìîå íàäëåæàùèì âûáî-ðîì ÷èñëà k óçëîâ �îðìû áè�óðêàöèè ðàâíîâåñèÿ. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à íà ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ áè�óðêàöèîííîé íàãðóçêè ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, òàê êàê èñ-êîìûé ïàðàìåòð âõîäèò â êîý��èöèåíòû çàäà÷è ÷åðåç �óíêöèè R(r), R
′
(r). Îïåðàòîð,îïðåäåëÿåìûé ñèñòåìîé è êðàåâûìè óñëîâèÿìè � ëèíåéíûé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ áè�óðêà-öèîííûõ çíà÷åíèé íàãðóçêè èñïîëüçîâàëñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [5℄. �àñ-÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí: îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñ�åðû ε = r1−r0

r0è ïàðàìåòðà pkp: p = 2µpkpε
2. Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ðàçíûå âàðèàíòûóðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ: íà÷àëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ðàññ÷èòûâàëèñü ïî �îð-ìóëàì ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè è êàê ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è Ëÿìå (5). Â òàáëèöåïðåäñòàâëåíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà íàãðóçêè pkp è îòâå÷àþùèå èì çíà÷åíèÿïàðàìåòðà âîëíîîáðàçîâàíèÿ k äëÿ ðàçíûõ îòíîñèòåëüíûõ òîëùèí ε. Ìîäóëü óïðóãîñòè

α ïðèíèìàëñÿ ðàâíûì 0.5, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ν=0.25.
ε 0.01 0.05 0.20 0.33k 16 8 4 3
β 0.00 0.42 1.00 0.00 0.42 1.00 0.00 0.42 1.00 0.00 0.42 1.00
pkp 1.24 1.23 1.22 1.30 1.26 1.23 1.78 1.52 1.26 2.24 1.65 1.19×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íåêîòîðûå âûâîäû î âåëè÷èíå âåðõíåãîêðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ.



Óñëîâèÿ áè�óðêàöèè ðàâíîâåñèÿ ñ�åðû 731. Äëÿ òîíêîñòåííûõ ñ�åð pkp íå îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèé îïðåäåëÿåìûõ êëàññè÷åñêîé�îðìóëîé Öîëëè�Ëåéáåíçîíà.2. Ó÷åò íåëèíåéíîñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ðàñ÷åòà íà÷àëüíîé äå�îðìàöèè ïðàêòè÷å-ñêè íå ñêàçûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòå äëÿ òîíêèõ îáîëî÷åê. Íàáëþäàåòñÿ óìåíüøåíèå êðè-òè÷åñêîãî ïàðàìåòðà pkp ñ óâåëè÷åíèåì ε.3. Êîíñòàíòà óïðóãîñòè β ñëàáî âëèÿåò êàê íà âåëè÷èíó íà÷àëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ, òàêè íà êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â [5℄ äëÿìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà (ν = 0.272, α = 0587) îòìåòèì áîëåå ñèëüíîå âëèÿíèå ìîäóëÿ α.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980.[2℄ Blatz P. J., Ko W.L. Appli
ation of �nite elasti
ity theory to deformation of rubberymaterials // Trans. So
. Rheol. 1962, V. 6. Pp. 223�251.[3℄ Ko W.L. Appli
ation of �nite elasti
 theory to the behavior of rubber-like materials.Thesis in partial ful�llment of the requirements for the degree of do
tor of philosophy.California Institute of Te
hnology, 1963.[4℄ Fu Y.B., Ogden R.W. Nonlinear elasti
ity: theory and appli
ations. Cambridge UniversityPress, 2001.[5℄ Âîëîêèòèí �.È. Âëèÿíèå �èçè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè íà âåëè÷èíóâåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïðè âûïó÷èâàíèè ïîëîé ñ�åðû // ÏÌÌ, Ò. 42, 1978,C. 504�510.Volokitin G. I., Moiseev D.V. Bifur
ation 
onditions of stability of sphere, made ofBlaitz and Ko material . In this arti
le we examine a problem of stability of sphere underexternal hydrostati
 pressure, whi
h has a non-linear elasti
 membrane; its elasti
 propertiesare set with a 
orrelation of Blaitz and Ko. We use a theory of low deformation of elasti
solid, put on terminal one. Sub
riti
al stressedly-deformed 
ondition of sphere is 
onsideredto be 
entrosymmetri
al, related stability 
ondition � axisymmetri
. New equations of neutralstability for non-linear elasti
 solids, made of Blaitz and Ko material, were 
on
luded.Bifur
ation 
onditions of stability lead to an eigenvalue problem with non-linear entry ofparameter. Numeri
al pro
edures are used to get a solution of this problem. Values of top-
riti
al pressure for spheres with di�erent relative thi
kness and various 
oe�
ients of elasti
itywere derived. We 
ompare di�erent variants of equations of neutral stability, depending onthe solution a

ura
y of the basi
 problem. It allows us to analyze the dependen
e of physi
aland geometri
al nonlinearity on the value of top-
riti
al pressure.
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hen, GermanyÑ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èçó÷åíà ñåëåêöèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåæè-ìîâ ïðè ìàëûõ íàäêðèòè÷íîñòÿõ â çàäà÷å ïëîñêîé �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè â ïðÿìî-óãîëüíîì êîíòåéíåðå ïðè ïîñòîÿííî ïîääåðæèâàåìîì ëèíåéíîì ïðî�èëåì òåìïåðàòóðûíà ãðàíèöå. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ðåæèìîâ ñèëüíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿæèäêîñòè: îêðåñòíîñòè òîëüêî äâóõ ðåæèìîâ ðåàëèçóþòñÿ èç áëèçêèõ ê ñîñòîÿíèþ ïî-êîÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ; îêðåñòíîñòü òàêæå äâóõ, íî äðóãèõ ðåæèìîâ, ðåàëèçóþòñÿ ïðèáîëüøèõ íà÷àëüíûõ òåìïåðàòóðàõ; ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ ñèòóàöèÿõ âîçìîæíà ðåàëèçà-öèÿ ëþáîãî èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ.�àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îáëàäàåò êîñèììåòðèåé [1℄, è, êàê ñëåäñòâèå, ïðè ïîäî-ãðåâå æèäêîñòè â íåé ïðîèñõîäÿò ñïåöè�è÷åñêèå áè�óðêàöèîííûå ÿâëåíèÿ è äè-íàìèêà. Â ðåçóëüòàòå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèåì ïîêîÿ âîçíèêàåò îäíîïàðà-ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ [2℄. Ïðè ìàëûõ íàäêðèòè÷íîñòÿõâñå ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû ñåìåéñòâà íåéòðàëüíî óñòîé÷èâû â êàñàòåëüíîì ê ñå-ìåéñòâó íàïðàâëåíèè, è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû â òðàíñâåðñàëüíûõ íàïðàâëå-íèÿõ, à ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûì [1, 3℄. Ïðè ýòîì âñå ñòàöèîíàð-íûå ðåæèìû ñåìåéñòâà èíäèâèäóàëüíû � ó êàæäîãî ñâîé ñïåêòð óñòîé÷èâîñòè,ðàçëè÷íûå �èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Â [4, 5℄ ïîêàçàíî, ÷òî ðàçíèöà â �èçè-÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ðåæèìîâ îñîáåííî ñóùåñòâåííà â ñëó÷àå âûòÿíóòîãî ïîâåðòèêàëè êîíòåéíåðà. Ñîñóùåñòâóþò ðåæèìû îò ïðîâîäÿùèõ òåïëî ñ íèæíåéãðàíèöû ê âåðõíåé, äî ðåæèìîâ çàïèðàþùèõ òåïëîïåðåäà÷ó âíèçó èëè íàâåðõó.Ïðè ñîñóùåñòâîâàíèè íåñêîëüêèõ óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ âîçíè-êàþò åñòåñòâåííûå è âàæíûå âîïðîñû ñåëåêöèè: êàêîé èç ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâáóäåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ; êàê ýòîò ïðîöåññ çàâèñèò îò íà÷àëüíîãîñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè; êàêèìè �àêòîðàìè îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ðå-æèìîâ; âîçìîæíî ëè óïðàâëåíèÿ ñåëåêöèåé. Èçó÷åíèå ìåõàíèçìîâ ñåëåêöèè â êî-ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåìàõ íà÷àëîñü â [6℄. Äëÿ òðåõìåðíîé, ÿâëÿþùåéñÿ ñèñòåìîéòðåõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, áûë ïðîâåäåí ðÿä êîìïüþ-òåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ñåëåêöèè ðàâíîâåñèé â ñèììåòðè÷íîì è êîñèììåòðè÷-íîì ñëó÷àÿõ. Îêàçàëîñü, ÷òî â òðåõìåðíîé àáñòðàêòíîé ìîäåëè �èëüòðàöèîííîéêîíâåêöèè èç äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ îò öèêëà ðàâíîâåñèé íà÷àëüíûõ òî÷åê ðåàëè-çóåòñÿ îêðåñòíîñòü åäèíñòâåííîãî ðàâíîâåñèÿ, à èç áëèçêèõ ê íóëåâîìó ðàâíîâå-ñèþ òî÷åê ðàâíîâåðîÿòíà ðåàëèçàöèÿ äâóõ ðåæèìîâ. Ïðè óäàëåííûõ íà÷àëüíûõäàííûõ äèíàìèêà óñòàíîâëåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà: âûõîä òðàåêòîðèè íà èí-âàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, è ñòðåìëåíèå ïî íåìó ê îäíîé èç òî÷åê ñåìåéñòâà.Â [7℄ èçó÷àëàñü ðåàëèçàöèÿ ðåæèìîâ â êîñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ïðè âîçìóùåíèèêðàåâûõ óñëîâèé íà íà÷àëüíîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, ÷èñëåííî áûëè ïîñòðîåíû



Ñåëåêöèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ â çàäà÷å �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè 75�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåàëèçàöèè ðåæèìîâ ïðè òàêèõ âîçìóùåíèÿõ. Ìîæíîïðåäïîëîæèòü, ÷òî è â ñëó÷àå ïîëíûõ óðàâíåíèé ìîæåò èìåòü ìåñòî ïîõîæèé íàîïèñàííûé â [6℄ ìåõàíèçì ðåàëèçàöèè ðåæèìîâ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà.1. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ è èõ àïïðîêñèìàöèÿ. �àññìîòðèì ïðÿìîóãîëü-íûé êîíòåéíåð D = [0, a] × [0, b] çàïîëíåííûé ïîðèñòîé ñðåäîé è íàñûùåííûéæèäêîñòüþ. Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ãðàâèòàöèîííóþ êîíâåêöèþ æèäêîñòè â Dâ òåðìèíàõ �óíêöèè òîêà ψ(t, x, y) è îòêëîíåíèÿ θ(t, x, y) òåìïåðàòóðû îò ðàâíî-âåñíîãî ïî âåðòèêàëè ïðî�èëÿ, èìåþò âèä [1, 2℄:
{

∆ψ = θx,
θt + ψyθx − ψxθy = ∆θ + λψx.

(1)Çäåñü (x, y) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè, t � âðåìÿ, λ � �èëüòðàöè-îííîå ÷èñëî �ýëåÿ. Íà ãðàíèöå D çàäàíû óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòîÿííîìóëèíåéíîìó òåìïåðàòóðíîìó ïðî�èëþ íà ãðàíèöå è åå íåïðîíèöàåìîñòè:
θ
∣∣∣
∂D

= ψ
∣∣∣
∂D

= 0. (2)Èçâåñòíî [1, 3℄, ÷òî çàäà÷à (1)�(2) îáëàäàåò êîñèììåòðèåé, äèññèïàòèâíà è ïðèìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâî ñîñòîÿíèå ïîêîÿ. Âûðàæåíèåäëÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ èìååò âèä [3℄:
λm,n = 4π2

(
m2

a2
+
n2

b2

)
m,n = 1, 2, . . . (3)Âñå êðèòè÷åñêèå ÷èñëà (3), ïî êðàéíåé ìåðå, äâóêðàòíû, è â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåò-ñòâóþùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé �óíêöèé

um,n = cos(1
2

√
λm,nx) sin(mπx

a
) sin(nπy

b
),

vm,n = sin(1
2

√
λm,nx) sin(mπx

a
) sin(nπy

b
).

(4)Êàæäîìó ïåðåõîäó ïàðàìåòðà λ ÷åðåç çíà÷åíèå λm,n ñîîòâåòñòâóåò áè�óðêàöèÿðîæäåíèÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ. Â [1℄ ïîêàçà-íî, ÷òî ïåðâîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå λ1,1 âñåãäà äâóêðàòíî è ïðè λ = λ1,1 îò ñîñòî-ÿíèÿ ïîêîÿ îòâåòâëÿåòñÿ öèêë óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ. Âñå ðåæèìûñåìåéñòâà ïðè λ áëèçêèõ ê λ1,1 íåéòðàëüíî óñòîé÷èâû âäîëü öèêëà è àñèìïòî-òè÷åñêè óñòîé÷èâû â òðàíñâåðñàëüíûõ ê íåìó íàïðàâëåíèÿõ, èõ ñïåêòð çàâèñèòîò êîîðäèíàò ðàâíîâåñèÿ. Ñåìåéñòâî ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûìè èìååò �îðìó áëèçêóþ ê îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè (u1,1, v1,1).Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) èìååò äâå äèñêðåòíûå ñèììåòðèè
x→ −x, y → y, ψ → −ψ, θ → θ, (5)
x→ x, y → −y, ψ → −ψ, θ → −θ. (6)Íàëè÷èå äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé (5),(6) ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ â �àçîâîì ïðî-ñòðàíñòâå ñèñòåìû èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ÷òî ìîæåò îêàçûâàòü ñèëüíîåâëèÿíèå íà äèíàìèêó ñèñòåìû è íà ìåõàíèçìû ñåëåêöèè ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ.



76 �îâîðóõèí Â.Í., Øåâ÷åíêî È.Â.Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2) áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä �àëåðêè-íà. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îáñóæäàëîñü â [4, 5℄. �åøåíèåçàäà÷è ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå
ψ =

nx∑

i=1

ny∑

j=1

ψi,j(t)φi,j(x, y), θ =

nx∑

i=1

ny∑

j=1

θi,j(t)φi,j(x, y). (7)Â êà÷åñòâå �óíêöèé φi,j(x, y) áóäåì èñïîëüçîâàòü �óíêöèè (4). Â ýòîì ñëó÷àå,êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ λm,n âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî ïðè ÷èñëåííîé àïïðîêñèìàöèè.Ïîäñòàíîâêà (7) â (1) è îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå îáûêíîâåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà N = nx × ny, îòíîñèòåëüíî �óíê-öèé θi,j . Êîý��èöèåíòû ψi,j îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íåèçâåñòíûå θi,j èçàïïðîêñèìàöèè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1).2. Ïîñòàíîâêà ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Àíàëèç ñåëåêöèè êîíâåêòèâ-íûõ ðåæèìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó, ïðîâîäèëñÿ äëÿñëó÷àÿ, êîãäà âñå ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûì, òî åñòü ïðè λ > λ1,1áëèçêîì ê ïåðâîìó êðèòè÷åñêîìó λ1,1. Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ãàëåðêèí-ñêîå ïðèáëèæåíèå (7) õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíóþ çàäà÷ó (1)�(2) äàæå ïðèíåáîëüøèõ nx è ny, â ÷àñòíîñòè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõðåæèìîâ [5℄. Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñîõðàíåíèÿ ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòèñåìåéñòâà ðàâíîâåñèé àïïðîêñèìàöèåé çàòðóäíèòåëüíî, íî â ðåçóëüòàòå ìíîãî÷èñ-ëåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïðè âñåõ ðàññìîòðåííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ñîâðåìåíåì óñòàíàâëèâàåòñÿ îäíî èç ðàâíîâåñèé ñåìåéñòâà.×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñîñòîÿëè â ìíîãîêðàòíîì ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíîéíà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)�(2) íà óñòàíîâëåíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðèé êîí-òåéíåðà D ïðè ðàçíûõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ òåìïåðàòóðû, óäîâëåòâîðÿþ-ùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ïðè ïðîñòðàíñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé çàäà-÷è â ðàçëîæåíèè (7) èñïîëüçîâàëèñü áàçèñíûå �óíêöèè âèäà (4), ðàññìàòðèâàëèñüïðèáëèæåíèÿ ïðè N = 40.

�èñ. 1. �ðà�èêè φT (φ0) ïðè ðàçëè÷íûõ R: 1−5, R = 0.0001, 0.01, 0.1, 1, 10. Äàíû ãðà�èêèäëÿ äâóõ ðàçìåðîâ êîíòåéíåðà.



Ñåëåêöèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ â çàäà÷å �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè 77Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îòáîð ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ çàâèñèò îò âèäàíà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è åãî èíòåíñèâíîñòè. Ïðè èñïîëüçóåìûõ àïïðîêñèìà-öèÿõ è ìàëûõ íàäêðèòè÷íîñòÿõ ïî ïàðàìåòðó λ ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâèìååò áëèçêóþ ê îêðóæíîñòè �îðìó íà ïëîñêîñòè (u1,1, v1,1). Ïîýòîìó óäîáíî ðàñ-ñìàòðèâàòü íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ âèäà
u1,1 = R cos φ, v1,1 = R sinφ, (8)ãäå φ � ïîëÿðíûé óãîë, à R � ïîëÿðíûé ðàäèóñ íà ïëîñêîñòè (u1,1, v1,1). Èçìåíÿÿ

R ìîæíî ñ�îðìèðîâàòü íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû âáëèçè ñîñòîÿíèÿïîêîÿ (R ≪ 1), âáëèçè ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ, èëè ñîîòâåòñòâóþùèåâûñîêîìó íàãðåâó â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (R ≫ 1). Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè
R ìîæíî ðàññìîòðåòü �óíêöèþ φT (φ0), ãäå φ0 � çíà÷åíèå φ ñîîòâåòñòâóþùåãîíà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, φT � çíà÷åíèå φ ñîîòâåòñòâóþùåå óñòàíîâèâøåìóñÿ âðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà ðåæèìà. Äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ èíòåðåñíî ðàññìîòðåòüãðà�èêè ëîêàëüíîé òåïëîïåðåäà÷è íà íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàõ êîíòåéíåðà

Nu0
l (x) =

[
∂θ

∂y

]

y=0
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]
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�èñ. 2. Ëèíèè òîêà è ãðà�èêè Nu0
l (x) è Nubl (x) ðåàëèçóþùèõñÿ ïðè R = 0.0001, 10ðåæèìîâ äëÿ a = 20, b = 35.3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Çäåñü ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòà-òû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ: a = 20, b = 75 è a = 20,

b = 35. Äëÿ êàæäîãî èç ñëó÷àåâ áûëè ÷èñëåííî ïîñòðîåíû �óíêöèè φT (φ0) äëÿ
R = 0.0001, 0.01, 0.1, 1, 10. �åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1. Âèäíî, ÷òî âîáîèõ ñëó÷àÿõ ïðè R = 0.0001 è R = 10 �óíêöèÿ φT (φ0) èìååò äâå ñòóïåíüêè, íîïðè ðàçíûõ φT . Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðåàëèçàöèè äâóõ, íî ðàçëè÷íûõ ïðè ðàçíûõ R,êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ. Ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ R �óíêöèÿ φT (φ0) áîëåå



78 �îâîðóõèí Â.Í., Øåâ÷åíêî È.Â.ãëàäêàÿ, à ïðè R = 0.1 áëèçêà ê ëèíåéíîé. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû �èçè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ äëÿ ñëó÷àÿ a = 20, b = 35. Âèäíî, ÷òîðåæèìû äîñòàòî÷íî ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ.Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ áëèçêèõê ñîñòîÿíèþ ïîêîÿ â ðåçóëüòàòå óñòàíîâëåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ îêðåñòíîñòè äâóõ ðå-æèìîâ ñåìåéñòâà. Îêðåñòíîñòè äâóõ äðóãèõ ðåæèìîâ ðåàëèçóþòñÿ ïðè áîëüøèõíà÷àëüíûõ âîçìóùåíèÿõ ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ. Ïðè ýòîì, �èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèðåàëèçóþùèõñÿ ðåæèìîâ ìîãóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ. Â ïðîìåæóòî÷íûõ ñèòóàöè-ÿõ âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ ëþáîãî èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ.Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî è â �èçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ ïðè ìàëûõ íàäêðèòè÷-íîñòÿõ ðåàëèçàöèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ áóäåò ñõîæà ñ ïîëó÷åííîé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 11-01-00708).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Þäîâè÷ Â.È. Êîñèììåòðèÿ, âûðîæäåíèå ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, âîçíèê-íîâåíèå �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. 1991. Ò. 49. âûï.5.Ñ. 142�148.[2℄ Ëþáèìîâ Ä.Â. Î êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèÿõ â ïîðèñòîé ñðåäå, ïîäîãðåâàåìîé ñíè-çó // ÏÌÒÔ. 1975. � 2. Ñ. 131�137.[3℄ Yudovi
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�ÅØÅÍÈÅ ÎÁ�ÀÒÍÎÉ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËßÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ�îðáàøîâà Å.À.∗, Óãëè÷ Ï.Ñ.∗∗
∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó
∗∗Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, Âëàäèêàâêàç�àññìîòðåíû ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è îá àíòèïëîñêèõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõïðÿìîóãîëüíîãî áðóñà, ïëîòíîñòü è ìîäóëü ñäâèãà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè äâóõêîîðäèíàò. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è çàäà-÷à ñâåäåíà ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøå-íà ìåòîäîì ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè. Òàêæå ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèèíåèçâåñòíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïî äàííûì î ïîëå ïå-ðåìåùåíèé ïðè ðàçíûõ ÷àñòîòàõ è ðàçíûõ òî÷êàõ çîíäèðîâàíèÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì çàäà÷ó îá óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõêîëåáàíèÿõ íåîäíîðîäíîãî óïðóãîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå ïåðåìåùåíèé èìååò âèä:

u1 = u2 = 0, u3 = u(x1, x2)e
−iωt,ãäå ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé.Òîãäà óðàâíåíèå êîëåáàíèé ïðèîáðåòàåò âèä:

∂

∂x1

(
µ
∂u

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
µ
∂u

∂x2

)
+ ρω2u = 0, (1)ãäå µ = µ (x1, x2) � ìîäóëü ñäâèãà, ρ = ρ (x1, x2) � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà.Ïóñòü ëåâàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà æ¼ñòêî çàêðåïëåíà

u|x1=0 = 0, (2)à âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé
∂u

∂x2

∣∣∣∣
x2=±d

= 0. (3)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿ êàñàòåëüíîé íàãðóçêîé, ðàñïðåäå-ë¼ííîé ïî ïðàâîìó êðàþ ïðÿìîóãîëüíèêà:
µ
∂u

∂x1

∣∣∣∣
x1=b

= p (x2) . (4)2. �åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è. Ïðåîáðàçóåì �îðìóëû (1)�(4) ñ ïîìîùüþ ìåòî-äà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé [2℄. Ïðîâåä¼ì ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà íà ðàâíîìåðíóþñåòêó èç (N + 1) ∗ (M + 1) óçëîâ. Äëÿ ýòîãî ðàçîáü¼ì îòðåçîê [0, b] íà N ÷àñòåé,



80 �îðáàøîâà Å.À., Óãëè÷ Ï.Ñ.à îòðåçîê [−d, d] � íà M ÷àñòåé. Øàã ðàçáèåíèÿ ïî îñè x1 îáîçíà÷èì h1 = b/N ,ïî îñè x2 � hy = 2d/M .Ïðèìåì ñëåäóþùèå ïðèáëèæ¼ííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ:
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∂x1

=
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=
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2hy
(6)

∂

∂x1

(
µ
∂u

∂x1

)
=

∂µ

∂x1

∂u

∂x1
+ µ

∂2u

∂x2
1

≈

≈ 1

4h2
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(ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j)

(7)
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∂x2
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∂x2

∂u

∂x2
+ µ

∂2u

∂x2
2

≈

≈ 1

4h2
y

(µi,j+1 − µi,j−1) (ui,j+1 − ui,j−1) +
µi,j
h2
y

(ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1)

(8)
1 6 i 6 N, 1 6 j 6 M

∂u

∂x2

∣∣∣∣
x2=±d

=
ui,1 − ui,0

hy
=
ui,M+1 − ui,M

hy
= 0, 0 6 i 6 N + 1 (9)

∂u

∂x1

∣∣∣∣
x1=b

=
uN+1,j − uN,j

hx
=

pj
µN+1,j

, 0 6 j 6 M + 1 (10)Â ïîñëåäíèõ �îðìóëàõ
µi,j = µ(xi1, x

j
2), ρi,j = ρ(xi1, x

j
2), ui,j = u(xi1, x

j
2), xi1 = hxi, xj2 = −d+ hyj.Ïîäñòàâëÿÿ (5)�(10) â êðàåâóþ çàäà÷ó (1)�(4), ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àë-ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì ìàòðè÷íîé ïðîãîí-êè [2℄.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Ïðîèçâåä¼í ðÿä ðàñ-÷åòîâ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷à. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â èõ äîñòîâåðíîñòè,ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêå-òå FlexPDE, à òàêæå ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè â îäíîìåðíîìñëó÷àå. �àçíîñòü ìåæäó ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ìàòðè÷íîé ïðîãîíêèè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû è â ïðèâåäåí-íûõ ïðèìåðàõ íå ïðåâûøàåò 10%.Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è â ñëó÷àå b = 1ì,

d = 0,5ì, N = M = 16. Ïëîòíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé ρ = 7800êã/ì3.Íà ðèñ. 1, 2 èçîáðàæåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèÿ u(x1, x2) ïðèïîìîùè ìåòîäà ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè. Ñëåâà íà ðèñóíêàõ 1, 2 èçîáðàæåíû ãðà�èêè�óíêöèè u(x1, x2), ãäå áîëåå òåìíûå öâåòà îçíà÷àþò ìåíüøèå çíà÷åíèÿ, ñïðàâà �ãðà�èêè �óíêöèè u(x1, x2) íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî áðóñà. Ñïëîø-íàÿ ëèíèÿ îçíà÷àåò ðåøåíèå, íàéäåííîå ìåòîäîì ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè, òî÷êè �ðåøåíèå, íàéäåííîå ïðè ïîìîùè ïàêåòà FlexPDE.
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�èñ. 1. �åçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è â ñëó÷àå ω = 10000�ö, µ = µ0(1 + 0, 1x1),
µ = 1, 2 ∗ 1011 Ïà, íàãðóçêà p(x2) = µ0.
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�èñ. 2. �åçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è â ñëó÷àå ω = 50000�ö, µ = µ0[1 + 0, 1(x1 −
x1x2)], µ = 1, 2 ∗ 1011 Ïà, íàãðóçêà p(x2) = µ0.Êðîìå òîãî, ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì â ñëó÷àå
ω = 0, µ = const = µ0, p(x2) = const = p0. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1)�(4) èìå-åò î÷åâèäíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå u(x1, x2) = p0x1/µ

0. Ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâîêàçàëîñü ïîëíûì.Äàëåå íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà â ñëó÷àåäâóìåðíîé çàâèñèìîñòè âèäà µ = µ0 [1 + η sin(πx1/b) cos(πx2/d)].3. Îáðàòíàÿ çàäà÷à. �àññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿñäâèãà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíà èí�îðìàöèÿ î ïåðåìåùåíèÿõ íà ëåâîé
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0,953�èñ. 3. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � À×Õ ïðè η = 0,ïóíêòèð � ïðè η = 0, 1, êâàäðàòû � ïðè η = 1.ñòîðîíå ïðÿìîóãîëüíèêà è òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ ìåõà-íè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ µ èëè ρ. Â ðàáîòå [3℄ ðåøåíèå çàäà÷è ñâåäåíî ê ðåøåíèþèòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãîðîäà îòíîñèòåëüíî ïîïðàâîê, êîòîðîå â ñëó÷àå èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ïðèíèìàåòâèä:
∫

S

µ(i+1)

[(
∂u(i)

∂x1

)2

+

(
∂u(i)

∂x2

)2
]
dS =

∫

l2

p(f − u(i))dlx (11)Âûáåðåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå µ(0). Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåéñòðîèì ïîëå ïåðåìåùåíèé u(0) ïðè µ = µ(0). Ïîäñòàâëÿÿ u(0) â óðàâíåíèå (11) è ðå-øàÿ åãî, íàõîäèì ïîïðàâêó µ(1). Çàòåì ðåøàåì ïðÿìóþ çàäà÷ó ïðè µ = µ(0) + µ(1).�åøàåì ïðÿìóþ çàäà÷ó è ñòðîèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ îòûñêàíèÿ ïîïðàâêè êìîäóëþ ñäâèãà µ. Ïðîäîëæàåì âûïîëíÿòü ýòè äåéñòâèÿ, íà êàæäîì øàãå ïðèáàâ-ëÿÿ ê ìîäóëþ ñäâèãà î÷åðåäíóþ ïîïðàâêó µ(i), ïîêà î÷åðåäíàÿ ïîïðàâêà íå ñòàíåòìåíüøå çàäàííîé òî÷íîñòè.Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèÿ (11) ïðîèçâîäíûå áûëè çàìåíåíû ðàçíîñòÿìè ïî �îðìóëàì (5)�(6).Ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è íàãðóçêà ñ÷èòàëàñü ñîñðåäîòî÷åííîé â N1 òî÷-êàõ ξi, ðàñïîëîæåííûõ íà îòðåçêå [−d, d], ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ïðîèñõîäèëîíà M1 ÷àñòîòàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà îòðåçêå, íå ñîäåðæàùåì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.Â ïðèâåä¼ííûõ íèæå ïðèìåðàõ N = M = N1 = M1 = 16. Èòåðàöèîííûé ïðî-öåññ îñòàíàâëèâàëñÿ, êîãäà íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå î÷åðåäíîé ïîïðàâêèíå ñòàíåò ìåíüøå ε = 10−4 èëè êîëè÷åñòâî èòåðàöèé íå ñòàíåò áîëüøå ñåìè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ãðàíò �10-01-00194-à), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðûèííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò Ï596).
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�èñ. 4. �åçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è â ñëó÷àå µ = µ0
(
1 + 0, 1 sin

πx1

b
cos

πx2

d

),
µ = 1, 2 ∗ 1011 Ïà, ω ∈ [6250, 17750], ñëåâà � ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è, ñïðàâà � ïî-ãðåøíîñòü ìåæäó òî÷íûì è íàéäåííûì ðåøåíèåì, íàèáîëüøàÿ ïîãðåøåíîñòü � 0,436%,äîñòèãíóòà çà 5 èòåðàöèé.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Òèõîíîâ À.Í., Àðñåíèí Â.ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ì.: Íàóêà,1986. 287 ñ.[2℄ Áàõâàëîâ Í.Ñ., Æèäêîâ Í.Ï., Êîáåëüêîâ �.Ì. ×èñëåííûå ìåòîäû. Ì.: Áèíîì, 2004.636 ñ.[3℄ Âàòóëüÿí À.Î. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ â îáðàòíûõ çàäà÷àõ îïðåäåëåíèÿ êîý��è-öèåíòîâ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ òåîðèè óïðóãîñòè // Äîêëàäû �ÀÍ. 2005.Ò. 405 � 3. Ñ. 343�345.Gorbashova E.A., Ougli
h P. S. On the inverse problem solution for two-dimentionaldomain. Both dire
t and inverse problems for antiplane enfor
ed vibrations of the elasti
re
tangular bar are 
onsidered. Shear modulus and density of the 
onsidered body dependon both 
oordinates. For the dire
t problem solving, the �nite di�eren
es method is used.It redu
es the dire
t problem to a linear equations system, whi
h 
an be solved using themodi�ed tridiagonal matrix algorithm. The inverse problem of material properties de�nitionusing displa
ement �eld data is also 
onsidered and redu
ed to the iterative solution of theintegral equations sequen
e.



ÍÅÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÎÅ ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ ÂÎËÍ ËÝÌÁÀÊ�Ó�ÎÂÛÌ ÏÜÅÇÎÀÊÒÓÀÒÎ�ÎÌ�îëóá Ì.Â.∗, Ìîëë É.∗∗, �ëóøêîâà Í.Â.∗,�ëóøêîâ Å.Â.∗, Ôðèòöåí Ê.-Ï.∗∗
∗Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð

∗∗Óíèâåðñèòåò ã. ÇèãåíÄëÿ ïîëó÷åíèÿ èí�îðìàöèè î ñîñòîÿíèè êîíñòðóêöèé è ñòðóêòóð â ñîâðåìåííûõñèñòåìàõ ìîíèòîðèíãà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ âîëíû Ëýìáà. Â ñîñòàâ òàêèõ ñèñòåì ÷à-ñòî âõîäÿò ïüåçîàêòèâíûå ñåíñîðû, óñòàíàâëèâàåìûå íà êîíñòðóêöèþ èëè âíåäðÿåìûå âíåå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ñâåäåíèé ñ ïîìîùüþ òàêîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòüîñîáåííîñòè âîçáóæäåíèÿ óïðóãèõ âîëí ïüåçîàêòóàòîðàìè. Âîëíîâîå ïîëå, èçëó÷àåìîåàêòóàòîðîì, íà ïðàêòèêå çà÷àñòóþ èìååò íåîñåñèììåòðè÷íûé âèä è çàâèñèò îò ÷àñòîòû.Òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî èçó÷àåòñÿ ý��åêò íåîñåñèììåòðè÷íîãî èçëó÷åíèÿ íàïðèìåðå êðóãîâîãî àêòóàòîðà, ïðèêëååíîãî ê ïîâåðõíîñòè ïëîñêîé ïëàñòèíû, äàåòñÿ èí-òåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.1. Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíèå ãîäû âîçìîæíûì òàêæå ñòàëî ñîçäàíèå ðàçíîãî ðî-äà ìàëîãàáàðèòíûõ, ëåãêèõ è íåäîðîãèõ óñòðîéñòâ (âîëîêîííûå îïòè÷åñêèå ñåí-ñîðû, ïüåçîàêòèâíûå ýëåìåíòû), ïîçâîëÿþùèõ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè èç-ìåðÿòü ðàçëè÷íûå �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñòðóêòóð, íåîáõîäèìûå äëÿâûÿâëåíèÿ íàëè÷èÿ â íèõ ïîâðåæäåíèé. Âñå ýòî ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ öåëîãîíàïðàâëåíèÿ, çàíèìàþùåãîñÿ ñîçäàíèåì ñèñòåì ìîíèòîðèíãà ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóê-öèé è ñòðóêòóð èëè â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå Stru
tural Health Monitoring [1℄.Â îñíîâå òàêèõ ñèñòåì ìîíèòîðèíãà ëåæèò èñïîëüçîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ èìïóëü-ñîâ èëè óïðóãèõ âîëí, âîçáóæäàåìûõ àêòóàòîðàìè, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿÿñü âñòðóêòóðå óëàâëèâàþòñÿ ñåíñîðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, âàæíî èìåòü äèàãðàììû íà-ïðàâëåííîñòè äëÿ àêòóàòîðà, ÷òîáû ïîâûñèòü âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ äå�åêòîâ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïüåçîàêòèâíîãî ñëîèñòî-ãî àêòóàòîðà (piezoele
tri
 wafer a
tive sensor). Àêòóàòîðû òàêîãî òèïà øèðîêîïðèìåíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå è èìååòñÿ ðÿä ðàáîò, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëîñü èõ ïî-âåäåíèå, íàïðèìåð [2, 3℄. Òàê, â [2℄ áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî êðóãîâîé ïüåçîàêòóàòîðèìååò ñóùåñòâåííî íåñèììåòðè÷íóþ äèàãðàììó èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìà-òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ èíòåãðàëüíûé ïîäõîä è êëàññè÷åñêàÿ çàìåíàâîçäåéñòâèÿ àêòóàòîðà íàáîðîì òî÷å÷íûõ ñèë (pin-for
e model) [4℄.2. Ýêñïåðèìåíò. Òèïè÷íûé àêòóàòîð, èñïîëüçóåìûé íà ïðàêòèêå äëÿ çàäà÷ìîíèòîðèíãà è èññëåäóåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 1. Îí ñî-ñòîèò èç òðåõ ñëîåâ, ñðåäíèé � ïüåçîýëåêòðèê, äâà äðóãèõ � ìåòàëëè÷åñêèå, ïðèýòîì íèæíèé ñëîé çàãíóò íàâåðõ. Òàêàÿ êîí�èãóðàöèÿ óäîáíàÿ äëÿ ïðîèçâîäñòâàè óñòàíîâêè àêòóàòîðà, íî âåäåò ê ñëîæíîé âîëíîâîé êàðòèíå ïðè åãî äåéñòâèè èòðåáóåò ó÷èòûâàòü îðèåíòàöèþ àêòóàòîðà. Íà àêòóàòîð, ïðèêëååíûé íà ïîâåðõíî-ñòè z = 0 àëþìèíèåâîé ïëàñòèíû, ïîäàåòñÿ ìîäóëèðîâàííûé îêíîì Õàííà ñèãíàë
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ТОЧКИ ПРИПОЯ

ОРИЕНТАЦИЯ

МЕТАЛЛИЧЕСКИЕ 
ЭЛЕКТРОДЫЗАГНУТЫЙ ЭЛЕКТРОД

ПЬЕЗОМАТЕРИАЛ

�èñ. 1. Êîíñòðóêöèÿ àêòóàòîðà: ãåîìåòðèÿ, îðèåíòàöèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåêòðîäîâ è òî÷åêïðèïîÿ.èç Nc öèêëîâ ñèíóñà ñ öåíòðàëüíîé ÷àñòîòîé fc
p(t) =

1

2
cos(2πfct)

(
1 − cos

(
2πfct

Nc

))
, 0 < t <

Nc

fc
.Ñêîðîñòè êîëåáàíèé îðòîãîíàëüíûå ïëîñêîñòè îáðàçöà u̇z(x, y,−H, t) èçìåðÿþòñÿëàçåðíûì âèáðîìåòðîì íà ïîâåðõíîñòè z = −H ïðîòèâîïîëîæíîé ìåñòó ðàçìåùå-íèÿ àêòóàòîðà. Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëîæåíèåòî÷åê ïðèïîÿ íå âëèÿåò íà èçëó÷àåìîå ïîëå, ïîýòîìó èõ ïîëîæåíèå äàëåå èñêëþ÷å-íî èç ðàññìîòðåíèÿ. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè äàíî â [5℄.3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âîëíîâûõ ïîëåé âîçáóæ-äàåìûõ àêòóàòîðîì â ïëàñòèíå èñïîëüçîâàëèñü èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿñâîáîäíîãî ñëîÿ ñ çàäàííîé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêîé [6℄. Âåêòîð ïåðåìåùåíèé

u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ëàìå, à ïîâåðõíîñòü ñëîÿ âïëîòü äî ìîìåíòàïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè t = 0 ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé τ (x, y, 0, t) =
q(x, y)p(t), âûçâàííîé äåéñòâèåì àêòóàòîðà íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ z = 0. Öåíòðàêòóàòîðà ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàñïîëîæåííûì â öåíòðå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäè-íàò (x, y, z), ïðè ýòîì çàãíóòûé ýëåêòðîä ïîëàãàåòñÿ ïîâåðíóòûì íà óãîë θ îò-íîñèòåëüíî îñè Ox (îðèåíòàöèÿ). Íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé
τ (x, y,−H, t) = 0.

x

y

z

x x

y

z

�èñ. 2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò çàìåíó âîçäåéñòâèÿ àêòóàòîðà òî÷å÷íûìèíàãðóçêàìè.



86 �îëóá Ì.Â., Ìîëë É., �ëóøêîâà Í.Â., �ëóøêîâ Å.Â., Ôðèòöåí Ê.-Ï.�åøåíèå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è u(x, t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ïðåîá-ðàçîâàíèå Ôóðüå îò ãàðìîíè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u(x, ω). Ïîñëåäíåå â ñâîþ î÷åðåäüèìååò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Q(α1, α2) îò íà-ãðóçêè q(x, y) è Ôóðüå-ñèìâîë ìàòðèöû �ðèíà K(α1, α2, z, ω), ñì. ïîäðîáíåå [6℄.Âîçäåéñòâèå àêòóàòîðà ìîæåò áûòü çàìåíåíî äåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë, ìà-òåìàòè÷åñêè îïèñûâàåìûìè äåëüòà-�óíêöèÿìè Äèðàêà δ. Òàêèì îáðàçîì, äåé-ñòâèå íåîñåñèììåòðè÷íîé íàãðóçêè îïèñûâàåòñÿ ñóììîé M ñèë, ðàñïîëîæåííûõ âòî÷êàõ (xm, ym): q(x, y) =
∑M

m=1 qmcmδ(x − xm)δ(y − ym). Òî÷êè (xm, ym) ðàñïîëî-æåíû ðàâíîìåðíî âäîëü êîíòóðà C, îòâåòñòâåííîãî çà âîçáóæäåíèå âîëí Ëýìáà.Êîíòóð C îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé àêòóàòîðà (ðèñóíîê 2), cm � åäè-íè÷íûå âåêòîðà (|cm| = 1) îðòîãîíàëüíûå êîíòóðó C è ëåæàùèå â ïëîñêîñòè xOy,
qm � èíòåíñèâíîñòè ñèë. Âûáîð êîíòóðà C è ìîùíîñòåé qm ìîæåò áûòü ñäåëàíèç ðåøåíèÿ ñâÿçàííîé çàäà÷è, ÷òî òðåáóåò ñîçäàíèå áîëåå ñëîæíîé ìàòåìàòè÷å-ñêîé ìîäåëè, èëè, êàê â äàííîé ðàáîòå, áàçèðóÿñü íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ,ðèñ. 2.
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�èñ. 3. Äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè u̇z(t) ïðè r = 30ìì. Ýêñïåðèìåíò.4. Àíàëèç. Íà ðèñ. 3 äëÿ ðàçëè÷íûõ öåíòðàëüíûõ ÷àñòîò ïðåäñòàâëåíû äèà-ãðàììû èçëó÷åíèÿ (ýêñïåðèìåíò) íà ðàññòîÿíèè r = 30ìì îò öåíòðà àêòóàòîðà(îðèåíòàöèÿ θ = 15◦). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëèøü íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ äèàãðàììûíàïðàâëåííîñòè ïî÷òè ñèììåòðè÷íû, à ñ ðîñòîì ÷àñòîòû êàðòèíà âñå çíà÷èòåëüíîóñëîæíÿåòñÿ. Íà áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîòàõ àìïëèòóäû êîëåáàíèé â òî÷êàõ íà íà-ïðàâëåíèÿõ, ñîâïàäàþùèõ ñ îðèåíòàöèåé (ϕ = θ), â íåñêîëüêî ðàç áîëüøå ÷åì âîðòîãîíàëüíûõ (ϕ = θ ± 90◦).Èç ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè ðàçíîñòè ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èç-ìåðåíèÿìè è ìîäåëüþ áûëè îöåíåíû çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ èíòåíñèâíîñòåé qm,
m = 1, M . Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ qm ïðåäïîëàãàëèñü ðàâíûìè âäîëü êîíòóðîâ ýëåê-òðîäîâ, ðèñ. 1, 2. Ïîëàãàÿ qm ≈ 1 âäîëü ïåðèìåòðà ïðèêëååííîãî àêòóàòîðà èðåøàÿ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè äëÿ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòåé âäîëü âíóòðåííèõ êîí-òóðîâ, áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïðî÷èõ èíòåíñèâíîñòåé qm ≈ 0.25. Äàííûé �àêòìîæåò îáúÿñíåí íåîäíîðîäíîñòüþ ñîçäàâàåìîãî â ïüåçîìàòåðèàëå ýëåêòðè÷åñêî-ãî ïîëÿ è ñîîòâåòñòâåííî íåðàâíîìåðíûìè êàñàòåëüíûìè ñèëàìè âäîëü êîíòóðîâýëåêòðîäîâ.
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�èñ. 4. Ñêîðîñòè u̇z(t) èçìåðåííûå (ñïëîøíàÿ) è ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ìîäåëè (ïóíê-òèð) â ÷åòûðåõ òî÷êà íà ðàññòîÿíèè r = 120ìì îò öåíòðà àêòóàòîðà: ϕ = 15◦ +n90◦, n =
0..3 äëÿ ÷àñòîòû fc = 120ê�ö.
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�èñ. 5. �àñïðåäåëåíèå àìïëèòóä ñêîðîñòåé |u̇z(t)| ïðè îðèåíòàöèè θ = 0◦ (à); ñîïîñòàâ-ëåíèå äèàãðàìì èçëó÷åíèÿ: ýêñïåðèìåíò (ñïëîøíàÿ) è òåîðèÿ (ïóíêòèð) íà ðàññòîÿíèè25ìì îò öåíòðà àêòóàòîðà (á).Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà è òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ áûëè ñî-ïîñòàâëåíû íåñòàöèîíàðíûå ñèãíàëû. À-ñêàíû â äâóõ òî÷êàõ, â íàïðàâëåíèè îðè-åíòàöèè è ïåðïåíäèêóëÿðíîì åìó, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4; çäåñü ñïëîøíàÿ ëèíèÿñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòó, à ïóíêòèðíàÿ � ðàñ÷åòàì. Ìîæíî âèäåòü äîñòàòî÷-íî õîðîøåå ñîâïàäåíèå â àìïëèòóäàõ è íåêîòîðîå ðàñõîæäåíèå â �àçàõ, êîòîðîå,ïî-âèäèìîìó, ñâÿçàíî ñ ïîòåðåé èí�îðìàöèè ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ



88 �îëóá Ì.Â., Ìîëë É., �ëóøêîâà Í.Â., �ëóøêîâ Å.Â., Ôðèòöåí Ê.-Ï.äàííûõ è ïîñëåäóþùåé àïïðîêñèìàöèè. �èñóíîê 5 à äåìîíñòðèðóåò âîëíîâóþ êàð-òèíó (àìïëèòóäû ñêîðîñòåé u̇z(t)) ïðè äåéñòâèè àêòóàòîðà íà öåíòðàëüíîé ÷àñòî-òå 90ê�ö. Áûëè òàêæå ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû äëÿ àêòóàòîðà ïðè îðèåíòàöèè
θ = 0◦, ðèñ. 5 á, ãäå ÷åòêî âèäíà íàïðàâëåííîñòü èçëó÷åíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî íåîñåñèììåòðè÷íîñòü èçëó÷åíèÿ íå ÿâ-ëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ý��åêòîì, à ñâÿçàíà ñ ðàñïîëîæåíèåì è �îðìîé ýëåêòðîäîâ.Äàííàÿ èí�îðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé äëÿ ñîçäàíèÿ ñèñòåì ìîíèòîðèíãà, ïîçâî-ëÿÿ óñèëèâàòü îòêëèê ñèñòåìû â íóæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Êðîìå òîãî, ïðîäåìîí-ñòðèðîâàíà õîðîøàÿ òî÷íîñòü ïðåäñêàçàíèé äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ïðèáëèæåííîéìîäåëè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÀÂÖÏ Ìèíîáðíàóêè ¾�àçâèòèå ïîòåíöèàëàâûñøåé øêîëû¿ (2.1.1/10463) è �ÔÔÈ (11-01-96508).
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Ï�ÈÊËÀÄÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÍÀÍÎÌÅÕÀÍÈÊÈ�ðåêîâ Ì.À.∗, Åðåìååâ Â.À.À.∗∗, Êàøòàíîâà Ñ.Â.∗,Ìîðîçîâ Í.Ô.∗, ßçîâñêàÿ À.À∗
∗Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
∗∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÓñïåõè íàíîìåõàíèêè ïðèâåëè ê âíåäðåíèþ â ñîâðåìåííóþ èíäóñòðèþ ìíîãî÷èñëåí-íûõ íàíîðàçìåðíûõ ìåõàíèçìîâ, ÷òî åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàåò íåîáõîäèìîñòü òðàäèöè-îííîãî àíàëèçà ïðîáëåì ïðî÷íîñòè, óñòîé÷èâîñòè, ðàçðóøåíèÿ è ò. ä. Òàêîãî ðîäà àíàëèçìîæíî ïðîâîäèòü íà îñíîâå òðàäèöèîííîé ìîäåëè ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà, ìîäè�èöè-ðîâàííîãî ââåäåíèåì ïîâåðõíîñòíîãî ý��åêòà. Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå òðåõ ïðè-êëàäíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè è àíàëèçèðóåòñÿ ïîïðàâêà ê ðåøåíèþ, ïîëó÷åííîãî âñèëó ó÷åòà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé.Ìíîãèå íàíîìàòåðèàëû îáëàäàþò àíîìàëüíûìè �èçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ñó-ùåñòâåííî îòëè÷àþùèìèñÿ îò ñâîéñòâ îáû÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Îäíî èç îáúÿñíåíèéýòèõ îòëè÷èé ñîñòîèò â íàëè÷èè ïîâåðõíîñòíûõ ý��åêòîâ, ðîëü êîòîðûõ äëÿ íà-íîðàçìåðíûõ ñòðóêòóð ìîæåò áûòü ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè-÷åñêîé ìåõàíèêîé [1�6℄. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç âëèÿíèÿ ïîâåðõ-íîñòíûõ ý��åêòîâ íà óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè íàíîìàòåðèàëîâ.1. Ý��åêòèâíàÿ æåñòêîñòü íàíîïîðèñòîãî ñòåðæíÿÏåðâàÿ èç ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ � çàäà÷à î ðàñòÿæåíèè ëèíåéíî-óïðóãîãîïðÿìîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ ñ êðóãîâûì ñå÷åíèåì ðàäèóñà R. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîïàðàëëåëüíî îñè ñòåðæíÿ ðàñïîëîæåíû n ïîð öèëèíäðè÷åñêîé �îðìû ñ îäèíàêî-âûìè ðàäèóñàìè r, ñóììàðíàÿ ïëîùàäü ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé êîòîðûõ ðàâíà

S = πnr2. (1)Ïóñòü íà òîðöàõ ñòåðæíÿ äåéñòâóåò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà, ñòà-òè÷åñêè ýêâèâàëåíòíàÿ ñèëàì P . Îáîçíà÷èâ ìîäóëü Þíãà ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ ÷å-ðåç E, ý��åêòèâíûé ïðîäîëüíûé ìîäóëü ñòåðæíÿ ñ ïîðàìè E∗
0 ìîæíî âûðàçèòüêàê (ñì., íàïðèìåð, [7℄):

E∗
0 = E(1 − ϕ),ãäå ϕ = S/F � ïîðèñòîñòü, F = πR2 � ïîëíàÿ ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ, âêëþ÷àÿïëîùàäü ïîð. Î÷åâèäíî, ÷òî ý��åêòèâíûé ïðîäîëüíûé ìîäóëü ñòåðæíÿ ñ ïîðàìè

E∗
0 íå çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ñîäåðæàùèõñÿ â íåì ïîð, à òîëüêî îò ñóììàðíîéïëîùàäè èõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé.Ý��åêòèâíûé ìîäóëü óïðóãîñòè ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé E∗

S [8℄
E∗
S = E(1 − ϕ) + Es

2πrn

F
= E∗

0 + Es
2πrn

F
.



90 �ðåêîâÌ.À., ÅðåìååâÂ.À., ÊàøòàíîâàÑ.Â., ÌîðîçîâÍ.Ô., ßçîâñêàÿÀ.À.Èëè ñ ó÷åòîì (1)
E∗
S = E(1 − ϕ) + Es

2
√
S√
πF

√
n. (2)Çäåñü Es = σzz/ǫzz > 0 � ïîâåðõíîñòíûé àíàëîã ìîäóëÿ Þíãà, èìåþùèé ðàç-ìåðíîñòü Í/ì, σzz, ǫzz � ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé è ïîâåðõíîñòíîéäå�îðìàöèè.Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò ïîâåðõíîñòíîãî ý��åêòà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çàâèñè-ìîñòü (2) ý��åêòèâíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè ñòåðæíÿ ñ ïîðàìè E∗

S îò êîëè÷åñòâàïîð n. Ïðè ýòîì, ìàëåíüêîå êîëè÷åñòâî ïîð áîëüøîé ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-íèÿ îñëàáëÿåò ñòåðæåíü (åãî æåñòêîñòü ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå æåñòêîñòè èçîòðîïíîãîìàòåðèàëà ñòåðæíÿ), íî ïðè òîé æå ñóììàðíîé ïëîùàäè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ïîð,ñòåðæåíü ñòàíîâèòñÿ òåì æåñò÷å, ÷åì áîëüøå ïîð îí ñîäåðæèò (÷åì ìåíüøå ðàäèóñïîð).2. Ïëîñêàÿ çàäà÷à äëÿ êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ â íàíîïëàñòèíåÅùå îäíà çàäà÷à, ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòå, äåìîíñòðèðóþùàÿ, ÷òî ó÷åò ïîâåðõ-íîñòíûõ íàïðÿæåíèé îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâàíàíîîáúåêòîâ � ïëîñêàÿ çàäà÷à äëÿ êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ â íàíîìàòåðèàëå.�àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè: ïóñòü óïðóãàÿ ïëîñ-êîñòü ñ êðóãîâûì âûðåçîì ðàäèóñà R íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì îäíîîñíîãî ðàñòÿ-æåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè (çàäà÷à Êèðøà) âåëè÷èíû p è äîïîëíèòåëüíûõ ïîâåðõ-íîñòíûõ íàïðÿæåíèé. Îáúåìíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé [3,4℄ è îáúåìíîé ëè-íåéíîé óïðóãîñòè â ñëó÷àå ïëîñêîé äå�îðìàöèè ñâîäÿòñÿ ê
σsϕϕ = σs0 + (λs + 2µs)ε

s
ϕϕ, σ

s
33 = σs0 + λsε

s
ϕϕ,

σϕϕ = (λ+ 2µ)εϕϕ + λεrr, σrr = (λ+ 2µ)εrr + λεϕϕ,
σrϕ = 2µεrϕ, σ33 = λ(εϕϕ + εrr)

(3)Çäåñü (r, ϕ) � ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ öåíòðîì, ñîâïàäàþùèì ñ öåíòðîìâûðåçà, σs0 � îñòàòî÷íîå ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå, îòâå÷àþùåå íåíàãðóæåííîìóòåëó, σsϕϕ è εsϕϕ � îêðóæíûå ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ è äå�îðìàöèè, σs33 �íîðìàëüíàÿ ê ïëîñêîñòè êîìïîíåíòà òåíçîðà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé, σij è
εij � êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé â îáúåìå, λs è µs � ìîäóëèïîâåðõíîñòíîé óïðóãîñòè, àíàëîãè÷íûå ïîñòîÿííûì Ëàìå λ è µ äëÿ îáúåìíîéèçîòðîïíîé óïðóãîñòè. Êðàåâûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå âûðåçà r = R áóäóò èìåòüâèä:

σrr −
σsϕϕ
R

= 0, σrϕ +
1

R

∂σsϕϕ
∂ϕ

= 0, r = R, (4)à óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1 = r cosϕ, x2 =
r sinϕ):

lim
r→∞

ω = 0, lim
r→∞

σij = 0 (i, j = 1, 2), êðîìå lim
r→∞

σ11 = p, (5)ãäå ω � ïîâîðîò ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû.



Ïðèêëàäíûå çàäà÷è íàíîìåõàíèêè 91�åøèâ çàäà÷ó (3)�(5) ìåòîäîì êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ, ïîëó÷èì äëÿ âíåø-íîñòè êðóãà r > R [9℄:
σrr(r, ϕ) =

σs
0

R+M
R2

r2
+ P

2
[1 − (1 − M(1+κ)

2(R+M)
)R

2

r2
+ (1 − 4R2

r2
+ (3 − 2M(1+κ)

2R+M(3+κ)
)R

4

r4
) cos 2ϕ],

σϕϕ(r, ϕ) = − σs
0

R+M
R2

r2
+ P

2
[1 + (1 − M(1+κ)

2(R+M)
)R

2

r2
− (1 + (3 − 6M(1+κ)

2R+M(3+κ)
)R

4

r4
) cos 2ϕ],

τrϕ = −P
2
[1 + 2R2

r2
+ (3 − 4M(1+κ)

2R+M(3+κ)
)R

4

r4
] sin 2ϕ. (6)Çäåñü M = (λs + 2µs)/2µ, κ = (3 − ν)/(1 + ν).�àâåíñòâà (6) ïîêàçûâàþò õàðàêòåðíóþ äëÿ íàíîìàòåðèàëîâ çàâèñèìîñòü íà-ïðÿæåíèé îò ðàçìåðà îòâåðñòèÿ. Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâ (6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè

M > 0 ó÷åò ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé óìåíüøàåò êîíöåíòðàöèþ íàïðÿæåíèéâ îêðåñòíîñòè âûðåçà. Àíàëîãè÷íîå äåéñòâèå îêàçûâàåò îñòàòî÷íîå ïîâåðõíîñò-íîå íàïðÿæåíèå σs0, êîòîðîå ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèåé, íåîáõîäè-ìîé äëÿ îáðàçîâàíèÿ åäèíèöû ïîâåðõíîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ êóáè÷åñêèõ ìåòàëëîâ
M ∼ (10−10 − 10−9)ì, σs0 ∼ 1Í/ì [6℄, è â ýòîì ñëó÷àå ïðè ðàäèóñå îòâåðñòèÿ
a ∼ 10íì ïåðâîå ñëàãàåìîå âî âòîðîé èç �îðìóë (6) èìååò ïîðÿäîê 100ÌÏà. Àçíà÷èò, ïðè çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè p = 100ÌÏà, âêëàä îñòàòî÷-íûõ íàïðÿæåíèé σs0 â íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ãðàíèöû îòâåðñòèÿ ñðàâíèì ñî âêëà-äîì îäíîðîäíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ñóùåñòâåííî óìåíüøàÿ êîíöåíòðàöèþíàïðÿæåíèé âáëèçè âûðåçà. Ýòî â ÷àñòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî íàíîìàòåðèàë ñïîñîáåííåñòè ñóùåñòâåííî áîëüøóþ íàãðóçêó äî ìîìåíòà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.3. Óñòîé÷èâîñòü áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåì ñ ó÷å-òîì ïîâåðõíîñòíûõ ý��åêòîâÂ ñàìîì äåëå, âîñïîëüçóåìñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì ìåòîäîì Ñ.Ï. Òèìîøåíêî äëÿîïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ, ïðè êîòîðîì íàñòóïàåò ïîòåðÿ ïëîñêîé�îðìû óñòîé÷èâîñòè [10,11℄:

U = W,

U = D
2

2π∫
0

∞∫
R

[(△w)2 − (1 − ν)L(w,w)]rdrdϕ,

W = h
2

2π∫
0

∞∫
R

[σrrr
∂w
∂r

2
+ σϕϕ

1
r
∂w
∂ϕ

2
+ 2τrϕ

∂w
∂r

∂w
∂ϕ

]drdϕ,ãäå U � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèè èçãèáà, W � ðàáîòà óñèëèé â ñðå-äèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû, íàêîïèâøèõñÿ ê ìîìåíòó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, íàäîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ, âûçâàííûõ âûïó÷èâàíèåì, w � ïðîãèá âûïó÷åí-íîé ïëàñòèíû, ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, D = Eh3/12(1−ν)2 � öèëèíäðè÷åñêàÿæåñòêîñòü ïëà
òèíû, h � åå æåñòêîñòü,
L(w,w) = 2[

1

r

∂2w

∂r2

∂w

∂r
+

1

r2

∂2w

∂ϕ2

∂2w

∂r2
− 1

r2
(
∂2w

∂r∂ϕ
)2 +

2

r3

∂2w

∂r∂ϕ

∂w

∂ϕ
− 1

r4
(
∂w

∂ϕ
)2].�àçûñêèâàÿ �óíêöèþ ïðîãèáà â âèäå w(r, ϕ) =

∑3
i=1

ai

ri cosϕ è îïðåäåëèâ êîý�-�èöèåíòû ai èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóë (6) îêîí÷àòåëüíî
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h, íì 0,1 0,5 1 5
P ∗/P ∗

0 9,8 1,7 1,4 1,3Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå êðèòè÷åñêèõ íàãóçîê.ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, âûçûâàþùåé ïîòåðþóñòîé÷èâîñòè:
P ∗ =

−(48c0R
2(−1 + ν)3(−1731 + 443ν) + 5h2E(7213 − 8154ν + 1613ν2))

(4R2(−1+ν)2(5c4(2777−1720ν+287ν2)−72(874−1081ν+347ν2 )+6c2(1731−2174ν+443ν2)))

c0 =
σs0

R +M
, c2 =

M(1 + κ)

2(R+M)
, c4 =

2M(1 + κ)

2R +M(3 + κ)
.Â òàáë. 1 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê, âûçûâàþùèõ ïîòåðþóñòîé÷èâîñòè ñ ó÷åòîì (P ∗) è áåç ó÷åòà (P ∗

0 ) ïîâåðõíîñòíûõ ý��åêòîâ (ïðè R =
10íì, ν = 0.33):Çàêëþ÷åíèåÓ÷åò ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé â çàäà÷àõ ìåõàíèêè ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíîïðîâîäèòü àíàëèç ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íàíîðàçìåðíûõ îáúåêòîâ íà îñíîâåòðàäèöèîííîé ìîäåëè ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà, ïîçâîëÿÿ îáúÿñíèòü ðÿä ý��åêòîâ,ïðèñóùèõ íàíîìàòåðèàëàì.
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ÁÛÑÒ�ÛÉ ÌÅÒÎÄ ��ÀÍÈ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ Â ÇÀÄÀ×ÅÎÁÒÅÊÀÍÈß Ï�ÎÔÈËß ÏÎÒÎÊÎÌ ÈÄÅÀËÜÍÎÉÆÈÄÊÎÑÒÈÄæàíèáåêîâ Ì.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÖåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé (Ì�ÈÓ) ê èçó÷åíèþ îáòåêàíèÿ ïðî�èëÿ ïðîèçâîëüíîé �îðìû, èìåþùåãîîäèí îñòðûé óãîë, è ïîèñê ìàêñèìàëüíî áûñòðîãî àëãîðèòìà ðàñ÷åòà. �åøåíèå ïîäîá-íûõ çàäà÷ óêàçàííûì ìåòîäîì çíà÷èòåëüíî óïðîñòèò ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê èññëåäóåìîãîïðî�èëÿ, îñîáåííî ïðè ðàñ÷åòàõ êðûëîâûõ ïðî�èëåé, äëÿ êîòîðûõ â îñíîâíîì ïðèìå-íÿåòñÿ ìåòîä êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé. Ìåòîä äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå ïðî�èëÿÆóêîâñêîãî ñ ó÷åòîì ñëåäóþùèõ äîïóùåíèé: 1) æèäêîñòü èäåàëüíàÿ; 2) â êàæäîì ñå-÷åíèè çàäà÷à ïëîñêàÿ (ò. å. äâóìåðíàÿ).1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ãèïîòåçû

�èñ. 1. Îáòåêàåìûé ïðî�èëü.Ïðè ðàñ÷åòå õàðàêòåðèñòèê ïðî�èëÿ, èìåþùåãî îñòðóþ êðîìêó, ñîãëàñíî ãè-ïîòåçå Êóòòà�Æóêîâñêîãî äîëæíà áûòü ââåäåíà öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè, êîòîðàÿïîçâîëèò èçáåæàòü îáðàçîâàíèÿ îñîáåííîñòè íà îñòðîé êðîìêå, ïðèâîäÿùåé ê �è-çè÷åñêè íåâîçìîæíûì áåñêîíå÷íî áîëüøèì äàâëåíèÿì. Îäíàêî, ïðåæäå ÷åì ïåðå-õîäèòü ê áîëåå ñëîæíûì ñëó÷àÿì, ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íûé ïðî�èëü (ðèñ. 2).Îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòèïðè áåçâèõðåâîì ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè:
ϕp (x) =

∫

ℓ

[
ϕp (y)

∂Φ (y, x)

∂ny
− ∂ϕp (y)

∂ny
Φ (y, x)

]
dℓy, (1)ãäå ϕp � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè âîçìóùåííîãî ïîòîêà; ϕ = ϕ∞+ϕp; Φ (r) = − 1

2π
ln r ��óíêöèÿ �ðèíà; r (x, y) = |x− y| ; ℓ � êîíòóð èññëåäóåìîãî ïðî�èëÿ; x = (x1, x2)è y = (y1, y2) � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè â èññëåäóåìîé îáëàñòè. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî òî÷êà y ∈ ℓ , à òî÷êà x /∈ ℓ è ðàñïîëîæåíà âíå ïðî�èëÿ.



Áûñòðûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â çàäà÷å îáòåêàíèÿ ïðî�èëÿ 95Óñòðåìèì x → y0 ∈ ℓ è èñïîëüçóåì ãðàíè÷íûå ñâîéñòâà ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãîè äâîéíîãî ñëîÿ. Òîãäà óðàâíåíèå (1) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:
ϕ(y0)

2
−
∫

ℓ

ϕ(y)
∂Φ(y, y0)

∂ny
dℓy = ϕ∞(y0), y0 ∈ ℓ. (2)×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ïî-òåíöèàëà ϕ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå æèäêîñòè. �àñ÷åò ïîêàçàë, ÷òî ïðè ñèììåò-ðè÷íîñòè ïðî�èëÿ è íàáåãàþùåãî ïîòîêà îòñóòñòâóåò íåîáõîäèìîñòü äîáàâëåíèÿöèðêóëÿöèè, òàê êàê óñëîâèå êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè âûïîëíÿåòñÿ àâòîìà-òè÷åñêè, è ïðîèñõîäèò ëèøü ðàçðûâ �óíêöèè (ðèñ. 3).

�èñ. 2. Ñèììåòðè÷íûé ïðî�èëü. �èñ. 3. Êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòàñêîðîñòè.2. Îáòåêàíèå íåñèììåòðè÷íîãî ïðî�èëÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðè-ñòèê íåñèììåòðè÷íîãî ïðî�èëÿ ñ îñòðîé êðîìêîé äîáàâèì âèõðü ñêîðîñòè, êîòî-ðûé ïîçâîëèò ïîëó÷èòü íåîáõîäèìóþ öèðêóëÿöèþ:
ϕ = ϕ∞ + ϕp + ϕc. (3)Â îáùåì âèäå ïîòåíöèàë öèðêóëÿöèîííîé ñêîðîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

ϕc = θ
2π

Γ, ãäå Γ � íåêîòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ êîíñòàíòà. Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèå (3)â óðàâíåíèå (1):
ϕp (x) =

∫

ℓ

[
ϕ (y)

∂Φ

∂ny
− ∂ϕ (y)

∂ny
Φ

]
dℓy −

∫

ℓ

[
ϕ∞

∂Φ

∂ny
− ∂ϕ∞

∂ny
Φ

]
dℓy−

−
∫

ℓ

[
ϕc (y)

∂Φ

∂ny
− ∂ϕc (y)

∂ny
Φ

]
dℓy.

(4)Òî÷êà x íà ñàìîì äåëå îñòàåòñÿ ñíàðóæè, ïðîñòî ðàâåíñòâî óêàçàííîãî èíòå-ãðàëà íóëþ ìîæíî äîêàçàòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî âíóòðåííîñòè êîíòóðà, è èìåííîïîòîìó ÷òî îñîáåííîñòü â òî÷êå x îñòàåòñÿ ñíàðóæè, èíòåãðàë è îêàçûâàåòñÿ ðàâ-íûì íóëþ.



96 Äæàíèáåêîâ Ì.Â.Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì òî÷êó x, ëåæàùóþ ñíàðóæè êîíòóðà ℓ, òî èíòåãðèðî-âàíèåì ïî âíóòðåííîñòè êîíòóðà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âòîðîé èíòåãðàë óðàâíå-íèÿ (4) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èç óñëîâèÿ íåïðîíèöàåìîñòè ∂ϕ
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dℓy.Êîíñòàíòó Γ ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ ϕ∞(y0) = F (y0) Γ, êîòîðîå äîëæíî âû-ïîëíÿòüñÿ íà îñòðîé êðîìêå.3. Áûñòðûé ìåòîä ðàñ÷åòà óðàâíåíèÿ. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èí-òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ìàòåìàòèêå è �èçèêå ñòàëî âîçìîæíî òîëüêî ïîñëå ïîÿâ-ëåíèÿ ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ. Îäíàêî ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ðåøå-íèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ìîæåò çàíÿòü äëèòåëü-íîå âðåìÿ äàæå íà ñîâðåìåííûõ ÝÂÌ. Íàïðèìåð, åñëè èìååòñÿ ìàòðèöà ðàçìåð-íîñòè N ñ N2 íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè, òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà �àóññà äëÿ ðåøåíèÿòàêîãî êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé ïîòðåáóåò N3 îïåðàöèé. Ýòà ïðîáëåìà ìîæåò áûòüðåøåíà ïðèìåíåíèåì òàê íàçûâàåìûõ áûñòðûõ ìåòîäîâ.Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ, ïîëó÷åííîé èç óðàâíåíèÿ (5),ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè ò¼ïëèöåâûõ ìàòðèö. Â äàííîé ðàáî-òå èñïîëüçóåòñÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì � ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ íà÷àëüíàÿ ò¼ïëèöå-âà ìàòðèöà, çàòåì ïðèìåíÿåì áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ å¼ îáðàùåíèÿ. Ïîñëå ýòîãîäåëàåì ïîïðàâêó ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ èâû÷èñëÿåì ñëåäóþùóþ ò¼ïëèöåâó ìàòðèöó ñ íîâîé ïðàâîé ÷àñòüþ.×èñëåííûé ìåòîä îñíîâàí íà âûáîðå ñèñòåìû óçëîâ, îáðàçóþùèõ ïëîòíóþ ñåò-êó íà êîíòóðå ℓ, ïðè÷åì ìíîæåñòâî âíåøíèõ òî÷åê {yj}Nj=1 è âíóòðåííèõ òî÷åê
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äîëæíû ñîâïàäàòü.Â îáùåì ñëó÷àå èç óðàâíåíèÿ (5) ïðèõîäèì ê àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå âèäà
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Áûñòðûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â çàäà÷å îáòåêàíèÿ ïðî�èëÿ 97Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå Kϕ = f :
Ktϕ =

(
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)
ϕ+ f. (7)Òîãäà ïîñòðîåííàÿ ò¼ïëèöåâà ìàòðèöà ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü èòåðàöèîííûéïðîöåññ:

ϕ0 = 0,

Ktϕ1 = f,

Ktϕ2 =
(
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)
ϕ1 + f,

...

(8)Ïðèìåíåíèå áûñòðîãî ìåòîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ò¼ïëèöåâûõ ìàòðèö ïîçâîëÿåòñîêðàòèòü ÷èñëî èòåðàöèé ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì äî O (N2).�àáîòà ïîääåðæàíà ÔÖÏ ¾Èññëåäîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè ïî ïðèîðèòåòíûì íà-ïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî êîìïëåêñà �îññèè íà 2007�2013 ãî-äû¿, �îñêîíòðàêò �16.516.11.6106.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñåäîâ Ë.È. Ïëîñêèå çàäà÷è ãèäðîäèíàìèêè è àýðîäèíàìèêè. Ì.: Íàóêà, 1996. 448 ñ.[2℄ Ëîéöÿíñêèé Ë.�. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. Ì.: Äðî�à, 2003. 840 ñ.[3℄ S
alia A., Sumbatyan M.A., Popuzin V.V. A Fast BIE Method for Arbitrary Body in aFlow of In
ompressible Invis
id Fluid // In press.Dzhanibekov M.V. A Fast Boundary Integral Equation Method for the Aerofoil in aFlow of Invis
id Fluid . The obje
tive of the present resear
h is the appli
ation of the BoundaryIntegral Equations (BIE) method to the studying of the �ow over the aerofoil of arbitraryshape having one sharp edge, as well as to �nd an appropriate fast numeri
al algorithm.The appli
ation of this method signi�
antly simpli�es the 
al
ulation of aerodynami

hara
teristi
s of the aerofoil, where there are typi
ally applied the 
onformal mappingte
hnique. The proposed method is demonstrated on a Zhukovsky aerofoil, with the followingassumptions: 1) the �uid is invis
id; 2) at every se
tion the problem is plane (i.e. 2d).



Á�ÀÒÜß ÊÎÑÑÅ�À È ÌÅÕÀÍÈÊÀ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕÊÎÍÒÈÍÓÓÌÎÂÅðî�ååâ Â.È., Âèíîãðàäîâà Þ.Â.∗Íèæåãîðîäñêèé �èëèàë Èíñòèòóòà ìàøèíîâåäåíèÿ èì.À.À. Áëàãîíðàâîâà �ÀÍ
∗Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãîÂ ñòàòüå ðàññêàçûâàåòñÿ î æèçíè è äåÿòåëüíîñòè Ýæåíà è Ôðàíñóà Êîññåðà � îñíî-âîïîëîæíèêîâ ìåõàíèêè îáîáùåííûõ êîíòèíóóìîâ. Îáñóæäàåòñÿ ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèåìåõàíèêè îáîáùåííûõ êîíòèíóóìîâ è ïåðñïåêòèâ åå ðàçâèòèÿ.Â ìèíóâøåì ñòîëåòèè ìåõàíèêà èñïûòàëà êàê âçëåòû, òàê è ñåðüåçíûå çàòðóä-íåíèÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, åé ïðèíàäëåæèò âûäàþùàÿñÿ ðîëü â ðàçâèòèè ñîâðåìåí-íîé òåõíèêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìåõàíèêà îêàçàëàñü íåñïîñîáíîé äàòü óäîâëåòâî-ðèòåëüíîå îïèñàíèå öåëîãî ðÿäà ÿâëåíèé.Îïèñàíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ òåë ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé ïðîáëåìîé ìåõàíèêèñïëîøíûõ ñðåä, îò ðåøåíèÿ êîòîðîé ñóùåñòâåííî çàâèñèò �èçè÷åñêàÿ äîñòîâåð-íîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèãîäíîñòü äëÿ ïðàêòè÷åñêèõïðèìåíåíèé ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ ñ èõ ïîìîùüþ.Èññëåäîâàíèÿ ïîñëåäíèõ ëåò òðåáóþò ñîçäàíèÿ íîâûõ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿêëàññè÷åñêèõ òåîðåòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ óðàâíåíèé ñî-ñòîÿíèÿ ñðåä, ðàçâèòèÿ îñíîâ òåîðèè è ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿïðîöåññîâ è ÿâëåíèé.Áóðíûé ðîñò è äîñòóïíîñòü âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ñòèìóëèðîâàëè âîçìîæ-íîñòè àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè, â òîì ÷èñëå è ñïðèìåíåíèåì íåêëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ñðåä, ó÷èòûâàþùèõ ìèêðîñòðóêòóðó ìàòå-ðèàëà.Áîëåå ñòà ëåò íàçàä, â 1909 ãîäó, áûëà îïóáëèêîâàíà êíèãà �ðàíöóçñêèõ èññëå-äîâàòåëåé áðàòüåâ Ýæåíà è Ôðàíñóà Êîññåðà (Cosserat) ¾Òåîðèÿ äå�îðìèðóåìûõòåë¿ [1℄, çàëîæèâøàÿ îñíîâû ìåõàíèêè îáîáùåííûõ êîíòèíóóìîâ.Èçâåñòíî, ÷òî îäíîé èç îñíîâíûõ ãèïîòåç êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ñïëîøíûõñðåä (ÌÑÑ) ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï íàïðÿæåíèé Êîøè, óñòàíàâëèâàþùèé ýêâèâàëåíò-íîñòü äåéñòâèÿ âñåõ âíóòðåííèõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêå, äåé-ñòâèþ èõ ðàâíîäåéñòâóþùåé, ïðèëîæåííîé ê öåíòðó ïëîùàäêè. Îäíàêî â îáùåìñëó÷àå äåéñòâèå ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñèë ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ ãëàâíîãî âåê-òîðà è ãëàâíîãî ìîìåíòà. Ïðè ýòîì â ñðåäå âîçíèêàþò íå òîëüêî íàïðÿæåíèÿ, íîè ìîìåíòíûå íàïðÿæåíèÿ, îáðàçóþùèå íåñèììåòðè÷íûå òåíçîðû. ×òîáû ó÷åñòüýòè �àêòîðû, íåîáõîäèìî äîïóñòèòü â ñðåäå íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíûõ ñòåïåíåéñâîáîäû è ðàññìîòðåòü �èçè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìàëûé îáúåì (ïî êîòîðîìó âåäåò-ñÿ óñðåäíåíèå ñâîéñòâ ñðåäû) íå êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, à êàê áîëåå ñëîæíûéîáúåêò, îáëàäàþùèé íîâûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû: ðîòàöèîííûìè, îñöèëëÿòîðíû-ìè èëè ñïîñîáíîñòüþ ê ìèêðîäå�îðìàöèè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñøèðåíèÿ ñïåê-òðà ñâîéñòâ ñïëîøíîé ñðåäû íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü ó �èçè÷åñêè áåñêîíå÷íî



Áðàòüÿ Êîññåðà è ìåõàíèêà îáîáùåííûõ êîíòèíóóìîâ 99ìàëîãî îáúåìà ñóùåñòâîâàíèå âíóòðåííåé ñòðóêòóðû (ìèêðîñòðóêòóðû), îáóñëîâ-ëåííîé çåðíèñòîñòüþ èëè âîëîêíèñòîñòüþ ñòðîåíèÿ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ.Â òåîðèè Êîññåðà êàæäàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà êîíòèíóóìà íàäåëÿåòñÿ ñâîé-ñòâàìè òâåðäîãî òåëà ïóòåì ó÷åòà ðîòàöèîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ìîæíî ñêàçàòü,÷òî ïîÿâëåíèå ìîäåëè êîíòèíóóìà Êîññåðà çíàìåíîâàëî ñîáîé íà÷àëî ïåðåõîäà âÌÑÑ îò ìåõàíèêè Íüþòîíà, èñõîäíûì îáúåêòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàëüíàÿòî÷êà, ê ìåõàíèêå Ýéëåðà, èìåþùåé â êà÷åñòâå èñõîäíîãî îáúåêòà òâåðäîå òåëî.Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î æèçíè è äåÿòåëüíîñòè Ý. è Ô. Êîññåðà.Ñòàðøèé áðàò � Ôðàíñóà Êîññåðà, ðîäèëñÿ 26 íîÿáðÿ 1852 ãîäà â ãîðîäå Äóý,âî Ôðàíöóçñêîé Ôëàíäðèè. Â 1870 ãîäó îêîí÷èë â Ïàðèæå Âûñøóþ ïîëèòåõíè÷å-ñêóþ øêîëó (E
ole Polyte
hnique), à â 1872 ãîäó � Íàöèîíàëüíóþ øêîëó ìîñòîâ èäîðîã. Â 1875 ãîäó ïîëó÷èë äîëæíîñòü ãðàæäàíñêîãî èíæåíåðà òðåòüåãî êëàññà.Æåíèëñÿ, â 1878 ãîäó ó íåãî ðîäèëàñü äî÷ü Àìåëèÿ-Àäåëü. Â 1879 ãîäó áûë ïå-ðåâåäåí íà äîëæíîñòü æåëåçíîäîðîæíîãî èíæåíåðà-ñòðîèòåëÿ âòîðîãî êëàññà ïîñåâåðíîé çîíå. Â 1883 ãîäó îí ñòàíîâèòñÿ ãðàæäàíñêèì èíæåíåðîì ïåðâîãî êëàññà.Êàâàëåð îðäåíà Ïî÷åòíîãî ëåãèîíà (1893 ã.), ãëàâíûé èíæåíåð (1895 ã.). Â 1912 ãî-äó îí èçáèðàåòñÿ Âèöå-Ïðåçèäåíòîì, à â 1913 ãîäó � Ïðåçèäåíòîì Ôðàíöóçñêîãîìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.Íàó÷íàÿ ðàáîòà Ô. Êîññåðà èäåò ïàðàëëåëüíûì êóðñîì ñ åãî äåÿòåëüíîñòüþãðàæäàíñêîãî èíæåíåðà, çàíèìàþùåãîñÿ ñòðîèòåëüñòâîì ïóòåé, òîííåëåé, ìîñòîâ,æåëåçíûõ äîðîã. Îá ýòîé ðàáîòå ëèøü êðàòêî óïîìèíàåòñÿ â åãî ñëóæåáíûõ õàðàê-òåðèñòèêàõ (öèòàòû èç êíèãè [2℄): ¾Ìèñòåð Ôðàíñóà Êîññåðà � ýòî âûäàþùèéñÿèíæåíåð, èìåþùèé áîãàòûé îïûò ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, êîòîðóþ îí ñî÷å-òàåò ñ ïðîâåäåíèåì òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé; íåäàâíî îí ïðåäñòàâèë âî Ôðàí-öóçñêóþ àêàäåìèþ íàóê íåñêîëüêî çàìå÷àòåëüíûõ ðàáîò ïî ìåõàíèêå (27 èþíÿ1898 ã.)¿; ¾Ìèñòåð Ôðàíñóà Êîññåðà ÿâëÿåòñÿ öåííûì ñîòðóäíèêîì, îí î÷åíü ý�-�åêòèâåí, îñîáåííî â îáùåñòâåííûõ ðàáîòàõ. Ñðåäè íàó÷íîãî ñîîáùåñòâà îí èçâå-ñòåí êàê àâòîð çàìå÷àòåëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî âîïðîñàì ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè(11 îêòÿáðÿ 1910 ã.)¿; ¾Ìèñòåð Ôðàíñóà Êîññåðà îáëàäàåò âûñîêèì óðîâíåì êîì-ïåòåíöèè äëÿ ñòðîèòåëüñòâà òîííåëåé,ìîñòîâ, . . . îí ÿâëÿåòñÿ òàêæå âûäàþùèìñÿìàòåìàòèêîì, ïðåçèäåíòîì Ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà. Êðîìå òîãî,îí âíåñ ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàáîòû äëÿ íóæä àðìèè (20 îêòÿáðÿ 1913 ã.)¿.Ô. Êîññåðà óìåð 22 ìàðòà 1914 ãîäà íà 62 ãîäó.Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ñëåäóþùèì ïîñëå íåãî ïðåçèäåíòîì Ôðàíöóçñêîãî ìàòå-ìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà ñòàë Ý. Âåññèî (1865�1952), ïîëó÷èâøèé âñåìèðíóþ èçâåñò-íîñòü ðàáîòàìè ïî ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïï Ëè, ñîçäàâøèé (âìåñòå ñ Ý. Ïèêàðîì)äè��åðåíöèàëüíóþ òåîðèþ �àëóà è ïðèìåíèâøèé òåîðèþ Ôðåäãîëüìà ê äè��å-ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.Ìëàäøèé áðàò � Ýæåí Êîññåðà (ïîëíîå èìÿ Ýæåí-Ìîðèñ-Ïüåð), ðîäèëñÿ 4ìàðòà 1866 ãîäà íà ñåâåðå Ôðàíöèè â ãîðîäå Àìüåíå. Ñ 1883 ïî 1888 ãîäû ó÷èëñÿâ Âûñøåé íîðìàëüíîé øêîëå (E
ole Normale Superieure) â Ïàðèæå, ïî îêîí÷à-íèè êîòîðîé çàíÿë äîëæíîñòü àñòðîíîìà-àññèñòåíòà â îáñåðâàòîðèè ãîðîäà Òóëó-çû. Â 1889 ãîäó çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ ïî ìàòåìàòèêå [3℄, â êîòîðîéðàçâèâàëèñü èäåè Þ. Ïëþêêåðà è �. Äàðáó; ïåðåâåäåí íà äîëæíîñòü àäúþíêòàÀñòðîíîìè÷åñêîé îáñåðâàòîðèè. Ñ 1895 ãîäà � ïðî�åññîð êà�åäðû äè��åðåíöè-



100 Åðî�ååâ Â.È., Âèíîãðàäîâà Þ.Â.àëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ óíèâåðñèòåòà Òóëóçû. Ñ 1908 ãîäà Ý. Êîñ-ñåðà ñòàíîâèòñÿ äèðåêòîðîì Àñòðîíîìè÷åñêîé îáñåðâàòîðèè Òóëóçû è çàíèìàåòýòó äîëæíîñòü äî êîíöà ñâîåé æèçíè (óìåð 31 ìàÿ 1931 ãîäà â âîçðàñòå 65 ëåò).Åãî àñòðîíîìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿùåíû êîëüöàì è ñïóòíèêàì Ñàòóðíà, êî-ìåòàì è äâîéíûì çâåçäàì. Èìåííî êàê àñòðîíîì Ý. Êîññåðà áûë èçáðàí â 1919ãîäó ÷ëåíîì Ôðàíöóçñêîé àêàäåìèè íàóê. Ïî îòçûâàì êîëëåã, ¾. . . ñäåðæàííûé,äîáðûé ÷åëîâåê è ïðèëåæíûé ðàáîòíèê, Ýæåí Êîññåðà áûë îäíîé èç äâèæóùèõñèë â óíèâåðñèòåòå Òóëóçû â òå÷åíèå òðèäöàòè ïÿòè ëåò¿.Î ïîòîìêàõ áðàòüåâ Êîññåðà èçâåñòíî ñëåäóþùåå. Ó Ýæåíà áûë òîëüêî îäèíñûí, îí óìåð íà ðóêàõ ó îòöà â ãîñòèíèöå âî âðåìÿ ïîåçäêè.Åäèíñòâåííàÿ äî÷ü Ôðàíñóà âûøëà çàìóæ çà ìîðñêîãî èíæåíåðà Ýäóàðäà Äà-âî (÷òî èíòåðåñíî, ïåðåâåäøåãî ñ ðóññêîãî ÿçûêà íà �ðàíöóçñêèé êóðñ �èçèêèïåòåðáóðãñêîãî ïðî�åññîðà Î.Ä. Õâîëüñîíà [4℄). Ó íèõ áûëî äâà ñûíà, îäèí èçêîòîðûõ óìåð â 1939 ãîäó, à âòîðîé, Ïüåð-Ôðàíñóà, ïðîæèë äî êîíöà 1980-õ ãîäîâè çàñòàë òðèóì�àëüíîå âîçâðàùåíèå â ìèð òåîðèè ñâîåãî äåäà.Â ïåðèîä ìåæäó 1895 è 1910 ãîäàìè Ý. è Ô. Êîññåðà îïóáëèêîâàëè ñåðèþ ñòàòåéè ìîíîãðà�èþ ïî ìåõàíèêå. Êðîìå òåîðèè êîíòèíóóìà òâåðäûõ òåë, èìåíóåìîãîñåãîäíÿ êîíòèíóóìîì Êîññåðà, â 9-òè ñòàòüÿõ 1898�1901 ãîäîâ áðàòüÿ èçëàãàþò ðå-çóëüòàòû ñâîèõ èññëåäîâàíèé ñïåêòðà ïó÷êà îïåðàòîðîâ ñòàòè÷åñêîé òåîðèè óïðó-ãîñòè äëÿ òðåõìåðíîé èçîòðîïíîé ñðåäû.�àáîòû ïî ñïåêòðó Êîññåðà áûëè ïðîäîëæåíû â 60�70-õ ãîäàõ äâàäöàòîãî âåêàÑ. �. Ìèõëèíûì, ïîêàçàâøèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî èññëåäîâàíèå ñïåêòðà îòêðûâàåòïåðñïåêòèâó ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.Íûíåøíèå èññëåäîâàòåëè ïîëàãàþò, ÷òî â òâîð÷åñêîì ñîþçå áðàòüåâ ãëàâíûìáûë Ôðàíñóà, à Ýæåí ëèøü àññèñòèðîâàë, ¾. . . òîëüêî âíîñèë ïîïðàâêè â âû÷èñ-ëåíèÿ¿ [2℄. Â ïîäòâåðæäåíèå ñêàçàííîãî ïðèâîäèòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïîñëåñìåðòè ñòàðøåãî áðàòà Ýæåí, àêòèâíî ðàáîòàâøèé â íàóêå åùå ïîëòîðà äåñÿòèëå-òèÿ, íå îïóáëèêîâàë áîëåå íè îäíîé ðàáîòû ïî ìåõàíèêå è ñîâñåì íå ïðîïàãàíäè-ðîâàë åîðèþ áîáùåííîãî êîíòèíóóìà.Ñîâðåìåííèêè íå áûëè ñòîëü åäèíîäóøíûìè â ñâîèõ ñóæäåíèÿõ. Èçâåñòíî,÷òî êîãäà Ôðàíñóà ïðåòåíäîâàë íà äîëæíîñòü çàâåäóþùåãî êà�åäðîé ìåõàíèêèÂûñøåé ïîëèòåõíè÷åñêîé øêîëû è êîíêóðèðîâàë ñÆ. Àäàìàðîì èÆ.Æóãå, êòî-òî èç îòâåòñòâåííûõ ëèö âûñêàçàë ñîìíåíèå â åãî ó÷àñòèè â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ,è ïðåäïî÷òåíèå áûëî îòäàíî Æ. Æóãå.Äî íåäàâíèõ ïîð ñ÷èòàëîñü, ÷òî ðàáîòà Êîññåðà ñóùåñòâóåò êàê áû ¾â âàêó-óìå¿, íå èìåÿ íè ïðåäøåñòâåííèêîâ, íè, äîëãîå âðåìÿ, ïîñëåäîâàòåëåé. Íî ýòîíå ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè. ¾Ïðàîòöàìè¿ ïîëÿðíûõ ñðåä ñëåäóåò ñ÷èòàòüßêîáà Áåðíóëëè, êîòîðûé â 1686 ãîäó ââåë â ðàññìîòðåíèå ìîìåíò êîëè÷åñòâàäâèæåíèÿ, è Ëåîíàðäà Ýéëåðà, â 1765 ãîäó îïèñàâøåãî êèíåìàòèêó òâåðäîãî òåëàêîíå÷íûõ ðàçìåðîâ.Äî êîíöà 19-ãî âåêà �èçèêàìè ðàçðàáàòûâàëèñü äâå òåîðèè ý�èðà, êîíêóðè-ðóþùèå ìåæäó ñîáîé. Èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ó÷åíûõ íà ïîçèöèè êâàçèæèäêîãî(ãàçîïîäîáíîãî) ý�èðà ñòîÿëè �. Äåêàðò, Äæ. Ìàêñâåëë, �. Ëîðåíö. Îíè ïðåäïî-ëàãàëè, ÷òî â ý�èðå ñóùåñòâóþò âèõðè èç êàêèõ-òî î÷åíü ìåëêèõ ÷àñòèö. Ïîòîêèýòèõ ÷àñòèö îáðàçóþò ìàãíèòíûå ïîëÿ, à äâèæåíèÿ ÷àñòèö îò îäíîãî çàðÿæåííîãî



Áðàòüÿ Êîññåðà è ìåõàíèêà îáîáùåííûõ êîíòèíóóìîâ 101òåëà ê äðóãîìó îáåñïå÷èâàþò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå. Ïîñëåäîâàòåëü-íûìè ñòîðîííèêàìè êâàçèòâåðäîãî ý�èðà âûñòóïàëè Äæ. Ìàê-Êóëëàã, Â. Òîìñîí(ëîðä Êåëüâèí) è Äæ. Ñòîêñ. Ñîãëàñíî èõ òåîðèÿì ìàãíèòíûå è ýëåêòðè÷åñêèåïîëÿ âîçíèêàþò â ý�èðå â ðåçóëüòàòå îïðåäåëåííîãî âèäà äå�îðìàöèé.Â 1839 ãîäó Äæ. Ìàê-Êóëëàã ïðåäëîæèë ìîäåëü ý�èðíîé ñðåäû êàê óïðóãî-ãî òåëà, íåâîñïðèèì÷èâîãî ê äå�îðìàöèÿì ñæàòèÿ è èçìåíåíèÿ �îðìû, íî ðå-àãèðóþùåãî íà äå�îðìàöèþ êðó÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà.Ïîäðîáíî òåîðèÿ Ìàê-Êóëëàãà èçëîæåíà â êíèãå À.Çîììåð�åëüäà, êîòîðûé çà-ìåòèë, ÷òî ýòà òåîðèÿ, áóäó÷è ÷èñòî ìåõàíè÷åñêîé, õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðèåéýëåêòðîìàãíèòíûõ è îïòè÷åñêèõ ÿâëåíèé Äæ. Ìàêñâåëëà.Âñëåä çà Äæ. Ìàê-Êóëëàãîì Â. Òîìñîí (Êåëüâèí) ñìîäåëèðîâàë ý�èð ñ ïî-ìîùüþ âîë÷êîâ, òî åñòü ðàññìîòðåë ïîëÿðíóþ ñðåäó, ñîñòîÿùóþ èç âðàùàþùèõñÿîñåñèììåòðè÷íûõ ÷àñòèö, ñïîñîáíûõ ñîâåðøàòü áîëüøèå ïîâîðîòû è ïåðåìåùåíèÿîáùåãî âèäà.Ìîäåëü Ìàê-Êóëëàãà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîäåëè Êîññåðà, à ìîäåëüÊåëüâèíà ñëåäóåò ïðè÷èñëèòü ê ¾Êîññåðà-ïîäîáíûì¿ (îïðåäåëåíèå À. Ê. Ýðèíãå-íà) ìîäåëÿì.Âî Ôðàíöèè ñðåäè ñîâðåìåííèêîâ ðàáîòó Ý. è Ô.Êîññåðà îöåíèëè íåìíîãèå,ñîáñòâåííî, òîëüêî òðîå, íî êòî! Ýòî À. Ïóàíêàðå, Ý. Ïèêàð è Ý. Êàðòàí. Î Ý. Êàð-òàíå ñëåäóåò óïîìÿíóòü îñîáî. Åãî, áóäóùåãî àâòîðà êëàññè÷åñêîé êíèãè ¾Òåî-ðèÿ ñïèíîðîâ¿, çíàêîìñòâî ñ òðóäîì Êîññåðà âäîõíîâèëî íà ñîçäàíèå òåîðèè ïðî-ñòðàíñòâ ñ êðó÷åíèåì. Èìåííî ó Êîññåðà îí íàøåë ïîäñêàçêó: ñâÿçàòü òåíçîð êðó-÷åíèÿ ñ âíóòðåííèìè âðàùàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñïëîøíûõ ñðåä, ÷òî, ââîþ î÷åðåäü, ïîçâîëèëî ñâÿçàòü êðó÷åíèå ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè ñ êîíêðåòíûìèñâîéñòâàìè ìàòåðèàëüíûõ ñèñòåì, à èìåííî ñî ñïèíîì. Òàêàÿ ñâÿçü äîñòèãàåò-ñÿ â ðàìêàõ äèíàìè÷åñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèîííûõ âçàèìîäåéñòâèé Ýéíøòåéíà�Êàðòàíà.Â �åðìàíèè òåîðèþ ìèêðîïîëÿðíîãî êîíòèíóóìà ïðîïàãàíäèðîâàë Ê. Õåéí,íåñêîëüêî ëåò ÷èòàâøèé ëåêöèè ïî ìåõàíèêå Êîññåðà â óíèâåðñèòåòå Êàðëñðóý.Ïîäðîáíûé îáçîð êíèãè Ý. è Ô. Êîññåðà îïóáëèêîâàë ïðî�åññîð Ìàññà÷óñåò-ñêîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Ý. Âèëüñîí â àëüìàíàõå ¾Äîñòèæåíèÿ òåî-ðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè¿ çà 1913 ãîä.À äàëåå íà íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé áûëî çàáâåíüå. Íî, âîèñòèíó, èäåÿì Êîññåðà¾. . . êàê äðàãîöåííûì âèíàì, íàñòàíåò ñâîé ÷åðåä¿. Áåç òåîðèè Êîññåðà ìåõàíèêàíå ïîëíà. Ýòà òåîðèÿ âåðíóëàñü â ìèð, è ýòà òåîðèÿ æèâåò ñåãîäíÿ.Â 50-õ ãîäàõ 20 âåêà Ê. Òðóñäåëë (Óíèâåðñèòåò Äæ. �îïêèíñà, Áàëòèìîð,ÑØÀ) îáðàòèë âíèìàíèå íà ïðåäëîæåíèÿ Êîññåðà è âêëþ÷èë èõ â ñâîè îáøèðíûåìîíîãðà�èè. Âñëåä çà íèì òàê æå ïîñòóïèë À.Ê. Ýðèíãåí (Ïðèíñòîí, ÑØÀ). Ïî-ñëå ýòîãî íà÷èíàåòñÿ ìàññîâîå óâëå÷åíèå âîçìîæíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî �îð-ìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ êîíòèíóàëüíûõ òåîðèé. Âàæíåéøóþ ðîëü ñûãðàë ïåðâûéïðèìåð êîíêðåòíîãî ïðèëîæåíèÿ äèíàìèêè Êîññåðà ê òåîðèè æèäêèõ êðèñòàëëîâ(Ý.Ë. Àýðî è Äæ. Ýðèêñåí).Îáîáùåííûå êîíòèíóóìû ïðåäñòàâëÿþò êàê òåîðåòè÷åñêèé, òàê è ïðàêòè÷å-ñêèé èíòåðåñ è çàñëóæèâàþò âíèìàíèÿ, êàê òåîðåòèêîâ, òàê è ýêñïåðèìåíòàòîðîâ,ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ ìåõàíèêè è �èçèêè.



102 Åðî�ååâ Â.È., Âèíîãðàäîâà Þ.Â.Àêòóàëüíîñòü òàêèõ èññëåäîâàíèé ïîâûøàåòñÿ è òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî, âñóùíîñòè, äëÿ âñåõ ïðèðîäíûõ è èñêóññòâåííûõ ìàòåðèàëîâ è ñèñòåì ïðîÿâëÿþò-ñÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñ-øòàáà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáîáùåííûå êîíòèíóóìû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðàçðàáîòêåíîâûõ ìåòàëëóðãè÷åñêèõ òåõíîëîãèé, ïîçâîëÿþùèõ ñèíòåçèðîâàòü èñêóññòâåííûåìàòåðèàëû ñ óïðàâëÿåìîé ìèêðîñòðóêòóðîé. Îíè ïîìîãàþò ïðîãíîçèðîâàòü ïî-âåäåíèå òàêèõ õðóïêèõ ìàòåðèàëîâ, êàê áåòîí èëè ëåä. Íåêîòîðûå ìåòîäû òåõ-íè÷åñêîé äèàãíîñòèêè è íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ áàçèðóþòñÿ íà óñðåäíåííûõìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâàõ îáîáùåííûõ êîíòèíóóìîâ. Áîëüøèå íàäåæäû âîçëàãà-þòñÿ íà ìîäåëèðîâàíèå, áàçèðóþùååñÿ íà êîíöåïöèÿõ îáîáùåííûõ êîíòèíóóìîâ,äëÿ óñïåøíîãî è ñêîðåéøåãî ðàçâèòèÿ íàíîòåõíîëîãèé. Îáîáùåííûå êîíòèíóó-ìû, òàêèå, êàê ìèêðîïîëÿðíûå èëè îðèåíòèðîâàííûå ìàòåðèàëû, ìèêðîìîð�íûéêîíòèíóóì, âûñîêîãðàäèåíòíûå ìàòåðèàëû, òåëà ñî ñëàáûìè èëè ñèëüíûìè íåëî-êàëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ïðèâëåêàþòñÿ, òàêæå, ïðè ðàçðàáîòêå èíòåãðàëüíûõìíîãîìàñøòàáíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð. Òàêèå êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèèèìåþò öåëüþ îáúåäèíåíèå ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáîâ â îäíîé ÷èñ-ëåííîé ñõåìå. Íà÷àëî áåðåòñÿ â êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîì îïèñàíèè, ìîäåëèðîâàíèèïðîöåññîâ íà àòîìàðíîì, ìîëåêóëÿðíîì, ìèêðîñêîïè÷åñêîì è, çàòåì, êîíòèíóàëü-íîì ìàñøòàáàõ.Â 2009 ã. ê ñòîëåòíåìó þáèëåþ ìîíîãðà�èÿ Ý. è Ô. Êîññåðà ïåðåèçäàíà íà�ðàíöóçñêîì ÿçûêå. Äóìàåòñÿ, ÷òî ïðèøëî âðåìÿ äëÿ âûõîäà â ñâåò è ðóññêîéâåðñèè ýòîé ýïîõàëüíîé êíèãè.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Cosserat E. et F. Theorie des 
orps deformables. Paris: Librairie S
ienti�que A. Hermannet Fils, 1909. 226 p.[2℄ Pommaret J. F. Lie-pseudogroups and me
hani
s. Gordon and Brea
h S
ien
e, 1988.590 p.[3℄ Cosserat E. Sur le 
er
le 
onsidere 
omme element Generateur de L'Espa
e / Diss. Paris,1889.[4℄ Chwolson O.D. Traite de physique. Ouvrage traduit sur les editions russe et allemandeper E. Davaux. Edition revue et 
onsiderablement augmentee per l'Auteur, suivie denotes sur la physique theorique pur E. et F. Cosserat. Tome 1: Me
anique. Etats de lamatiere. A
oustique, vii + 1092 pp., 1908. Tome 2: L'Energie rayonnaute. 1188 pp., 1909.Paris: Librairie S
ienti�que A. Hermann et Fils.Erofeyev V. I., Vinogradova Yu.V. The 
osserat brothers and generalized 
ontinuumme
hani
s. This paper presents an overview of the major milestones in the life and resear
ha
tivity of Eugene and Fran
ois Cosserat � the founders of generalized 
ontinuum me
hani
s.The 
urrent status and future prospe
ts of generalized 
ontinuum me
hani
s are dis
ussed.



Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÝËÅÊÒ�ÎÔÎ�ÅÇÀ Â ÍÎ�ÌÀËÜÍÎÉ ÔÎ�ÌÅÆóêîâ Ì.Þ.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðèâåäåíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíîé �îðìû óðàâíåíèé ýëåêòðî�îðåçà �ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà. Àíàëèòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà Õà-àíòüåñà ïîêàçàëè, ÷òî ñèñòåìà ýëåêòðî�îðåçà äëÿ ñëàáûõ ýëåêòðîëèòîâ íå èìååò èíâà-ðèàíòîâ �èìàíà.Ââåäåíèå. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. íàïðèìåð, [1℄), ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòîâ �èìàíà äëÿ ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷å-ñêîãî òèïà
∂ui
∂t

+ Aik(u)
∂uk
∂x

= 0 (1)ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â íóëü êîìïîíåíò òåíçîðà Õààíòüåñà Hk
ij , âû÷èñëÿåìîãî ïîêîìïîíåíòàì ìàòðèöû Aik ïðè ïîìîùè òåíçîðà Íèéåíõåéñà Nk
ij

Nk
ij = Asi∂sA

k
j − Asj∂sA

k
i + Aks∂jA

s
i −Aks∂iA

s
j , (2)

Hk
ij = AksA

s
rN

r
ij − AksN

s
rjA

r
i −AksN

s
irA

r
j +Nk

srA
s
iA

r
j.Ïðèìåíåíèå óêàçàííîãî êðèòåðèÿ ê ðàçëè÷íûì ñèñòåìàì óðàâíåíèé, îïèñû-âàþùèõ ïðîöåññû ïåðåíîñà ìàññû ïðè ïîìîùè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ýëåêòðî�î-ðåç), âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ çàòðóäíåíî, òàê êàê â ñâîåì èñõîäíîì âèäå ýòè óðàâíåíèÿíå çàïèñàíû â íîðìàëüíîé �îðìå (1). Â ÷àñòíîñòè, ïîìèìî äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, óðàâíåíèÿ ýëåêòðî�îðåçà ñîäåðæàò àëãåáðà-è÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ (îãðàíè÷åíèÿ), ÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì íåïîñðåäñòâåííîåâû÷èñëåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà Õààíòüåñà. Â äàííîé ðàáîòå, äëÿ óðàâíåíèé îïè-ñûâàþùèõ ýëåêòðî�îðåç â ðàñòâîðå ñëàáûõ ýëåêòðîëèòîâ, ïðèâåäåíà ïðîöåäóðà,ïîçâîëÿþùàÿ çàïèñàòü òàêèå óðàâíåíèÿ â íîðìàëüíîé �îðìå (1). Ñèìâîëüíûå âû-÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî óêàçàííàÿ ñèñòåìà íå èìååò èíâàðèàíòîâ �èìàíà, òî åñòüêîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþùåãî òåíçîðà Õààíòüåñà íå îáðàùàþòñÿ â íóëü.1. Óðàâíåíèÿ ýëåêòðî�îðåçà â ñëó÷àå ñëàáûõ ýëåêòðîëèòîâ. Ñèñòåìàóðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ ïåðåíîñà ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì êîìïîíåíò âîä-íîãî ðàñòâîðà, ñîñòîÿùåãî èç íàáîðà ñëàáûõ êèñëîò è îäíîãî ñëàáîãî îñíîâàíèÿ,â áåçäè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä [2℄

∂ui
∂t

+
∂

∂x

{
µiθi(h)ui

s0

}
= 0, θi(h) =

Ki

Ki + h
, i = 1, . . . , n, (3)

∂u0

∂t
− ∂

∂x

{
µ0θ0(h)u0

s0

}
= 0, θ0(h) =

h

K0 + h
, (4)

θ0(h)u0 =

n∑

m=1

θm(h)um, (5)
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s0 =

n∑

m=1

(µm + µ0)θm(h)um. (6)Çäåñü ui � êîíöåíòðàöèè êèñëîò (i = 1, . . . , n) îñíîâàíèÿ (i = 0), h� êîíöåíòðàöèÿèîíîâ âîäîðîäà, µk � ïîäâèæíîñòè, θk(h) � ñòåïåíè äèññîöèàöèè, Ki � êîíñòàíòûäèññîöèàöèè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, s0 � ïðîâîäèìîñòü ðàñòâîðà.Óêàæåì, ÷òî âåëè÷èíû ui (i = 0, . . . , n), h ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè, à âñå êîí-ñòàíòû Ki, µi ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè. Â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå óðàâíåíèÿ (3), (4) �äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, (5) óðàâ-íåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ h ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, à óðàâíåíèå (6) � îïðåäåëÿ-þùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ s0. Èìåííî íàëè÷èå àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (5) è çà-òðóäíÿåò íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå òåíçîðà Õààíòüåñà.Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñèñòåìà (3)�(6) èìååò äâà î÷åâèäíûõ èíòåãðàëà
Ω(x) = u0 −

n∑

m=1

um, (7)
R(x) =

n∑

m=1

µm + µ0

µm
um. (8)2. Çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ñóùåñòâóþò çàìåíû ïåðåìåííûõ, ïîçâîëÿþùèåóìåíüøèòü êîëè÷åñòâî äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ëåãêî ðàçðåøèòü àëãåáðà-è÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ h. Îäíó èç òàêèõ çàìåí ïåðåìåííûõ óäîáíî ïðîâåñòè â äâàýòàïà. Ïåðâûé ýòàï � ïåðåõîä ê ïåðåìåííûì ai, h

ui = (Ki + h)ai, i = 0, . . . , n. (9)Ïîñëå çàìåíû (9) èñõîäíàÿ ñèñòåìà (3)�(6) è èíòåãðàëû (7), (8) ïðèíèìàþò âèä
∂

∂t
{(Ki + h)ai} +

∂

∂x

{
µiKiai
s0

}
= 0, i = 1, . . . , n, (10)

∂

∂t
{(K0 + h)a0} −

∂

∂x

{
µ0ha0

s0

}
= 0, (11)

ha0 =

n∑

m=1

Kmam, (12)
s0 =

n∑

m=1

(µm + µ0)Kmam. (13)
Ω(x) = a0(K0 + h) −

n∑

m=1

am(Km + h) = a0K0 − h

n∑

m=1

am, (14)
R(x) =

n∑

m=1

µm + µ0

µm
(Km + h)am. (15)Íåèçâåñòíûìè â ñèñòåìå (10)�(13) ÿâëÿþòñÿ ai, h (i = 0, . . . , n).



Óðàâíåíèÿ ýëåêòðî�îðåçà â íîðìàëüíîé �îðìå 105Âòîðîé ýòàï çàìåí ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
a0 çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ èíòåãðàëà (14) è, �àêòè÷åñêè, îò h, äëÿ êîòîðîãî ïîëó-÷àåòñÿ ÿâíîå ñîîòíîøåíèå. Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ

ai = a0wi i = 1, . . . , n (16)ñèñòåìà (10)�(14) ïðèíèìàåò âèä
∂

∂t
{(Ki + h)a0wi} +

∂

∂x

{
µiKiwi
s

}
= 0, i = 1, . . . , n, (17)

h =
n∑

m=1

Kmwm, (18)
s =

n∑

m=1

(µm + µ0)Kmwm, (s0 = a0s). (19)
a0 =

Ω(x)

K0 − h
n∑

m=1

wm

. (20)Èíòåãðàë (15) (ñ ñîõðàíåíèå ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèé) çàïèøåòñÿ â �îðìå
R(x)

Ω(x)
= (K0 − h

n∑

m=1

wm)

n∑

m=1

µm + µ0

µm
(Km + h)wm.Îêîí÷àòåëüíî ñèñòåìó (17)�(20) óäîáíî çàïèñàòü â �îðìå (òîëüêî äëÿ ïåðå-ìåííûõ wi, i = 1, . . . , n)

Ω(x)
∂

∂t

{
(Ki + h)wi
K0 − hw

}
+

∂

∂x

{
µiKiwi
s

}
= 0, i = 1, . . . , n, (21)ãäå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ h, s, w èìåþò âèä

s =
n∑

m=1

(µm + µ0)Kmwm, h =
n∑

m=1

Kmwm, w =
n∑

m=1

wm. (22)Ñèñòåìà (22), ïî-ïðåæíåìó, èìååò èíòåãðàë
R(x)

Ω(x)
= (K0 − hw)

n∑

m=1

µm + µ0

µm
(Km + h)wm. (23)Îò ìíîæèòåëÿ Ω(x) â (21) ëåãêî èçáàâèòüñÿ, íàïðèìåð, çàìåíîé (ïî-êðàéíåéìåðå, â ñëó÷àå çíàêîîïðåäåëåííîé �óíêöèè Ω(x))

y(x) =

x∫

0

Ω(x) dx,
∂

∂x
= Ω(x)

∂

∂y
. (24)



106 Æóêîâ Ì.Þ.3. Ïðèâåäåíèå ê íîðìàëüíîé �îðìå. Ââåäåì ìàòðèöû
Bij =

∂

∂wj

{
(Ki + h)wi
K0 − hw

}
, Aij =

∂

∂wj

{
µiKiwi
s

}
, (25)êîòîðûå ïîñëå âñåâîçìîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Bij = δij
Ki + h

K0 − hw
+ wi

Kj(K0 +Kiw) + h(Ki + h)

(K0 − hw)2
, Aij = δij

µiKi

s
− µiKiwi

s2
. (26)Ñèñòåìà (21), (22) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (äàëåå âñå ñóììèðîâàíèÿ îò 1 äî n)

Ω(x)
∑

j

Bij
∂wj
∂t

+
∑

j

Aij
∂wj
∂x

= 0. (27)Äàííàÿ ñèñòåìà óæå íå ñîäåðæèò àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, íî âñå åùå îòëè÷àåò-ñÿ îò íîðìàëüíîé �îðìû (1). Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìàòðèöà Aij âûðîæäåíà(èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå ñèñòåìà èìååò èíòåãðàë (23))
∑

j

Aijwj ≡ 0. (28)Íàïðîòèâ, ìàòðèöà B îáðàòèìà è ñèñòåìó (27) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â íîðìàëü-íîé �îðìå
Ω(x)

∂wj
∂t

+
∑

j

Mij
∂wj
∂x

= 0, (29)ãäå ∑

r

BirMrj = −Aij , (30)Ê ñîæàëåíèþ, çàïèñü êîìïîíåíò îáðàòíîé ìàòðèöû B−1 äîâîëüíà ãðîìîçäêàè çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ëèøü óêàçàíèåì ïðîñòîãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû M ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
βi =

(K0 +Kiw)wi
(Ki + h)(K0 − hw)

, γi =
hwi

K0 − hw
, Fij =

−(K0 − hw)Aij
(Ki + h)

.Òîãäà (30) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
Mij + βipj + γiqj = Fij , pj =

∑

r

KrMrj , qj =
∑

r

Mrj . (31)Ñóììèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (31) è, ñîîòâåòñòâåííî, óìíîæàÿ (31) íà Ki è ñóììè-ðóÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ pj, qj
pj
∑

r

βr + qj

(
1 +

∑

r

γr

)
=
∑

r

Frj ,

pj

(
1 +

∑

r

Krβr

)
+ qj

∑

r

Krγr =
∑

r

KrFrj.



Óðàâíåíèÿ ýëåêòðî�îðåçà â íîðìàëüíîé �îðìå 107�åøàÿ ýòó ñèñòåìó (�àêòè÷åñêè äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ), ïîëó÷èì ìàòðèöó
Mij = Fij − βipj − γiqj .Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ ñèñòåìà (3)�(6) ïðèâåäåíà ê íîðìàëüíîé �îðìå (29)èëè (1). Êàê óæå óêàçûâàëîñü, îò ìíîæèòåëÿ Ω(x) â (29) ëåãêî èçáàâèòüñÿ ïðèïîìîùè çàìåíû (24). Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå èíâàðèàíòîâ �èìàíà, íîðìàëüíàÿñèñòåìà óðàâíåíèé óäîáíà äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ñõåì ðàñ÷åòà, òàê êàê ïðèâû÷èñëåíèÿõ íå òðåáóåò ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà êàæäîì âðåìåííîìøàãå.Êîìïüþòåðíûå ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà Õààíòüåñà (2) ïî-êàçàëè, ÷òî äëÿ n = 3, 4, 5 êîìïîíåíòû òåíçîðà Õààíòüåñà íå îáðàùàþòñÿ â íóëüòîæäåñòâåííî è, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ ñèñòåìà íå èìååò èíâàðèàíòîâ �èìàíà.Äëÿ n > 5 ïðîâåäåíèå âû÷èñëåíèé îãðàíè÷èâàåòñÿ êîìïüþòåðíûìè ðåñóðñàìè,îäíàêî, ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî ïðè ýòîì òåíçîð Õààíòüåñà áóäåò ðàâåí íóëþ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ: ¾Èññëåäîâàíèÿ è ðàç-ðàáîòêè ïî ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî êîì-ïëåêñà �îññèè íà 2007�2013 ãîäû¿ (ãîñêîíòðàêò 16.516.11.6106), ¾Íàó÷íûå è íàó÷-íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãã., ãîñêîíòðàêò14.740.11.0877, ãðàíòîâ �ÔÔÈ 10-05-00646, 11-05-01138, 11-05-91052, 10-01-00452,è ÀÔ�È�/CRDF RUM1�2943�RO�09.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ïàâëîâ Ì.Â., Ñâèíîëóïîâ Ñ.È., Øàðèïîâ �.À.Èíâàðèàíòíûé êðèòåðèé ãèäðîäèíà-ìè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîñòè // Ôóíê. àíàëèç è åãî ïðèë. 1996. Ò. 30, âûï. 1. Ñ. 18�29.[2℄ Æóêîâ Ì.Þ. Ìàññîïåðåíîñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âî �îñòîâ-ñêîãî óíèâåðñèòåòà, 2005. 215 
.Zhukov M.Yu. Normal form of the ele
trophoresis equations. Normal form of theele
trophoresis equations is obtained. This system is the equations of hydrodynami
 type. Weshow that for weak ele
trolytes system the ele
trophoresis equations have nonzero Haantjestensor and have not the Riemann invariants.



ÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÛ �ÈÌÀÍÀ ÄËß ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÎÉÌÎÄÅËÈ ÇÎÍÀËÜÍÎ�Î ÝËÅÊÒ�ÎÔÎ�ÅÇÀÆóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÄëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ïðîöåññ ïåðåíîñà ïðèìåñåé ýëåêòðè÷åñêèìïîëåì â ïðîñòðàíñòâåííî ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, ïîëó÷åíû èíâàðèàíòû �èìàíà. Ïîñòðîåíîàâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âîëíàì ðàçðåæåíèÿ.Ââåäåíèå. Ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòîâ �èìàíà äëÿ ñèñòåì êâàçèëèíåéíûõãèïðåáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïîñòðîåíèå ðåøåíèé òàêèõ ñè-ñòåì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ íàëè÷èå èíâàðèàí-òîâ �èìàíà ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ðåøèòü çàäà÷ó î ðàñïàäå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãîíà÷àëüíîãî ðàçðûâà (çàäà÷à �èìàíà) äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ çî-íàëüíûé ýëåêòðî�îðåç [1℄. Â ïðîñòðàíñòâåííî ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îáùàÿ ñõåìàïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ �èìàíà îòñóòñòâóåò. Â äàííîé ðàáîòå óäàëîñü ïîñòðîèòüèíâàðèàíòû �èìàíà è èñïîëüçîâàòü èõ ïðè êîíñòðóèðîâàíèÿ àâòîìîäåëüíîãî ðå-øåíèÿ ìíîãîìåðíîé çàäà÷è çîíàëüíîãî ýëåêòðî�îðåçà. Â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãîñëó÷àÿ, âìåñòî îäíîãî ñîðòà àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé èìååòñÿ ìíîæåñòâî ðàçëè÷-íûõ òèïîâ òàêèõ ðåøåíèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Ïðîöåññ ïåðåíîñà âåùåñòâà ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåìïðè çîíàëüíîì ýëåêòðî�îðåçå â îáùåì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèéâ áåçäè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè (ïåðåìåííûå áåçðàçìåðíûå) [1℄
∂ck
∂t

+ div ik = 0, ik = µkckE, k = 1, . . . , n, (1)
div j = 0, j = σE, E = −∇ϕ,ãäå ck, ik � êîíöåíòðàöèÿ è ïëîòíîñòü ïîòîêà êîíöåíòðàöèè, µk � ïîäâèæíîñòüêîìïîíåíòû, ϕ, E � ïîòåíöèàë è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, j � ïëîò-íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, σ � ïðîâîäèìîñòü ñìåñè.Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè ñìåñè îò êîíöåíòðàöèé çàäàåòñÿñîîòíîøåíèåì

σ = σ0

(
1 +

n∑

k=1

αkck

)
, (2)ãäå αk � êîý��èöèåíò âëèÿíèÿ êîíöåíòðàöèè íà ïðîâîäèìîñòü ñìåñè, σ0 � ïðî-âîäèìîñòü ÷èñòîé ñìåñè (äàëåå ïîëàãàåì σ0 = 1).Èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû (1), (2) ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà j, ïîëó÷èì

∂uk
∂t

− (1 + s)∇ϕ · ∇
(
µkuk
1 + s

)
= 0, s =

n∑

k=1

uk,



Èíâàðèàíòû �èìàíà äëÿ ìíîãîìåðíîé ìîäåëè çîíàëüíîãî ýëåêòðî�îðåçà 109
∇(1 + s) · ∇ϕ+ (1 + s)∆ϕ = 0,ãäå uk = αkck � ý��åêòèâíûå êîíöåíòðàöèè, êîòîðûå ìîãóò, â çàâèñèìîñòè îòçíàêà αk, áûòü ëèáî ïîëîæèòåëüíûìè, ëèáî îòðèöàòåëüíûìè.Ââîäÿ äè��åðåíöèðîâàíèå âäîëü íàïðàâëåíèÿ ∇ϕ

∂

∂ξ
= −(1 + s)∇ϕ · ∇,�îðìàëüíî èìååì ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíóþ ñèñòåìó êâàçèëèíåéíûõ óðàâíå-íèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂uk
∂t

+
∂

∂ξ

(
µkuk
1 + s

)
= 0, s =

n∑

k=1

uk,êîòîðàÿ, êàê õîðîøî èçâåñòíî ([1℄), ïðèâîäèòñÿ ê èíâàðèàíòàì �èìàíà
∂Rk

∂t
+ λk(R)

∂Rk

∂ξ
= 0, λk = Rk

n∏

i=1

Ri

µi
, σ = 1 + s =

n∏

i=1

µi
Ri

> 0. (3)Èíâàðèàíòû �èìàíà Rk ïî èçâåñòíûì êîíöåíòðàöèÿì ui îïðåäåëÿþòñÿ êàêêîðíè ïîëèíîìà
L(R) ≡

n∏

k=1

(µk − R) − R

n∑

j=1

uj

n∏

k=1
k 6=j

(µk −R), L(R) = 0.Îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
us =

µs − Rs

µs

n∏

k=1

µk
Rk

n∏

k=1
k 6=s

µs − Rk

µs − µk
.Âîçâðàùàÿñü ê ïðîñòðàíñòâåííî ìíîãîìåðíîìó ñëó÷àþ, ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿîïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ �èìàíà Rk è äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëå-íèÿ ïîòåíöèàëà ϕ

∂Rk

∂t
− Rk∇ϕ · ∇Rk = 0, ∆ϕ−

n∑

i=1

∇Ri

Ri
· ∇ϕ = 0. (4)Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñèñòåìó (4) íå óäàåòñÿ çàïèñàòü â �îðìå (3). Â ÷àñò-íîñòè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñêîðîñòè Rk∇ϕ, êîòîðûì â (3) ñîîòâåòñòâóþò λk, íåóäàåòñÿ çàïèñàòü ÿâíî â âèäå çàâèñèìîñòåé îò èíâàðèàíòîâ �èìàíà � äëÿ èõ îïðå-äåëåíèÿ ïðèõîäèòüñÿ ðåøàòü äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå. Â ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõîáëàñòåé óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ ñëåäóåò äîïîëíèòü êðàåâûìè óñëîâèÿìè,êîòîðûå ìîãóò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü êàðòèíó ýâîëþöèè êîìïîíåíò ñìåñè ïðè ðàç-äåëåíèè. Îïèñàííûé ý��åêò, êîíå÷íî æå, íå áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ â ïðîñòðàíñòâåííîîäíîìåðíîì ñëó÷àå.



110 Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.2. Àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå. Äëÿ ñèñòåìû (4) óäàåòñÿ ïîñòðîèòü àâòîìî-äåëüíîå ðåøåíèå, ðàçûñêèâàÿ òàêîå ðåøåíèå â âèäå
Rk = tαrk(z), ϕ = −βtγΦ(z), z = xtβ , β 6= 0. (5)Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèé

γ + 2β + α + 1 = 0ïîëó÷èì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ �óíêöèé íåçàâèñèìîé ïåðå-ìåííîé z

αrk + βz · ∇zrk + βrk∇zΦ · ∇zrk = 0, ∆zΦ −
n∑

k=1

∇zrk · ∇zΦ

rk
= 0, (6)ãäå ∇z � îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî àâòîìîäåëüíûì ïåðåìåííûì z.Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîë â âûáîðå ðåøåíèé âèäà (5) çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åìâ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíîì ñëó÷àå.Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ñèòóàöèåé, êîãäà Rk çàâèñèò ëèøü îò z, ò. å. α = 0. Òîãäà

α = 0, γ + 2β + 1 = 0 (7)è ñèñòåìà (6) ïðèìåò âèä
(zθk + ∇zΦ) · ∇zθk = 0, ∆zΦ −

n∑

k=1

z · ∇zθk = 0, θk =
1

rk
. (8)Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé äëÿ èíâàðèàíòîâ �èìàíà (â äàííîìñëó÷àå θk òàêæå èíâàðèàíòû �èìàíà) äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ.Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, èìååòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, n ðåøåíèé äàííîé ñè-ñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèõ öåíòðèðîâàííûì âîëíàì ðàçðåæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ èí-âàðèàíòû �èìàíà θi = 
onst (i 6= k, k = 1, . . . , n), à θk = θk(z). Â ýòîì ñëó÷àåñèñòåìà (8) îïðåäåëÿåò ëèøü äâå íåèçâåñòíûå �óíêöèè: θk è ϕ.Îïóñêàÿ èíäåêñ k, çàïèøåì

(zθ + ∇zΦ) · ∇zθ = 0, ∆zΦ − z · ∇zθ = 0.×àñòíîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
∇zΦ = −zθ, 2z · ∇zθ +mθ = 0,ãäå m � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.Ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ �óíêöèè θëåãêî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Îäíàêî, ïðîùå ðåøàòü ñèñòåìó, èñïîëüçóÿóñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè, òî åñòü ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè Φ

Φzizk
= −ziθzk

= Φzkzi
= −zkθzi

, i 6= k.
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θzi

θ
= −m

2

zi
|z|2 , |z|2 =

n∑

k=1

z2
k, i = 1, . . . , n.Èíòåãðèðóÿ, âûâîäèì (âîçâðàùàÿ èíäåêñû äëÿ âåëè÷èí θ)

θk = A|z|−m/2, −∇zΦ = Az|z|−m/2, θi = 
onst, i 6= k, (9)ãäå A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.3. Âîëíà ðàçðåæåíèÿ. �åøåíèå (9) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âîëíû ðàçðåæåíèÿäëÿ ïðîñòðàíñòâåííî ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ è ÷àñòè÷íî ðåøèòü çàäà÷ó î ðàñïàäåíà÷àëüíîãî ðàçðûâà äëÿ óðàâíåíèé (4).Ïóñòü èìååòñÿ íà÷àëüíûé ðàçðûâ âèäà
θk(|x0| ∓ 0, 0) = θ∓k , θ−k 6= θ+

k , θi(|x0| ∓ 0, 0) = θ 0
i , i = 1, . . . , n, i 6= k. (10)ãäå θ∓k , θ 0

i � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, |x0| � ðàäèóñ ñ�åðû â m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,íà êîòîðîé èìååòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé ðàçðûâ â ìîìåíò t = 0.Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì
0 < θ−k < θ+

k . (11)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíà ïîñòîÿííàÿ ñèëà òîêà I, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé
I = |j|Sn, Sm = ηm|x|m−1, (12)ãäå Sm � ïëîùàäü ñ�åðû â m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (η1 = 1, η2 = 2π, η3 = 4π).Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1), (2) äëÿ j, (9) äëÿ ∇zΦ è (3) äëÿ σ, èìååì

|I| = |β|A2ηmt
(2−m)β+γ

n∏

i=1

µi

n∏

i=1,i6=k

θ 0
i . (13)Äëÿ òîãî, ÷òîáû |I| íå çàâèñåëà ïðè ïîñòîÿííîì |z| îò âðåìåíè, òðåáóåì

(2 −m)β + γ = 0.Ñ ó÷åòîì (7) èìååì
β = − 1

m
, γ =

2 −m

m
.Ñîîòíîøåíèå (13) ïðè èçâåñòíûõ |I|, β, µi, θ 0

i ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîíñòàíòó A.Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ íà çàäíåì |z| = |z−| è ïåðåäíåì |z| = |z+|�ðîíòàõ âîëíû ðàçðåæåíèÿ
θ∓k = A|z∓|ïîçâîëÿþò ïðè èçâåñòíûõ θ∓k , îïðåäåëèòü âåëè÷èíû |z∓|.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |z| = |x|tβ, âûâîäèì

|x−| = |x0| + |z−|t1/m, |x+| = |x0| + |z+|t1/m.



112 Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå k-îé âîëíå ðàçðåæåíèÿ áóäåò
θk =






θ−k , |z| < |z−|,
θk(z), |z−| < |z| < |z+|,
θ+
k , |z+| < |z|,

Rk = rk =
1

θk
. (14)Óñëîâèÿ (11) ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà |z+| > |z−|.Øèðèíà îáëàñòè, çàíèìàåìîé âîëíîé ðàçðåæåíèÿ, î÷åâèäíî, áóäåò

δ(t) = |x+| − |x−| = (|z+| − |z−|)t1/m.Òàêèì îáðàçîì, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (m = 1) øèðèíà îáëàñòè ðàñòåò êàê O(t),â äâóìåðíîì ñëó÷àå (m = 2) � êàê O(t1/2) è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (m = 3) � êàê
O(t1/3). Ñêîðîñòè äâèæåíèÿ �ðîíòîâ âîëíû ðàçðåæåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïðî-ñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè m = 1, 2, 3 , áóäóò O(1), O(t−1/2) è O(t−2/3). Çíà÷åíèÿ m > 3�èçè÷åñêè íå ìîòèâèðîâàíû, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ çàäà÷è î ïåðåíîñå ïðèìåñèýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì.Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåäåíèåì øèðèíû îáëàñòè çîíû âåùå-ñòâà ìîæíî óïðàâëÿòü (çàìåäëÿòü åå ðîñò), ïðîâîäÿ ïðîöåññ ðàçäåëåíèÿ ëèáî â öè-ëèíäðå, ëèáî â øàðå, çàäàâàÿ èçìåíåíèå ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ âäîëü ðàäèóñà öè-ëèíäðà èëè øàðà. Â òåîðèè ýëåêòðî�îðåçà ïðîöåññ �ðàêöèîíèðîâàíèÿ â óêàçàí-íûõ îáëàñòÿõ íàçûâàåòñÿ òðàíñ�îðåçîì.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ: ¾Èññëåäîâàíèÿ è ðàç-ðàáîòêè ïî ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî êîì-ïëåêñà �îññèè íà 2007�2013 ãîäû¿ (ãîñêîíòðàêò 16.516.11.6106), ¾Íàó÷íûå è íàó÷-íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãã., ãîñêîíòðàêò14.740.11.0877, ãðàíòîâ �ÔÔÈ 10-05-00646, 11-05-01138, 11-05-91052, 10-01-00452,è ÀÔ�È�/CRDF RUM1�2943�RO�09.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Æóêîâ Ì.Þ. Ìàññîïåðåíîñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âî �îñòîâ-ñêîãî óíèâåðñèòåòà, 2005. 215 
.Zhukov M.Yu., Shiryaeva E.V. The Riemann invariants for multi-dimensional zonalele
trophoresis model. In the 
ase equations des
ribed transport of the impurities by an ele
tri
�eld the Riemann invariants are obtained. A self-similar solutions 
orresponding to rarefa
tionwaves are 
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ted.



ÎÁÎÁÙÅÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ËÀÌÅ ÄËß ÓÏ�Ó�Î�Î ØÀ�ÀÇåëåíèíà À.À., Çóáîâ Ë.Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà çàäà÷à íåëèíåéíîé ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ïîëîãî øàðà, íà-ãðóæåííîãî ïî âíåøíåé è âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòÿì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè äàâ-ëåíèÿìè è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì êðóòÿùèì (¾ñâåðëÿùèì¿) ìîìåíòîì. Ïîëóîá-ðàòíûì ìåòîäîì çàäà÷à ñâåäåíà ê ñèñòåìå äâóõ íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îáíàðóæåíî ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè îòñóò-ñòâèè âíåøíèõ íàãðóçîê, êîòîðîå îïèñûâàåò ñîáñòâåííûå íàïðÿæåíèÿ â óïðóãîé ñ�å-ðå, âîçíèêàþùèå â ìèêðîïîëÿðíîì òåëå âñëåäñòâèå êèíåìàòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ïîëÿâðàùåíèé îò ïîëÿ ïåðåìåùåíèé. Äëÿ ìîäåëè �èçè÷åñêè ëèíåéíîãî ìèêðîïîëÿðíîãî òåëàíàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ íàïðÿæåíèÿõ.1. Èñõîäíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé íåëèíåéíîé ñòàòèêè ìèêðî-ïîëÿðíîé óïðóãîé ñðåäû, íàçûâàåìîé òàêæå êîíòèíóóìîì Êîññåðà ñîñòîèò [1�4℄èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé
divD + ρb = 0, divG + (CT · D)× + ρl = 0 (1)óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ

D = P · H, G = K · H, P =
∂W

∂E
, K =

∂W

∂L
(2)

W = W (E,L)è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé
E = C ·HT , C = gradR, R = Xkik

L× I = −(gradH) · HT , L =
1

2
rk ⊗

(
∂H

∂qk

)

×

rs =
∂xm
∂qs

im, rk · rs = δs
k

(3)
Â (1)�(3) D è G � òåíçîðû íàïðÿæåíèé è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé òèïà Ïèîëû, Pè K � òåíçîðû íàïðÿæåíèé è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé òèïà Êèðõãî�à, ρ � ïëîò-íîñòü ñðåäû â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè, b è l � ìàññîâûå âåêòîðíûå ïëîòíîñòèðàñïðåäåëåííûõ ñèë è ìîìåíòîâ, C � ãðàäèåíò äå�îðìàöèè (òåíçîð äèñòîðñèè),
H � ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíîå òåíçîðíîå ïîëå ìèêðîïîâîðîòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõâðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ÷àñòèö ìîìåíòíîé ñðåäû,W � óäåëüíàÿ ñâîáîäíàÿýíåðãèÿ, E � ìåðà äå�îðìàöèè, L � òåíçîð èçãèáíîé äå�îðìàöèè, I � åäèíè÷íûéòåíçîð, Xk, k = (1, 2, 3) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ÷àñòèö äå�îðìèðîâàííîãî òåëà(ýéëåðîâû êîîðäèíàòû), ik � êîîðäèíàòíûå îðòû, δsk � ñèìâîë Êðîíåêåðà, div,
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grad � îïåðàòîðû äèâåðãåíöèè è ãðàäèåíòà â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè ìàòåðèàëü-íîãî òåëà (ò. å. â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ). Â êà÷åñòâå ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòìîæíî èñïîëüçîâàòü äåêàðòîâû xs èëè êðèâîëèíåéíûå qs (s = 1, 2, 3) êîîðäèíàòûîòñ÷åòíîé (íåäå�îðìèðîâàííîé) êîí�èãóðàöèè óïðóãîãî òåëà. Ñèìâîë A× îçíà-÷àåò âåêòîðíûé èíâàðèàíò òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà A = Aksik ⊗ is: A× = Aksik × is.Â äàëüíåéøåì ìèêðîïîëÿðíûé ìàòåðèàë áóäåì ñ÷èòàòü èçîòðîïíûì Óñëîâèåèçîòðîïíîñòè íàêëàäûâàåò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèéè ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé îò ìåð äå�îðìàöèè P = ξ(E,L) è K = ζ(E,L)

ξ(QT · E · Q, (detQ)QT · L · Q) = QT · ξ(E,L) · Q

ζ(QT ·E · Q, (detQ)QT · L · Q) = (detQ)QT · ζ(E,L) ·Q
(4)Çäåñü Q � ëþáîé îðòîãîíàëüíûé òåíçîð.2. Ïðèâåäåíèå çàäà÷è ê îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíå-íèÿì. �àññìîòðèì ïîëûé øàð èç ìèêðîïîëÿðíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Â êà-÷åñòâå ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò âîçüìåì ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû q1 = r, q2 = ϕ(äîëãîòà), q3 = θ (øèðîòà). Â ïîëþñàõ ñ�åðû θ = ±π/2. Åäèíè÷íûå âåêòîðû,êàñàòåëüíûå ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì, îáîçíà÷èì er, eϕ, eθ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîóïðóãàÿ ñ�åðà íàãðóæåíà ïî âíåøíåé ïîâåðõíîñòè r = r0 ðàâíîìåðíî ðàñïðå-äåëåííûì äàâëåíèåì p0, à ïî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè r = r1 � äàâëåíèåì p1.Êðîìå òîãî, ïîâåðõíîñòè ñ�åðû íàãðóæåíû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì êðóòÿ-ùèì (¾ñâåðëÿùèì¿) ìîìåíòîì ñ èíòåíñèâíîñòÿìè m0 è m1 íà åäèíèöó ïëîùàäèïîâåðõíîñòè äå�îðìèðîâàííîãî òåëà. Ìàññîâûå ñèëû è ìîìåíòû ïðèíèìàþòñÿ ââèäå: b = b(r)er, l = l(r)er.Ñëåäóÿ ïîëóîáðàòíîìó ìåòîäó [5℄, ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå

R = R(r), Φ = ϕ, Θ = θ (5)
H = er ⊗ er + gcosχ(r) + dsinχ(r) (6)

g , eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ, d , eϕ ⊗ eθ − eθ ⊗ eϕ = −I × erÇäåñü R, Φ, Θ � ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ÷àñòèö òåëà ïîñëå äå�îðìàöèè. Ñî-ãëàñíî (5),(6) êàæäàÿ ÷àñòèöà êîíòèíóóìà èñïûòûâàåò ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèåè ìèêðîïîâîðîò âîêðóã ðàäèàëüíîé îñè íà óãîë χ(r). �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîñòàâ-ëåííîé âûøå çàäà÷è íà ïîâåðõíîñòÿõ r = r0 è r = r1 èìåþò âèä
er · D = −p0

R2

r2
er, er · G = m0

R2

r2
er, r = r0

er · D = −p1
R2

r2
er, er · G = m1

R2

r2
er, r = r1

(7)Ïðè ïîìîùè (3),(5),(6) íàõîäèì (øòðèõîì îòìå÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî êîîðäèíàòå
r)

C = R/er ⊗ er +
R

r
g, E = R/er ⊗ er +

R

r
cosχg − R

r
sinχd

L = χ/er ⊗ er +
sinχ

r
g +

cosχ− 1

r
d

(8)



Îáîáùåííàÿ çàäà÷à Ëàìå äëÿ óïðóãîãî øàðà 115Ïîëîæèì â ñîîòíîøåíèÿõ (4) Q = Q1 = 2er ⊗ er − I, detQ1 = 1. Íà îñíîâàíèè (8)ïîëó÷àåì
Q1

T · E · Q1 = E, Q1
T · L · Q1 = L (9)Èç (4) è (9) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

Q1 · P = P · Q1, Q1 · K = K · Q1 (10)èç êîòîðûõ âûòåêàþò ïðåäñòàâëåíèÿ
P = Prrer ⊗ er + Pϕϕeϕ ⊗ eϕ + Pϕθeϕ ⊗ eθ + Pθϕeθ ⊗ eϕ + Pθθeθ ⊗ eθ

K = Krrer ⊗ er +Kϕϕeϕ ⊗ eϕ +Kϕθeϕ ⊗ eθ +Kθϕeθ ⊗ eϕ +Kθθeθ ⊗ eθ

(11)Ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (9), (10), âûïîëíÿþòñÿ òàêæå äëÿ òåíçîðà Q = Q2 =
er ⊗ er + d, detQ2 = 1, îòêóäà èìååì

Pϕϕ = Pθθ, Pϕθ = −Pθϕ, Kϕϕ = Kθθ, Kϕθ = −Kθϕ (12)Èç (2), (11), (12) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ èçîòðîïíîãî îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà òåíçîðû
D è G èìåþò ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ

D = D1(r)g +D2(r)d +D3(r)er ⊗ er

G = G1(r)g +G2(r)d +G3(r)er ⊗ er

(13)Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1) ñ ó÷åòîì (13) ïðèíèìàþò âèä
D3

/ + 2r−1(D3 −D1) + ρb(r) = 0 (14)
G3

/ + 2r−1(G3 −G1) + 2r−1RD2 + ρl(r) = 0 (15)Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ (2) ðàâåíñòâà (14), (15) ñîñòàâÿò ñèñòå-ìó îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèç-âåñòíûõ �óíêöèé R(r), χ(r). Ôóíêöèè b(r) è l(r) ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè. �ðàíè÷-íûå óñëîâèÿ (7) â ñîîòâåòñòâèè ñ (13) ïåðåïèñûâàþòñÿ òàê
D3 = −p0r0

−2R2, G3 = m0r0
−2R2, r = r0

D3 = −p1r1
−2R2, G3 = m1r1

−2R2, r = r1
(16)�àññìîòðèì êîíêðåòíóþ ìîäåëü èçîòðîïíîé ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû � �èçè÷å-ñêè ëèíåéíûé ìàòåðèàë [3℄, äëÿ êîòîðîãî óäåëüíàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ è òåíçîðûíàïðÿæåíèé çàäàþòñÿ �îðìóëàìè

2W = λtr2(E − I) + (µ+ κ)tr
[
(E− I) · (E − I)T

]
+ (µ− κ)tr(E− I)2+

+γ1tr
2L + γ2tr(L · LT ) + γ3trL

2
(17)

D =
[
λItr(E − I) + (µ+ κ)(E − I) + (µ− κ)(ET − I)

]
·H

G =
[
γ1ItrL + γ2L + γ3L

T
]
· H

(18)



116 Çåëåíèíà À.À., Çóáîâ Ë.Ì.Çäåñü λ, µ, κ, γ1, γ2, γ3 � ìàòåðèàëüíûå ïîñòîÿííûå.Ïðè ïîìîùè (13), (18) íàéäåì ÿâíûå âûðàæåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðîâ D è G÷åðåç �óíêöèè R(r) è χ(r) äëÿ äàííîé ìîäåëè ìàòåðèàëà
D1 = λ(R/ + 2r−1Rcosχ− 3)cosχ + 2µ(r−1Rcosχ− 1)cosχ+ 2κr−1Rsin2χ

D2 = λ(R/ + 2r−1Rcosχ− 3)sinχ + 2µ(r−1Rcosχ− 1)sinχ− κr−1Rsin2χ

D3 = λ(R/ + 2r−1Rcosχ− 3) + 2µ(R/ − 1)

G1 = r−1
[
γ1(rχ

/cosχ+ sin2χ) + γ2sinχ + γ3(sin2χ− sinχ)
]

G2 = r−1
[
γ1sinχ(rχ/ + 2sinχ) + γ2(1 − cosχ) + γ3(cosχ− cos2χ)

]

G3 = (γ1 + γ2 + γ3)χ
/ + 2γ1r

−1sinχ

(19)
3. Çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ íàïðÿæåíèÿõ. Ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë è ìî-ìåíòîâ èìååì î÷åâèäíîå ðåøåíèå R = r, χ = 0. Îäíàêî ýòî íå åäèíñòâåííîå ðåøå-íèå ïðè b = l = p0 = p1 = m0 = m1 = 0. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè χ(r) ≡ ±π óðàâíåíèåðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ (15) óäîâëåòâîðÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà,åñëè l(r) = 0. Ïðè cosχ = −1 íà îñíîâàíèè (6), (8) ïîëó÷èì

H = er ⊗ er − g, E = R/er ⊗ er −
R

r
g, L = −2

r
d (20)Ïîëîæèì â (4) Q = Q3 = I−2eϕ⊗eϕ, Q = Q4 = I−2eθ⊗eθ, detQ3 = detQ4 = −1.Â ñèëó (4) è (20) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (α = 3, 4)

Qα
T · E ·Qα = E, Qα

T · L · Qα = −L (21)
Qα ·P = P · Qα, Qα · K = −K ·Qα (22)Ïðè ïîìîùè (22) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà êîý��èöè-åíòû D2 è G1 â âûðàæåíèÿõ (13) òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Ïñåâäîñêàëÿðíàÿâåëè÷èíà τ(E,L) = trK â ñèëó (4) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ

τ(QT · E · Q, (detQ)QT · L ·Q) = detQτ(E,L) (23)Ïîëàãàÿ â (23) Q = Q3 è ó÷èòûâàÿ (21), íàõîäèì, ÷òî trK = 0, îòêóäà è èç ðàâåí-ñòâà K1 = 0 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå G3 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíòíîå óðàâíåíèåðàâíîâåñèÿ (15) è ìîìåíòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â (16) òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿ-þòñÿ, åñëè l(r) = m0 = m1 = 0. Óðàâíåíèå (14) ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè
R(r). Åñëè p0 = p1 = b(r) = 0, òî â ñèëó (20) ýòî óðàâíåíèå áóäåò èìåòü ðåøåíèå
R(r) 6= r. Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿæåíèÿ D1, D3 è G2 áóäóò îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïî-ñêîëüêó ýòè íàïðÿæåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè ïîëíîì îòñóòñòâèè âíåøíèõ íàãðóçîê,èõ ìîæíî íàçâàòü ñîáñòâåííûìè íàïðÿæåíèÿìè.Ïðîèëëþñòðèðóåì ñäåëàííûå îáùèå âûâîäû ðåøåíèåì çàäà÷è î ñîáñòâåííûõíàïðÿæåíèÿõ â óïðóãîé ñ�åðå èç �èçè÷åñêè ëèíåéíîãî ìèêðîïîëÿðíîãî ìàòåðèà-ëà. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé D2 = G1 = G3 = 0 ïðè cosχ = −1



Îáîáùåííàÿ çàäà÷à Ëàìå äëÿ óïðóãîãî øàðà 117íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç �îðìóë (19), à íàïðÿæåíèÿ D1, D3 è G2 ïðèíèìàþòâèä
D1 = λ(−R/ + 2r−1R + 3) + 2µ(1 + r−1R), G2 = r−1(γ2 − γ3)

D3 = λ(R/ − 2r−1R− 3) + 2µ(R/ − 1)
(24)Ïîäñòàíîâêà (24) â (14) ïðè b(r) = 0 ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

r2R// + 2rR/ − 2(1 − ν)−1(1 + ν)R = 4(1 − ν)−1(1 + ν)rêîòîðîå èìååò ñëåäóþùåå îáùåå ðåøåíèå
R = A1r

λ1 + A2r
λ2 − 1 + ν

ν
r, λ1,2 =

1

2

(
−1 ±

√
9 + 7ν

1 − ν

)Ïîñòîÿííûå A1 è A2 îïðåäåëÿþòñÿ èç ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñè-ñòåìû óðàâíåíèé, âûòåêàþùåé èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (16) ïðè p0 = p1 = 0.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 09-01-00459) è ÔÖÏ ¾Íà-ó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò� Ï596).
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ÍÅËÈÍÅÉÍÎÅ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊ Ñ�ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÌÈ ÄÈÑËÎÊÀÖÈßÌÈÇóáîâ Ë.Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäëîæåíà íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãèõ îáîëî÷åê òèïà Êèðõãî�à�Ëÿâà ñ íåïðåðûâ-íî ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè. Çà îñíîâíûå íåèçâåñòíûå â ñèñòåìå ðàçðåøàþùèõóðàâíåíèé ïðèíÿòû êîìïîíåíòû òåíçîðà äèñòîðñèè äå�îðìèðóþùåéñÿ ïîâåðõíîñòè. Ñè-ñòåìà óðàâíåíèé âêëþ÷àåò óðàâíåíèÿ íåñîâìåñòíîñòè, â êîòîðûõ ïëîòíîñòü äèñëîêàöèéñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé �óíêöèåé êîîðäèíàò íà ïîâåðõíîñòè, è óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ çà-äàííîé ïëîòíîñòüþ âíåøíåé íàãðóçêè. �àññìîòðåíû çàäà÷è êðó÷åíèÿ è èçãèáà êðóãîâîéöèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ äèñëîêàöèÿìè. Ýòè çàäà÷è ñâåäåíû ëèáî ê îáûêíîâåííûìäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, ëèáî ê àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì. Ïðè îòñóòñòâèèâíåøíèõ íàãðóçîê íàéäåíî íåñêîëüêî òî÷íûõ ðåøåíèé îá èçîìåòðè÷åñêèõ äå�îðìàöè-ÿõ îáîëî÷êè ñ äèñëîêàöèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ñ äèñëîêàöèÿìèìîæåò çàêðó÷èâàòüñÿ èëè èçãèáàòüñÿ áåç âñÿêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, ò. å. áåç ïîÿâëåíèÿíàïðÿæåíèé. Îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà èçãèáàíèÿ ïîâåðõíîñòåé ñ ðàñïðåäåëåííûìè äèñëî-êàöèÿìè.1. Ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé â îáîëî÷êàõ. Ïóñòü σ � ïîâåðõíîñòü óïðóãîéîáîëî÷êè, ðàññìàòðèâàåìîé êàê äâóìåðíûé ìàòåðèàëüíûé êîíòèíóóì, â îòñ÷åòíîéêîí�èãóðàöèè, ò. å. â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. �àäèóñ-âåêòîð òî÷êè íà σîáîçíà÷èì r, à ãàóññîâû êîîðäèíàòû � qα (α = 1, 2). Ââåäåì âåêòîðû îñíîâíîãî rαè âçàèìíîãî áàçèñîâ rβ, à òàêæå îïåðàòîð ãðàäèåíòà íà σ
rα =

∂r

∂qα
, rβ · rα = δβα, rβ · n = 0, grad = rβ∂/∂qβ (1)Çäåñü n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè σ. �àäèóñ-âåêòîð äå�îð-ìèðîâííîé ïîâåðõíîñòè Σ, îòíåñåííîé ê òåì æå êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì qα,îáîçíà÷èì R, à âåêòîðû îñíîâíîãî áàçèñà, âçàèìíîãî áàçèñà è åäèíè÷íîé íîðìà-ëè íà Σ îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî Rα, Rβ, N. Ñ÷èòàÿ òåíçîð äèñòîðñèè ïîâåðõ-íîñòè [1, 2℄ F = gradR = rαRα îäíîçíà÷íîé è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé�óíêöèåé êîîðäèíàò qα, ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé îáî-ëî÷êè u = R − r ïî çàäàííîìó â ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè ïîëþ òåíçîðà F. Âåêòîð-íîå ïîëå u(r) â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî, ÷òîîçíà÷àåò íàëè÷èå â îáîëî÷êå òðàíñëÿöèîííûõ äèñëîêàöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõõàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì Áþðãåðñà. Ñëåäóÿ ìåòîäó [3℄, ïåðåéäåì îò äèñêðåòíî-ãî íàáîðà äèñëîêàöèé ê èõ íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ è îïðåäåëèì ïëîòíîñòüäèñëîêàöèé α êàê âåêòîðíîå ïîëå, èíòåãðàë îò êîòîðîãî ïî ëþáîé îáëàñòè íà σðàâåí ñóììàðíîìó âåêòîðó Áþðãåðñà âñåõ äèñëîêàöèé, ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîé îá-ëàñòè. Óêàçàííîå îïðåäåëåíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíîäèñòîðñèè.
▽ · (e · F) = α, e , −E × n (2)



Íåëèíåéíîå äå�îðìèðîâàíèå óïðóãèõ îáîëî÷åê ... 119Çäåñü E � òðåõìåðíûé åäèíè÷íûé òåíçîð, e � äèñêðèìèíàíòíûé òåíçîð íà ïî-âåðõíîñòè σ [2℄. Ïðè α = 0 óðàâíåíèå (2) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè [1℄äëÿ òåíçîðà äèñòîðñèè. Åñëè α 6= 0, òî ïîëå ïåðåìåùåíèé u äëÿ îáîëî÷êè íå ñóùå-ñòâóåò, ïîýòîìó ïðè α 6= 0 óðàâíåíèå (2) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íåñîâìåñòíîñòè.2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé íåëèíåéíîé ñòàòèêè îáîëî÷åê ñ ðàñïðåäåëåí-íûìè äèñëîêàöèÿìè. Â ðàìêàõ äâóìåðíîé ìîäåëè Êèðõãî�à�Ëÿâà óðàâíåíèÿðàâíîâåñèÿ â óñèëèÿõ è ìîìåíòàõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü [4℄ â �îðìå âåêòîðíîãî óðàâ-íåíèÿ îòíîñèòåëüíî òåíçîðîâ óñèëèé D è ìîìåíòîâ H òèïà Ïèîëû
div [D + (divH) · (Grad r)N] + f = 0, Grad r = Rβ∂r/∂qβ (3)Òåíçîðû D è H âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òåíçîð äèñòîðñèè F ïðè ïîìîùè óðàâíåíèéñîñòîÿíèÿ

D =
∂W

∂F
, H =

∂W

∂K
, W = W (F · FT ,K · FT ) (4)è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé

K = gradN = −(Gradr) · (gradF) · N (5)
Gradr = J−2FT ·

[
gtr(F · FT ) − F · FT

] (6)
JN ⊗ n = F2 − FtrF +

1

2
E(tr2F− trF2), J =

√
1

2
[tr2(F · FT ) − tr(F · FT)2] (7)Â (3)�(7) f � âåêòîð ïðèâåäåííîé âíåøíåé íàãðóçêè, äåéñòâóþùåé íà åäèíèöó ïëî-ùàäè ïîâåðõíîñòè σ, W � óäåëüíàÿ (íà åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè σ) ýíåðãèÿäå�îðìàöèè îáîëî÷êè, Gradr � îáðàòíûé òåíçîð äèñòîðñèè, g � ïåðâûé �óíäà-ìåíòàëüíûé òåíçîð ïîâåðõíîñòè σ, (J − 1) � ëîêàëüíîå îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèåïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ïðè äå�îðìàöèè. Ïðè ïîìîùè (4)�(7) âñå âåëè÷èíû, ñòîÿ-ùèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óðàâíåíèÿ (3), âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òåíçîð äèñòîðñèè F.Ïðèñîåäèíèâ ê (3) óðàâíåíèå íåñîâìåñòíîñòè (2), ïîëó÷èì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâ-íåíèé îòíîñèòåëüíî òåíçîðà äèñòîðñèè.Ïðè âðàùåíèè îáîëî÷êè êàê àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà âåêòîð Áþðãåðñà èçîëè-ðîâàííîé äèñëîêàöèè ïîâîðà÷èâàåòñÿ âìåñòå ñ îáîëî÷êîé. Ïîýòîìó âåêòîð ïëîò-íîñòè äèñëîêàöèé ñëåäóåò ñ÷èòàòü çàäàííûì â âèäå α = α0 ·A, ãäå α0 � çàäàííàÿ�óíêöèÿ ãàóññîâûõ êîîðäèíàò, à A � òåíçîðíîå ïîëå ïîâîðîòîâ ýëåìåíòàðíûõïëîùàäîê ïîâåðõíîñòè, âûðàæàåìîå ÷åðåç ïîëå äèñòîðñèè ïðè ïîìîùè �îðìó-ëû [2℄

A = (F · FT )−1/2 · F + n⊗ N (8)Åñëè òîëùèíà îáîëî÷êè âåñüìà ìàëà, åå èçãèáíîé æåñòêîñòüþ ìîæíî ïðåíå-áðå÷ü è èñïîëüçîâàòü íåëèíåéíóþ ìåìáðàííóþ (áåçìîìåíòíóþ) òåîðèþ îáîëî÷åê.Â ñëó÷àå ìåìáðàííîé òåîðèè óäåëüíàÿ ýíåðãèÿW íå çàâèñèò îò òåíçîðà K, òåíçîðìîìåíòîâ H ðàâåí íóëþ, óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (3) ïðèíèìàåò âèä
divD + f = 0, D = dW (F · FT )/dF (9)Åñëè ìàòåðèàë îáîëî÷êè èçîòðîïåí, òî óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ W áóäåò �óíêöèåé èí-âàðèàíòîâ J è tr(F · FT ).



120 Çóáîâ Ë.Ì.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíèöà îáîëî÷êè ∂σ ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ ó÷àñòêîâ:
∂σ = γ/

⋃
γ//. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ ìåìáðàííîé òåîðèèîáîëî÷åê ñîñòîÿò èç äèñòîðñèîííûõ [1℄ óñëîâèé íà γ/ è ñèëîâûõ óñëîâèé íà γ//ñîîòâåòñòâåííî:

t · F = V(s); m · D = τ (s) (10)Çäåñü m � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê êîíòóðó ∂σ (m · n = 0), t � åäèíè÷íûéâåêòîð êàñàòåëüíîé ê ∂σ, s � òåêóùàÿ äëèíà äóãè íà ∂σ, V(s) è τ (s) � çàäàííûåâåêòîð-�óíêöèè.3. Êðó÷åíèå, ðàñòÿæåíèå è ðàçäóâàíèå öèëèíäðè÷åñêîé òðóáêè ñ äèñ-ëîêàöèÿìè. Ïóñòü x1, x2, x3 � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå, i1, i2, i3 �ñîîòâåòñòâóþùèå îðòû. Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè çàäà-äèì â âèäå x1 = r0cosϕ, x2 = r0sinϕ, x3 = z, à â êà÷åñòâå ãàóññîâûõ êîîðäèíàòïðèìåì q1 = ϕ, q2 = z. Ââåäåì åäèíè÷íûå âåêòîðû (ψ = const)
er = i1cosϕ+ i2sinϕ, eϕ = −i1sinϕ+ i2cosϕ

eR = ercosψz + eϕsinψz, eΦ = −ersinψz + eϕcosψz
(11)è çàäàäèì òåíçîðíîå ïîëå äèñòîðñèè â âèäå, îïèñûâàþùåì êðó÷åíèå öèëèí-äðà ñ óãëîì çàêðó÷èâàíèÿ ψ, êîòîðîå ñîïðîâîæäàåòñÿ ðàçäóâàíèåì è îñåâûìðàñòÿæåíèåì-ñæàòèåì

F = F11eϕ ⊗ eΦ + F21i3 ⊗ eΦ + F22i3 ⊗ i3, Fαβ = const (12)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáîëî÷êå ðàñïðåäåëåíû âèíòîâûå äèñëîêàöèè ñ ïëîòíî-ñòüþ α = a0eR, a0 = const, è îíà íàãðóæåíà âíóòðåííèì ðàâíîìåðíûì ãèäðîñòà-òè÷åñêèì äàâëåíèåì p, òàê ÷òî âåêòîð f èìååò âèä f = pJeR.Åñëè ìàòåðèàë îáîëî÷êè èçîòðîïåí, òî òåíçîð óñèëèé Ïèîëû ñîãëàñíî (12)èìååò ïðåäñòàâëåíèå
D = D11eϕ ⊗ eΦ +D12eϕ ⊗ i3 +D21i3 ⊗ eΦ +D22i3 ⊗ i3, Dαβ = const (13)Â ñèëó (12), (13) óðàâíåíèÿ íåñîâìåñòíîñòè (2) è ðàâíîâåñèÿ (9) ñâîäÿòñÿ ê àëãåá-ðàè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì

r0ψF11 − F21 = r0a0, D11 + r0ψD21 = r0F11F22p (14)Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàïðÿæåíèÿ Dαβ âûðàæåíû ÷åðåç êîìïîíåíòû äèñòîð-ñèè ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ. Ñ÷èòàÿ çàäàííûìè îñåâóþ ñèëó è êðóòÿùèéìîìåíò, äåéñòâóþùèå â ñå÷åíèè îáîëî÷êè z = const, ïîëó÷èì, â äîïîëíåíèå ê (14),åùå äâà ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ F11, F21, F22, ψ. Ïðè îòñóòñòâèèâíåøíèõ íàãðóçîê ñîãëàñíî (14) â îáîëî÷êå ðåàëèçóåòñÿ èçîìåòðè÷åñêàÿ äå�îðìà-öèÿ, êîãäà F11 = 1, F22 = 1, F21 = 0,Dαβ = 0, à òåíçîð äèñòîðñèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåçñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé òåíçîð A1:
F = g · A1, A1 = eϕ ⊗ eΦ + i3 ⊗ i3 + er ⊗ eR (15)Ïðè èçîìåòðè÷åñêîé äå�îðìàöèè èç (14) ñëåäóåò, ÷òî ψ = a0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîòðóáêà çàêðó÷èâàåòñÿ, íå îêàçûâàþ êðó÷åíèþ íèêàêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, à óãîëçàêðó÷èâàíèÿ ðàâåí ïëîòíîñòè âèíòîâûõ äèñëîêàöèé.



Íåëèíåéíîå äå�îðìèðîâàíèå óïðóãèõ îáîëî÷åê ... 1214. Íåëèíåéíûé èçãèá öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ðàñïðåäåëåííûìèäèñëîêàöèÿìè. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå åäèíè÷íûå âåêòîðû (ω = const)
e2 = i2cosωz + i3sinωz, e3 = −i2sinωz + i3cosωz (16)è ïðåäïîëîæèì, ÷òî â öèëèíäðè÷åñêîé òðóáêå, íàãðóæåííîé âíóòðåííèì ãèä-ðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì p, ðàñïðåäåëåíû êðàåâûå äèñëîêàöèè ñ ïëîòíîñòüþ

α = β(ϕ)e3. �åøåíèå çàäà÷è î ðàâíîâåñèè îáîëî÷êè áóäåì èñêàòü â âèäå, ïîç-âîëÿþùåì ñâåñòè èñõîäíóþ äâóìåðíóþ çàäà÷ó ê îäíîìåðíîé
F = F11(ϕ)eϕ ⊗ i1 + F12(ϕ)eϕ ⊗ e2 + F23(ϕ)i3 ⊗ e3 (17)Âûðàæåíèå (17) îïèñûâàåò êîíå÷íóþ äå�îðìàöèþ ÷èñòîãî èçãèáà òðóáêè, ïðèêîòîðîé ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ îáîëî÷êè ïîâîðà÷èâàþòñÿ íà óãîë ωz âîêðóã îðòà i1, àòàêæå äå�îðìèðóþòñÿ â ñâîåé ïëîñêîñòè. Äëÿ èçîòðîïíîé áåçìîìåíòíîé îáîëî÷êèòåíçîð óñèëèé Ïèîëû ñîãëàñíî (17) áóäåò èìåòü ïðåäñòàâëåíèå
D = D11(ϕ)eϕ ⊗ i1 +D12(ϕ)eϕ ⊗ e2 +D23(ϕ)i3 ⊗ e3 (18)Ïîäñòàíîâêà (16)�(18) â óðàâíåíèå íåñîâìåñòíîñòè (2) è óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (9)ïðèâîäèò ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò-íîñèòåëüíî F11(ϕ), F12(ϕ), F23(ϕ):

dF23/dϕ− r0ωF12 = r0β(ϕ)

dD11/dϕ+ r0F23F12p = 0, dD12/dϕ− r0ωD23 − r0F23F11p = 0
(19)Äëÿ îòûñêàíèÿ ïîñòîÿííîé ω óðàâíåíèÿ (19) íàäî äîïîëíèòü ñîîòíîøåíèåì äëÿçàäàííîãî èçãèáàþùåãî ìîìåíòà M , äåéñòâóþùåãî íà òîðöàõ öèëèíäðè÷åñêîéîáîëî÷êè. Åñëè âíåøíèå íàãðóçêè îòñóòñòâóþò (p = M = 0), à β(ϕ) = b0cosϕ,

b0 = const, òî ñèñòåìà (19) èìååò ðåøåíèå â âèäå èçîìåòðè÷åñêîé äå�îðìàöèè,ïðè êîòîðîé íàïðÿæåíèÿ â áåçìîìåíòíîé îáîëî÷êå ðàâíû íóëþ
F = −sinϕeϕ ⊗ i1 + cosϕeϕ ⊗ e2 + i3 ⊗ e3 = g · A2

A2 = A−T
2 = i1 ⊗ i1 + i2 ⊗ e2 + i3 ⊗ e3, ω = −b0

(20)Ýòî ðåøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî òðóáêà ñ äèñëîêàöèÿìè èçãèáàåòñÿ áåç ïîÿâëåíèÿ íà-ïðÿæåíèé.5. Èçãèáàíèå ïîâåðõíîñòåé ñ ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè. Ïðèîòñóòñòâèè âíåøíèõ íàãðóçîê óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (2) òîæäåñòâåííî óäîâëåòâî-ðÿåòñÿ äëÿ èçîìåòðè÷åñêîé äå�îðìàöèè, êîãäà F·FT = g. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâàè (8) è âûòåêàåò, ÷òî F = g · A, ãäå A � ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíîå òåíçîðíîå ïî-ëå. �åîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èçîìåòðè÷åñêîé äå�îðìàöèè, íàçûâàåìîéòàêæå èçãèáàíèåì, êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ïëîùàäêà ïåðåìåùàåòñÿ êàê àáñîëþòíîòâåðäîå òåëî. Ñîãëàñíî (2) òåíçîðíîå ïîëå A(q1, q2) ïîä÷èíÿåòñÿ ñèñòåìå óðàâíå-íèé
div(e · A) = α0(q

1, q2) ·A, A · AT = E, detA = 1 , (21)



122 Çóáîâ Ë.Ì.ãäå α0 � çàäàííàÿ �óíêöèÿ. Ïðè α0 = 0 ñèñòåìà (21) îòâå÷àåò êëàññè÷åñêîé ïðî-áëåìå èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì èçãèáàíèå çàìêíó-òîé åäèíè÷íîé ñ�åðû ñ ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè. Ïðè α0 = 0 çàìêíóòàÿñ�åðà, êàê èçâåñòíî [5℄ íåèçãèáàåìà, ò. å. íå äîïóñêàåò ðåãóëÿðíûõ èçãèáàíèé. Îä-íàêî ïðè íàëè÷èè ðàñïðåäåëåííûõ äèñëîêàöèé, êàê ïîêàçàíî íèæå, ñ�åðà ìîæåòñòàòü èçãèáàåìîé. Â ñàìîì äåëå, ïðè α0 = a(θ)eϕ ñèñòåìà (21) èìååò ðåøåíèå
A = (eθ ⊗ eθ + er ⊗ er)cosχ(θ) + eϕ ⊗ eϕ + (eθ ⊗ er − er ⊗ eθ)sinχ(θ), (22)ãäå �óíêöèÿ χ(θ) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

sinχ(θ) + [1 − cosχ(θ)] tgθ = a(θ) (23)Çäåñü θ � ãåîãðà�è÷åñêàÿ øèðîòà íà ñ�åðå (−π
2

6 θ 6 π
2

), eϕ, eθ, er � åäèíè÷íûåâåêòîðû, íàïðàâëåííûå ñîîòâåòñòâåííî ïî êàñàòåëüíîé ê ïàðàëëåëè, ïî êàñàòåëü-íîé ê ìåðèäèàíó è ïî íîðìàëè ê ñ�åðå. Ôîðìóëà (22) îïèñûâàåò êîíå÷íûé ïîâîðîòâîêðóã âåêòîðà eϕ íà óãîë χ(θ). Ïðè a(θ) ≡ 0 óðàâíåíèå (23) èìååò òîëüêî îäíîíåïðåðûâíîå ðåøåíèå χ(θ) ≡ 0, ÷òî îçíà÷àåò íåèçãèáàåìîñòü ñ�åðû áåç äèñëîêà-öèé. Åñëè a(θ) 6= 0, òî óðàâíåíèå (23) ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíîå íåïðåðûâíîåðåøåíèå. Â ÷àñòíîñòè, ïðè a(θ) = a0 cos θ è |a0| ≪ 1 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23) èìååòâèä χ = a0 cos θ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 09-01-00459) è ÔÖÏ ¾Íà-ó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò� Ï596).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Çóáîâ Ë.Ì. Ñòàòèêî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ è âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû â íåëè-íåéíîé áåçìîìåíòíîé òåîðèè îáîëî÷åê // Òðóäû XII Âñåñîþçíîé êîí�. ïî òåîðèèîáîëî÷åê è ïëàñòèí. Ò. 2. Åðåâàí: Èçä-âî Å�Ó, 1980. Ñ. 171�176.[2℄ Çóáîâ Ë.Ì. Ìåòîäû íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè â òåîðèè îáîëî÷åê. �îñòîâ í/Ä:Èçä-âî �îñòîâñêîãî óí-òà, 1982. 143 ñ.[3℄ Çóáîâ Ë.Ì. Ëèíåéíàÿ òåîðèÿ äèñëîêàöèé è äèñêëèíàöèé â óïðóãèõ îáîëî÷êàõ //ÏÌÌ. 2010. Ò. 74. Âûï. 6. Ñ. 928�942.[4℄ Zubov L.M. Nonlinear Theory of Dislo
ations and Dis
linations in Elasti
 Bodies. Berlin:Springer, 1997. 205 p.[5℄ �èëüáåðò Ä., Êîí-Ôîññåí Ñ. Íàãëÿäíàÿ ãåîìåòðèÿ. Ì.: Íàóêà, 1981. 344 ñ.Zubov L.M. The nonlinear deforming of elasti
 shells with distributed dislo
ations.The nonlinear theory of Kir
hho�-Lave type elasti
 shells with 
ontinuously distributeddislo
ations is suggested.



��ÀÍÈ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÛÉ �ÀÑ×ÅÒ ÄÈÍÀÌÈÊÈÑÎÑÒÀÂÍÎ�Î ÏÎ�ÎÓÏ�Ó�Î�Î ÒÅËÀÈãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ., Ïåòðîâ À.Í.ÍÈÈÌ Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà, Íèæíèé Íîâãîðîä�àññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ïîðèñòîé ñðåäû Áèî [1, 2℄. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ-÷åòîâ äèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâíûõ êîíå÷íûõ ïîðîóïðóãèõ òåë íà îñíîâå ìåòîäàãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âëèÿíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìàòå-ðèàëà íà äèíàìè÷åñêèå îòêëèêè.Ââåäåíèå. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìîäè�èöèðîâàííûå èíòåãðàëüíûå ïðåä-ñòàâëåíèÿ âîëíîâûõ ïîëåé â îäíîìåðíûõ ïîðîóïðóãèõ ñðåäàõ, ïîëó÷åííûå ðàíååM. S
hanz [3℄. Íà îñíîâå íîâûõ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (�ÈÓ) [4℄ ïî-ðîóïðóãîñòè ïîëó÷åíû èíòåðåñóþùèå ÷èñëåííûå ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå ðåøåíèÿ.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Äëÿ îäíîðîäíîãî ïîðîóïðóãîãî òåëà Ωl 
èñòå-ìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà (ïàðàìåòð s) äëÿñìåùåíèÿ ûli è ïîðîâîãî äàâëåíèÿ p̂l èìååò ñëåäóþùèé âèä:
Glûli,jj +

(
K l +

1

3
Gl

)
ûlj,ij − (αl − βl)p̂l,i − s2(ρl − βlρlf )û

l
i = −F̂ l

i ,

βl

sρlf
p̂l,ii −

φl2s

Rl
p̂l − (αl − βl)sûli,i = −âl, i, j = 1, 3

βl =
klρlfφ

l2s2

φl2s+ s2kl(ρla + φlρlf)
,ãäå Gl, K l � êîíñòàíòû óïðóãîñòè, φl - ïîðèñòîñòü, kl � ïðîíèöàåìîñòü, αl �ý��åêòèâíûé êîý��èöèåíò íàïðÿæåíèé, ρl, ρla, ρlf � ïëîòíîñòè ïîðèñòîãî ñêåëåòà,ïðèñîåäèíåííîé ìàññû è æèäêîé ñðåäû, F̂ l

i , â
l � ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ.Äëÿ ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàí àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûéÄóðáèíîì [5℄.2. �ðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ. ×òîáû ââåñòè �Ý-äèñêðåòèçàöèþ, ðàññìîòðèì ðåãóëÿðèçîâàííîå �ÈÓ äëÿ îáîáùåííîãî âåêòîðàïåðåìåùåíèé ûl = (ul1, u

l
2, u

l
3, p

l) è îáîáùåííîãî âåêòîðà ïîâåðõíîñòíîé ñèëû
t̂l = (tl1, t

l
2, t

l
3, q

l) â ñî÷åòàíèè ñ óñëîâèÿìè êîíòàêòà. �ðàíèöà îáëàñòè àïïðîê-ñèìèðóåòñÿ îáîáùåííûìè âîñüìèóçëîâûìè ÷åòûðåõóãîëüíûìè ýëåìåíòàìè.Îáîáùåííûå ãðàíè÷íûå ïîëÿ (ûl, tl) ïîýëåìåíòíî ëèíåéíî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïîîáîáùåííûì ïåðåìåùåíèÿì è ïîñòîÿííî � ïî îáîáùåííûì ïîâåðõíîñòíûì ñèëàì.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà �ÈÓ ïðèìåíèì ìåòîä êîëëîêàöèè. Â êà÷å-ñòâå óçëîâ êîëëîêàöèè áóäåì âûáèðàòü óçëû àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ ãðàíè÷íûõ�óíêöèé. Â èòîãå �îðìèðóþòñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿêàæäîé ïîäîáëàñòè Ωl. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êîý��èöèåíòû äèñêðåòíûõ àíà-ëîãîâ ìîãóò èìåòü îñîáåííîñòü òèïà O(r−1) è O(r−2). Ýòî îïðåäåëÿåò ñïåöè�èêó



124 Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ., Ïåòðîâ À.Í.âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. Äëÿ âîçìîæíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ �ÈÓ, íåîáõî-äèìî âûäåëèòü îñîáåííîñòè â ÿäðàõ �ÈÓ. Îñîáåííîñòè âñåõ êîìïîíåíò àíàëîãè÷-íûõ ìàòðèö äëÿ óïðóãîé äèíàìèêè èìåþò îäèí è òîò æå ïîðÿäîê. Â ïîðîóïðóãîéäèíàìèêå ðàçíûå êîìïîíåíòû èìåþò ðàçíûå ïîðÿäêè, ÷òî ñóùåñòâåííî íà ýòàïåãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîé ìåòîäèêè, íà êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ ïîýëåìåíòíîå èíòåãðè-ðîâàíèå.3. �ðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå ðåçóëüòàòû. �àññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè ñèëûíà òîðåö ñîñòàâíîãî ïðèçìàòè÷åñêîãî ïîðîóïðóãîãî òåëà (ðèñ. 1 a), ðåøåíèå ýòîéçàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ çàäà÷è, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1 á.Çàäàâàëèñü ñëåäóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ: íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè â êà÷åñòâå èç-âåñòíûõ çàäàíû u1 = 0, u3 = 0, σ2 = 0, q = 0, à â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ u2, σ1, σ3, p;íà ãðàíèöå x2 = 0 èçâåñòíûå u1 = 0, u2 = 0, u3 = 0, q = 0, à íåèçâåñòíûå σ1, σ2, σ3,
p; íà ãðàíèöå x2 = l èçâåñòíûå σ1 = 0, σ2 = −1Í/ì2, σ3 = 0, p = 0, à íåèçâåñòíûå
u1, u2, u3, q.

�èñ. 1.Ïàðàìåòðàìè ìàòåðèàëà äëÿ ïîëíîé ìîäåëè Áèî ñëåäóþùèå: K = 8 · 109 Í/ì2,
G = 6 · 109Í/ì2, R = 4, 7 · 109 Í/ì2, k = 1, 9 · 10−10 ì4/Íñ, ρ = 2458êã/ì3,
ρf = 1000êã/ì3, φ = 0, 19; α = 0, 867. Íà òîðåö (x2 = 3ì) äåéñòâóåò õåâèñàé-äîâà ñèëà t2 = −1Í/ì2. �Ý-ñåòêà êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé ñîñòîèò èç 506 òî÷åê è504 ýëåìåíòîâ. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êàõ A è B, íà ðèñ. 3ñîîòâåòñòâåííî äàâëåíèÿ â òî÷êàõ B è C.Êðîìå òîãî, ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîðèñòîñòè è ïðî-íèöàåìîñòè íà äèíàìè÷åñêèé îòêëèê. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêèõ èññëåäîâàíèé íàðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî ïåðåìåùåíèå â òî÷êå A, ïðè÷åì öè�ðàìè íà ðèñóíêå ìàðêèðî-âàíû êðèâûå, ïîëó÷åííûå ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïðîíèöàåìîñòè:1 � k = 1, 9 · 10−8 ì4/Íñ, 2 � k = 2, 9 · 10−12 ì4/Íñ, 3 � k=1, 9 · 10−13 ì4/Íñ.Âûïîëíåíî â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàä-ðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû, ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò �10-08-01017-à) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô íà ïîääåðæêó âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîëÍØ-4807.2010.8.
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Biot M. Theory of propagation of elasti
 waves in a �uid-saturated porous solid. I. Low-frequen
y range // J. A
oust. So
. Am. 1956. V. 28 � 2. Pp. 168�178.[2℄ Biot M. Theory of propagation of elasti
 waves in a �uid-saturated porous solid. II.Higher-frequen
y range // J. A
oust. So
. Am. 1956. V. 28 � 2. Pp. 179�191.[3℄ S
hanz M.Wave Propogation in Vis
oelasti
 and Poroelasti
 Continua. Berlin: Springer,2001. 170 p.[4℄ Àìåíèöêèé À.Â., Áåëîâ À.À., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ. �ðàíè÷íûå èíòåãðàëü-íûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ òðåõìåðíîé òåîðèè ïîðîóïðóãî-ñòè // Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè. Ìåæâóç.ñá. 2009. V. 71 C. 164�171.[5℄ Durbin F. Numeri
al inversion of Lapla
e transforms: an e�
ient improvement to Dubnerand Abate's method // The Computer Journal. 1974. V. 17 � 4. Pp. 371�376.Igumnov L.A., Karelin I. S., Petrov A.N. Boundary element 
omputation fordynami
s of 
omposite porous elasti
 body . A model of Bio's porous medium is 
onsidered.Based on boundary element method the results of 
omputations for a dynami
 
ondition of
omposite porous elasti
 bodies are presented. The in�uen
e of material model parameters onthe dynami
 responses is demonstrated.



ÌÀÒ�ÈÖÀ ��ÈÍÀ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÎÉ ÒÅÎ�ÈÈÌÀ�ÍÈÒÎÝËÅÊÒ�ÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈÈãóìíîâ Ë.À., Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ., Ìàðêîâ È.Ï., Ïàçèí Â.Ï.ÍÈÈÌ Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà, Íèæíèé Íîâãîðîä�àññìîòðåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé àíèçîòðîïíîé òåîðèè ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãîñòè.Ïðèìåíåíû äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö �ðèíà: îòìå÷åíû èõ äîñòîèíñòâà è íåäî-ñòàòêè. Ïðèâåäåí ÷èñëåííûé ïðèìåð.Ââåäåíèå. Ôóíêöèè �ðèíà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðå-øåíèé ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îñîáåííî â ìåòîäå ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Àêòèâ-íî �óíêöèÿ �ðèíà èñïîëüçóåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè òðåùèí, äå�åêòîâ, âêëþ÷åíèé.Äëÿ àíèçîòðîïíûõ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ñ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîéñâÿçüþ �óíêöèÿì �ðèíà óäåëåíî áîëüøîå âíèìàíèå: Deeg W.F. (1980), Wang B.(1992), Benveniste Y. (1992), Chen T.Y. (1993), Chen T.Y., Lin F. Z. (1993),Pan E., Tonon F. (2000), Pan E., Yuan F.G. (2000), Wang Z.K., Chen G.C. (1994),Wang Z.K., Zheng B. L. (1995), Dunn M.L. (1994), Dunn M.L., Wiene
ke H.A. (1996,1997, 1999), Ding H. J., Liang J., Chen B. (1996, 1997) è äð.Øèðîêèé êëàññ êðèñòàëëîâ (Sirotin Y. I., Shaskolskaya M.P., 1982) è ïîÿâëÿþ-ùèåñÿ êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû (Huang J.H., Kuo W. S., 1997; Li J.Y., Dunn M.L.,1998) îáëàäàþò îäíîâðåìåííî ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè, ïüåçîìàãíåòè÷åñêèìè è ìàã-íèòîýëåêòðè÷åñêèìè ý��åêòàìè. Îñíîâûâàÿñü íà ðàñøèðåííîì �îðìàëèçìåPan E. (2002) ïîëó÷èë òðåõìåðíûå �óíêöèè �ðèíà äëÿ àíèçîòðîïíûõ áåñêî-íå÷íûõ, äâóõ�àçíûõ è ïîëóáåñêîíå÷íûõ ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ ñðåä. Ñðåäèàâòîðîâ, çàíèìàâøèõñÿ �óíêöèÿìè �ðèíà äëÿ ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ ñðåäîòìåòèì ñëåäóþùèõ: Wang X., Shen Y.P. (2002), Alshits V. I., Kir
hner H.O.K.,Ting T.C.T. (1995), Kir
hner H.O.K., Alshits V. I. (1996), Liu J.X., Liu X. L.,Zhao Y.B. (2001).1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷. Áàçîâûå óðàâíåíèÿ òðåõìåðíîé ëèíåéíîé òåîðèè ìàã-íèòîýëåêòðîóïðóãîñòè èìåþò âèä [1, 2℄:
σij,j + Fi = 0, Di,i −Q = 0, Bi,i −M = 0, i, j = 1, 3, (1)

σij = Cijlmεlm − ekijEk − qkijHk, Di = eijkεjk + ε̃ijEj + λijHj, (2)
Bi = qijkεjk + λijEj + µijHj , i, j, k, l,m = 1, 3, (3)

εij =
1

2
(ui,j + uj,i), Ei = −φ,i, Hi = −ϑ,i, i, j = 1, 3, (4)ãäå σij , Di, Bi ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ, âåêòîðà ýëåêòðè-÷åñêîãî ñìåùåíèÿ è ìàãíèòíîé èíäóêöèè; Fi, Q,M � êîìïîíåíòû ïëîòíîñòåé îáú-åìíîé ñèëû, ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà è ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà;

εij � êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèè, Ej � êîìïîíåíòû âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ, Hj � êîìïîíåíòû âåêòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ; Cijlm, eijk, ε̃ij, µij, qijk, λij �



128 Èãóìíîâ Ë.À., Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ., Ìàðêîâ È.Ï., Ïàçèí Â.Ï.óïðóãèå ìîäóëè, ýëåêòðîóïðóãèå êîý��èöèåíòû, äèýëåêòðè÷åñêèå êîíñòàíòû, ìî-äóëè ìàãíèòíîé ïðîõîäèìîñòè, ïüåçîìàãíèòíûå è ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèå êîý��è-öèåíòû; ui, φ è ϑ � óïðóãîå ñìåùåíèå, ýëåêòðè÷åñêèé è ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë.Ñãðóïïèðóåì áàçîâûå êîìïîíåíòû äëÿ (1)�(4) ñëåäóþùèì îáðàçîì [3℄:
ûi =





ui, i = 1, 2, 3,

φ, i = 4,

ϑ, i = 5,

ε̂ij =





εij, i = 1, 2, 3,

−Ej , i = 4,

−Hj , i = 5,

σ̂ij =





σij , j = 1, 2, 3,

Di, j = 4,

Bi, j = 5,

Ĉijkl =





Cijkl, j, k = 1, 2, 3,

elij , j = 1, 2, 3, k = 4,

eikl, j = 4, k = 1, 2, 3,

qlij , j = 1, 2, 3, k = 5,

qikl, j = 5, k = 1, 2, 3,

−λil, j = 4, k = 5; j = 5, k = 4,

−εil, j, k = 4,

−µil, j, k = 5.Òîãäà �èçè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì (1)�(4) çàïèøóòñÿâ �îðìå óðàâíåíèé àíèçîòðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè [4℄. Òåì ñàìûì, ìîæåì ïðèìå-íèòü äëÿ ñèñòåì (1)�(4) ïîäõîäû ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû �ðèíà, ðàçðàáîòàííûå äëÿàíèçîòðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè [5℄.2. Ïîëó÷åíèå �îðìóë ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû �ðèíà. Ìàòåìàòè÷åñêèìàòðèöà �ðèíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ĈijklGkm,li(x) = −δjmδ(x), i, j, k, l,m = 1, 3.�àññìîòðèì èíòåãðàëüíûé ìåòîä. Ìàòðèöà Gjk ñ èñïîëüçîâàíèåì îáðàòíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì [6℄:

Gjk =
1

8π2

∫

S2

(
Mzz

jk (zi)
)−1

δ(ziri)ds(zi) =
1

8π2r

∫

S2

(
Mzz

jk (zi)
)−1

δ(zir
0
i )ds(zi),

r0
i =

ri
r
, δ(ziri) = δ(rzir

0
i ) =

1

r
δ(zir

0
i ),M

zz
jk = Ĉijklzizl.Èíòåãðàë ïî ñ�åðå S2:zizi = 1 ïðåîáðàçóåòñÿ ê èíòåãðàëó ïî îêðóæíîñòè:

Gjk =
1

8π2r

2π∫

0

(
Mzz

jk (zi(φ))
)−1

dφ. (5)Åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì åäèíè÷íîé ñ�åðû ñ ïëîñêîñòüþ
zir

0
i = 0.
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�èñ. 1. Ïåðåñå÷åíèå åäèíè÷íîé ñ�åðû ñ ïëîñêîñòüþ zir

0
i = 0.Ïðîäåìîíñòðèðóåì âòîðîé ìåòîä. Îáðàòíóþ ìàòðèöó (Mzz(z)) ïðåäñòàâèì ÷å-ðåç ìàòðèöó àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé Ajk(z) è îïðåäåëèòåëü D(z), òîãäà ìàò-ðèöà �ðèíà ïðèìåò âèä [3℄:

Gjk =
1

8π2

∫

S2

Ajk(zi)

D(zi)
δ(ziri)dS(zi) =

1

4π2r

+∞∫

−∞

Ajk(p+ ζq)

D(p+ ζq)
dζ. (6)Ïðèìåíåíèå òåîðèè âû÷åòîâ ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ñëåäóþùåå:

Gjk(x) = − 1

2πr
Im

5∑

m=1

Ajk(p+ ζmq)

a11(ζm − ζ∗m)
5∏

k=1,k 6=m

(ζm − ζk)(ζm − ζ∗k)

(7)ãäå ζm � êîðíè ìíîãî÷ëåíà äåñÿòîé ñòåïåíè îò ζ D(p + ζq); a11 � êîý��èöèåíòïðè ζ10; Im ζm > 0, m = 1, 5; ζ∗m � ñîïðÿæåííîå ê ζm.Èòàê, â îòëè÷èå îò èíòåãðàëà (5), âòîðîé ñïîñîá äàåò ÿâíóþ �îðìóëó (7), ÷òîãàðàíòèðóåò ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ G(x) è òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëü-òàòîâ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè (7) âñå ïîëþñû ïðåäïîëàãàëèñü ïðîñòûìè.Â ñëó÷àå êðàòíûõ ïîëþñîâ íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ â êîíñòàíòàõ ïîçâîëÿþò ñâåñòèçàäà÷ó ê ïðîñòûì ïîëþñàì ñ íåçíà÷èòåëüíûìè îøèáêàìè â âû÷èñëåíèÿõ ðàñøè-ðåííîé ìàòðèöû �ðèíà [7℄. Ïðè âû÷èñëåíèè âàæíî, ÷òî ìàòðèöà Mzz
jk ñèììåòðè÷-íà, êàê è åå àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå Ajk, à çíà÷èò ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà �ðèíàñèììåòðè÷íà è íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ëèøü 15 ýëåìåíòîâ èç 25.3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Äëÿ óäîáñòâà òåíçîð óïðóãèõ ìîäóëåé Cijklçàïèøåì ÷åðåç ñëåäóþùèå êîíñòàíòû cαβ (α = 1, 6, β = 1, 6) [8℄.Ïüåçîìàãíèòíûå êîý��èöèåíòû qkij ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñ äâóìÿ èíäåêñàìè

qkp (k = 1, 3, p = 1, 6) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
qk1 = qk11 ; qk2 = qk22 ; qk3 = qk33 ; qk4 = qk23 = qk32 ;

qk5 = qk13 = qk13 ; qk6 = qk12 = qk21 .Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèé ìàòåðèàë BaTiO3 [1℄.Îïèøåì ïîñòðîåíèå ìàòðèö �ðèíà â âèäå äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé íà îñíîâåèíòåðïîëÿöèîííîé ñõåìû âû÷èñëåíèÿ. Ôóíêöèè Gjk(x) çàâèñÿò îò òðåõ ïðîñòðàí-ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x1, x2 è x3. Ïåðåéäåì ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (r, θ1, θ2).



130 Èãóìíîâ Ë.À., Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ., Ìàðêîâ È.Ï., Ïàçèí Â.Ï.Äëÿ åäèíè÷íîé ñ�åðû Gjk(θ1, θ2) � �óíêöèè òîëüêî äâóõ ïåðåìåííûõ � ïîëÿð-íîãî óãëà 0 6 θ1 6 π è àçèìóòíîãî óãëà 0 6 θ2 6 2π. Çíà÷åíèå Gjk îò êîíêðåòíûõ
θ1 è θ2 ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà [2℄.Íà ðèñ. 2�4 ïðåäñòàâëåíû êîìïîíåíòû ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãîé ìàòðèöû �ðèíàäëÿ BaTiO3.

�èñ. 2. Êîìïîíåíòà G11. �èñ. 3. Êîìïîíåíòà G12.

�èñ. 4. Êîìïîíåíòà G55.Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäñòàâëåííûå ïîäõîäû ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö �ðèíà ïîçâîëÿþòïîëó÷àòü çíà÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ êîìïîíåíò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Âèä êîìïîíåíòìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ ìàòðèö �ðèíà ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñïåöè�èêó èõ ïîâåäåíèÿïðè îðãàíèçàöèè ïîýëåìåíòíîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ êî-ý��èöèåíòîâ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ.Âûïîëíåíî â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàä-ðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû, ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò �10-08-01017-à) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô íà ïîääåðæêó âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîëÍØ-4807.2010.8.
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ÎÁ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒßÕ ÎÄÍÎÌÅ�ÍÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈßÄÂÈÆÅÍÈß Ê�ÎÂÈÊëåâ÷èøêèíà Í.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàìêàõ îäíîìåðíîé ìîäåëè èçó÷åíî íåëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòî-ðîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùåå âîçìóùåíèÿ ðàäèóñà ñòåíêè êðîâåíîñíîãî ñîñóäà. Ïðåäñòàâ-ëåíî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùååñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè ßêîáè.�àññìîòðåíû ïðåäåëüíûå ñëó÷àè, êîãäà ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöè-ÿõ. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè âîëíû; ïðåäñòàâëåíûñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�è÷åñêèå çàâèñèìîñòè. Îñóùåñòâëåíà ëèíåàðèçàöèÿ çàäà÷è è äàíñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ìîäå-ëåé.1. Ââåäåíèå. �èäðîäèíàìèêà êðîâîîáðàùåíèÿ � èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùàÿñÿîáëàñòü áèîìåõàíèêè. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à î äâèæåíèè æèäêîñòè ïî òðóáêàì ñòîíêèìè ýëàñòè÷íûìè ñòåíêàìè ðàññìîòðåíà â [1℄, ïðè ýòîì áîëüøàÿ ÷àñòü àíàëè-òè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ðàñïðîñòðàíåíèè âîçìóùåíèé â æèäêîñòè è õàðàêòåðíûõðåæèìàõ òå÷åíèÿ ïîëó÷åíà â ðàìêàõ ëèíåéíîé îäíîìåðíîé òåîðèè. Îäíàêî â ðÿäåðàáîò [2, 3℄ ïîä÷åðêèâàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà íåëèíåéíûõ ý��åêòîâ, âîçíèêà-þùèõ ïðè äâèæåíèè êðîâè â ñîñóäàõ è îïðåäåëÿþùèõ îñîáåííîñòè åå äâèæåíèÿ.Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ó÷åòå íåëèíåéíîé óïðóãîñòè ñòåíîê êðóïíûõ ñîñó-äîâ è îöåíêå ýòîãî �àêòîðà.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå æèäêîñòè â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîé ýëàñòè÷íîé òðóáêå ïðè ñëåäóþùèõ äîïóùåíèÿõ: æèäêîñòü íåñæè-ìàåìà, ïëîòíîñòü ñòåíêè òðóáêè ïîñòîÿííà, äå�îðìàöèÿ òðóáêè õàðàêòåðèçóåòñÿèçìåíåíèåì å¼ ðàäèóñà, ðàäèóñ òðóáêè çàâèñèò îò êîîðäèíàòû è âðåìåíè; äå�îð-ìàöèè ñòåíêè òðóáêè è å¼ òîëùèíà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì, à õàðàêòåðíûåäëèíû âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ìíîãî áîëüøå ðàâíîâåñíîãî ðàäèóñà; äàâëåíèå æèäêî-ñòè â ïîòîêå îäèíàêîâî ïî âñåìó ñå÷åíèþ òðóáêè è çàâèñèò îò êîîðäèíàòû è âðå-ìåíè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îãðàíè÷èìñÿ íà íà÷àëüíîì ýòàïå àíàëèçîì íåëèíåéíûõâîëí â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè è ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà. Òàêîåïðèáëèæåíèå îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ ñðåäíèõ è êðóïíûõ àðòåðèé [4℄.Ñèñòåìà óðàâíåíèé â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ äëÿ îïèñàíèÿ îäíîìåðíîãîòå÷åíèÿ æèäêîñòè â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîé ýëàñòè÷íîé òðóáêå ïðè ñäåëàííûõïðåäïîëîæåíèÿõ ïðèìåò âèä:
∂S

∂t
+
∂ (Su)

∂x
= 0 (1)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1

α

∂P

∂x
= 0 (2)

S =
(
1 +

η

2

)2 (3)
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P = 1 + γ

∂2η

∂t2
− β

∂2η

∂x2
+ αη + λη2 (4)Çäåñü u = u (x, t) � ñðåäíÿÿ ïî ñå÷åíèþ îñåâàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè, S = S (x, t) �ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè, P (x, t) � äàâëåíèå â æèäêîñòè, η (x, t) �âîçìóùåíèÿ ðàäèóñà ñòåíêè òðóáêè, α =

ρc20
Pe
, β = kh0R0

2P0l2
, γ =

ρwh0R0c20
2P0l2

, λ = κ2h0

4P0
�ãåìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû.Èññëåäîâàíèå ïðåäñòàâëåííîé ñèñòåìû íà÷íåì ñ îòûñêàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðå-øåíèé.3. Îòûñêàíèå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ïåðåìåí-íóþ θ = x − wt è áóäåì îòûñêèâàòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)�(4), çàâèñÿùèå òîëüêîîò ïåðåìåííîé θ. Ïðåîáðàçîâàâ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì çàìåíû ïåðåìåííûõ,ïðèäåì ê îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà îòíî-ñèòåëüíî âîçìóùåíèé ðàäèóñà

A1η
′′ + A2η + A3η

2 = a2 −
1

α
+ w

(
w +

a1(
1 + η

2

)2

)
− 1

2

(
w +

a1(
1 + η

2

)2

)2 (5)ãäå A1 = γw2−β
α

, A2 = 1.Îòìåòèì, ÷òî a1, a2 � ýòî ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé (1) è (2) ñîîòâåòñòâåííî.4. �åäóêöèÿ. Ñîëèòîííîå ðåøåíèå. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ìàëûå âîçìó-ùåíèÿ ðàäèóñà ñòåíêè η (x, t), ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5) â îêðåñòíîñòèíóëÿ, ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûìè ïîðÿäêà η3 è âûøå. Ïðèäåì ê óðàâíåíèþ âòîðîãîïîðÿäêà
A1η

′′ = B0 +B1η +B2η
2 (6)ãäå B0 = a2 − 1

α
+ w2

2
− a2

1, B1 = −A2 + a2
1, B2 = −A3 − 5

4
a2

1.Ïîñëåäîâàòåëüíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ è èíòåãðèðîâàíèåì äàííîå óðàâíå-íèå ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ, îïðåäåëÿþùåìó ýëëèïòè÷åñêóþ �óíêöèþ ßêîáè
sn (z,K) [5℄. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (6) èìååò âèä

η (x− wt) = α3 − (α3 − α2) sn
2




√
B2 (α3 − α1)

6A1
(x− wt) , K



 (7)Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èìååò äâå ïðåäåëüíûå �îðìû. Ïðè α2, ñòðåìÿùåìñÿ ê α1,ðåøåíèå ïðèíèìàåò âèä
η (x− wt) = α2 + (α3 − α2) sec h2

(√
α3 − α1 (x− wt)

)
, (8)è îïèñûâàåò èìïóëüñ ñ ïîëóøèðèíîé (α3 − α2)

−1
2 , àìïëèòóäà êîòîðîãî îòíîñèòåëü-íî óðîâíÿ îòñ÷åòà α2 ðàâíà α3 − α2.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà α3 ñòðåìèòñÿ ê α2 è K ñòàíîâèòñÿ ìàëûì, ïîëó÷àåòñÿñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå â âèäå êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû

η (x− wt) = α3 − (α3 − α2) sin2
(√

α3 − α1 (x− wt)
) (9)



134 Êëåâ÷èøêèíà Í.Â.�àññìîòðèì çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðà w. Çäåñü è äàëåå áûëè âûáðàíûñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, îòâå÷àþùèå àîðòå ñîáàêè [6℄:
Pe = 6 êÏà , ρw = 1.06 · 106 êã/ì3, ρ = 1.2 · 106 êã/ì3, ν = 0.499 ,

E = 5 ∗ 105 Í/ì2 , R0 = 0.0065ì , h0 = 6 ∗ 10−4 ì , k = 1 , l = 0.1ì .Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà w áóäåò ìåíÿòüñÿ ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîé �óíê-öèè K. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè �óíêöèè η (x− wt) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-íèÿõ ïàðàìåòðà t (ñïëîøíîé ëèíèè ñîîòâåòñòâóåò t = 0, ïóíêòèðíîé � t = 0.00015,òî÷êàì � t = 0.0003) ïðè w = 5.

�èñ. 1.Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ãðà�èêè ðåøåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðè ðàç-ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè (ñïëîøíîé ëèíèè ñîîòâåòñòâóåòw = 5.5, ïóíêòèðíîé �
w = 6, òî÷êàì � w = 6.5).

�èñ. 2.Îòìåòèì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè âîçðàñòàåò àìïëèòóäà âîëíû è ïåðèîäêîëåáàíèé.�àññìîòðèì ñëó÷àé w = 7.5. Òîãäà α2 → α1, ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé (8)è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óåäèíåííóþ âîëíó; åãî ãðà�èê ïðè t = 0 èçîáðàæåí íà ðèñ. 3



Îá îñîáåííîñòÿõ îäíîìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ êðîâè 135

�èñ. 3.5. Ñðàâíåíèå ñ ðåøåíèåì ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è. Ëèíåàðèçóåì óðàâ-íåíèå (6) â îêðåñòíîñòè íóëÿ è ïîëó÷èì
A1η

′′ = B0 +B1ηÑêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñà äàâëåíèÿ ïðè òå÷åíèè æèäêîñòè â ýëàñòè÷-íîé òðóáêå, ïîëó÷åííàÿ Ìîåíñîì è Êîðòåâåãîì, èìååò âèä
c0 =

√
κh0

2ρÂ äàííîé ðàáîòå ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ãåìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
c0 = 5.26.Ñðàâíèì ðåçóëüòàòû äëÿ ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ñëó÷àÿ. Íèæå, íà ðèñ. 4,ïðåäñòàâëåí ãðà�èê ðåøåíèÿ ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé çàäà÷è â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè.

�èñ. 4.Îòìåòèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ìîäåëü äîñòàòî÷íî àäåêâàòíî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå èñ-ñëåäóåìîé �óíêöèè äëÿ âíåøíåé ÷àñòè òðóáêè. Ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âíóòðåííåé



136 Êëåâ÷èøêèíà Í.Â.÷àñòè òðóáêè ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé çàäà÷ ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,ó÷åò íåëèíåéíîé óïðóãîñòè ñòåíêè ïîçâîëÿåò ãîðàçäî áîëåå òî÷íî îïèñàòü äâèæå-íèå æèäêîñòè â óïðóãîé òðóáêå.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À.Î. Âàòóëüÿíó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ ×åñíîêîâ À.À. Âèõðåâûå äâèæåíèÿ æèäêîñòè â óçêîì êàíàëå // ÏÌÒÔ. 1998. Ò. 39,� 4. C. 38�47.[2℄ Êàðî Ê., Ïåäëè Ò., Øðîòåð �., Ñèä Ó. Ìåõàíèêà êðîâîîáðàùåíèÿ. Ì.: Ìèð, 1981.624 
.[3℄ �åãèðåð Ñ.À. Íåêîòîðûå âîïðîñû ãèäðîäèíàìèêè êðîâîîáðàùåíèÿ // �èäðîäèíà-ìèêà êðîâîîáðàùåíèÿ. Ì.: Ìèð, 1971. 270 ñ.[4℄ Êóäðÿøîâ Í.À., ×åðíÿâñêèé È.Ë. Íåëèíåéíûå âîëíû ïðè òå÷åíèè æèäêîñòè â âÿç-êîýëàñòè÷íîé òðóáêå // Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà, 2006, � 1. Ñ. 54�67.[5℄ Ëýì Äæ.Ë. Ââåäåíèå â òåîðèþ ñîëèòîíîâ. Ì.: Ìèð, 1983. 294 ñ.[6℄ Ïåäëè Ò. �èäðîäèíàìèêà êðóïíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ. Ì.: Ìèð, 1983. 400 ñ.Klev
hishkina N.V. About the singularities of the one-dimensional simulation of blood�ow . On the basis of the one-dimensional model the nonlinear se
ond order di�erentialequation des
ribing the perturbations of the radius of blood vessel walls is studied. A solutionof this equation, expressed in terms of Ja
obi ellipti
 fun
tions, is presented. The limiting
ases where the solution is expressed in elementary fun
tions are 
onsidered. The study ofsolutions depending on the speed of the wave; the 
orresponding graphi
al dependen
es arepresented. The linearization of the problem is implemented and the 
omparative analysis oflinear and nonlinear models is given.
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∗Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé óíèâåðñèòåò óïðàâëåíèÿ Ïðàâèòåëüñòâà Ìîñêâû

∗∗Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, ÌîñêâàÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå â ðàìêàõ ìîäåëè íåëèíåéíîãî ñâÿçàííîãî òåðìîóïðóãîãî êîíòè-íóóìà �ðèíà�Íàõäè òðåòüåãî òèïà (GNIII) ïîëó÷åíû îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ òåðìî-äèíàìè÷åñêîé îðòîãîíàëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèë: òåðìîäèíàìè-÷åñêèé ïîòîê (òî÷íåå, åãî íåîáðàòèìàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ) îðòîãîíàëåí ïîâåðõíîñòè óðîâíÿïîòåíöèàëà ðàññåÿíèÿ â ñâÿçàííûõ ïðîöåññàõ òåðìîóïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ è òåïëî-ïðîâîäíîñòè òâåðäûõ òåë. Òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåòñÿ íåëèíåéíûé îïðåäåëÿþùèé çàêîíòåïëîïðîâîäíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé GNIII òåîðèè, ñîãëàñóþùèéñÿ ñ ïðèíöèïîì îðòîãî-íàëüíîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòîêîâ è ñèë. Ïðèíöèï, àíàëîãè÷íûé ïðèíöèïó îðòîãî-íàëüíîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòîêîâ è ñèë, ïåðâîíà÷àëüíî âîçíèê â ìàòåìàòè÷åñêîéòåîðèè ïëàñòè÷íîñòè (òàì îí èçâåñòåí êàê ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ìèçåñà). Èññëåäóþòñÿïðåäåëüíûå âàðèàíòû íåëèíåéíûõ îïðåäåëÿþùèõ çàêîíîâ ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè:GNI/CTE� ñòàíäàðòíàÿ òåðìîóïðóãîñòü, âîñõîäÿùàÿ ê êëàññè÷åñêîìó çàêîíó òåïëî-ïðîâîäíîñòè Ôóðüå; GNII� ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òåðìîóïðóãîñòü, õàðàêòåðèçóåìàÿ íóëåâûìâíóòðåííèì ïðîèçâîäñòâîì ýíòðîïèè â ïðîöåññàõ òåïëîïðîâîäíîñòè è ïîòîêîì ýíòðîïèè,èìåþùèì òîëüêî îáðàòèìóþ ñîñòàâëÿþùóþ.1. Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ. Ïðèíöèï, àíàëîãè÷íûé ïðèíöèïó îðòîãîíàëüíîñòèòåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòîêîâ è ñèë, ïåðâîíà÷àëüíî âîçíèê â ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-ðèè ïëàñòè÷íîñòè (òàì îí èçâåñòåí êàê ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ìèçåñà (R. vonMises))è âûñòóïàë (è â íàñòîÿùåå âðåìÿ âûñòóïàåò) êàê åå îñíîâîïîëàãàþùèé ïðèí-öèï, èç êîòîðîãî ñëåäîâàëè ãåîìåòðè÷åñêàÿ âûïóêëîñòü ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè
f(σ) = 0 (σ �òåíçîð íàïðÿæåíèé) è îðòîãîíàëüíîñòü ïðèðàùåíèÿ ïëàñòè÷åñêîéäå�îðìàöèè dεP ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè â ãëàäêèõ åå òî÷êàõ � àññîöèèðîâàííûéñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè f(σ) = 0 çàêîí ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ:

dεP = dλ
∂f(σ)

∂σ
(f(σ) = 0, df(σ) = 0), (1)ãäå dλ > 0�íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü, âûñòóïàþùèé â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿËàãðàíæà ïðè ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðèíöèïó ìàê-ñèìóìà; â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïðèâåäåíû ïðèçíàêè àêòèâíîãî íàãðóæåíèÿ èäåàëü-íî ïëàñòè÷åñêîãî òåëà, âûïîëíåíèå êîòîðûõ óêàçûâàåò íà íàëè÷èå íåîáðàòèìîãîòåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà dεP òîãäà, êîãäà äåéñòâèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ σ íà-õîäÿòñÿ íà ïðåäåëå òåêó÷åñòè.Òàêèì îáðàçîì, àññîöèèðîâàííûé çàêîí ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (1) óñòàíàâëè-âàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ îðòîãîíàëüíîñòü â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé òåðìîäèíàìè-÷åñêîãî ïîòîêà, â ðîëè êîòîðîãî â äàííîì ñëó÷àå âûñòóïàåò ïðèðàùåíèå ïëàñòè-÷åñêîé äå�îðìàöèè dεP , ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè â ãåîìåòðè÷åñêîì ìåñòå, îïðåäå-ëÿåìîì äåéñòâèòåëüíûì íàïðÿæåíèåì σ.



138 Êîâàëåâ Â.À., �àäàåâ Þ.Í.Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ìèçåñà êàê èñõîäíûé ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèèïëàñòè÷íîñòè è àññîöèèðîâàííûé çàêîí ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ îáñóæäàþòñÿïðàêòè÷åñêè âî âñåõ áåç èñêëþ÷åíèÿ ìîíîãðà�èÿõ, ïîñâÿùåííûõ òåîðèè èäå-àëüíîé ïëàñòè÷íîñòè (ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄). Íå ïîäëåæèò íèêàêîìó ñîìíåíèþ,÷òî ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ìèçåñà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç �óíäàìåíòàëüíûõ ïðèíöèïîâìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, à â øèðîêîì ñìûñëå � âñåîáúåìëþùèìïðèíöèïîì ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ.2. Ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè â ïðîöåññàõ òðàíñïîðòà òåïëà â òåðìîóïðó-ãèõ ñðåäàõ. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí íà ïðîöåññû òðàíñ-ïîðòà òåïëà â òâåðäûõ òåëàõ, õîòÿ ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëåíèè, ïî-âèäèìîìó, ðàíååíå âûïîëíÿëèñü, ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé òåðìîóïðó-ãîñòè, êîòîðûå èñêëþ÷àëè áû ïðèñóùèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòèÔóðüå (CTE) íåäîñòàòêè: óðàâíåíèÿ CTE ïðåäñêàçûâàþò êîíå÷íóþ ñêîðîñòü ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ óïðóãîé âîëíû è � áåñêîíå÷íóþ äëÿ òåïëîâîãî èìïóëüñà. �àññìîò-ðèì êàê ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîæåò ñ�îðìóëèðîâàí â òåîðèè ñâÿçàííîé îáîáùåí-íîé òåðìîóïðóãîñòè �ðèíà è Íàõäè (A.E. Green, P.M. Naghdi) [3, 4℄.Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äå�îðìàöèè òåðìîóïðóãîãî òåëà âîñïîëüçóåìñÿ êëàññè÷å-ñêèì ëàãðàíæåâûì îòñ÷åòíûì îïèñàíèåì: x = x(X, t), x � ïðîñòðàíñòâåííîå ïî-ëîæåíèå òî÷êè, êîòîðàÿ çàíèìàëà ìåñòî X â îòñ÷åòíîì ïîëîæåíèè. Â äàëüíåéøåìèçëîæåíèè ñèñòåìàòè÷åñêè áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îòñ÷åòíûé îïåðàòîð �àìèëüòîíà
∇R, àññîöèèðîâàííûé ñ ëàãðàíæåâîé ïåðåìåííîé X.Ñèñòåìà îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé íåëèíåéíîé ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè GNIIIñîñòîèò èç:� óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìàññû

∂ρR

∂t

∣∣∣∣
X

= 0; (2)� óðàâíåíèÿ áàëàíñà èìïóëüñà
ρRẍ = ∇R · S, (3)ãäå S = JF−T · T�ïåðâûé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëà�Êèðõãî�à, T�òåíçîð íà-ïðÿæåíèé Êîøè, F = ∇R⊗x� ãðàäèåíò äå�îðìàöèè, J = detF�ÿêîáèàí äå�îð-ìàöèè;� óðàâíåíèÿ áàëàíñà âíóòðåííåé ýíåðãèè

ė = −∇R · hR + tr (S · ḞT) + ε, (4)ãäå e � ïëîòíîñòü (â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó îáúåìà â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè) âíóòðåí-íåé ýíåðãèè, hR � âåêòîð ïîòîêà òåïëà (â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïëîùàäèâ îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè), ε � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà (ëó÷èñòîå òåï-ëî);� óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíòðîïèè̇
s = −∇R · jR + σ + ξ, (5)ãäå s � ïëîòíîñòü ýíòðîïèè (â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó îáúåìà â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿ-íèè), jR � âåêòîð ïîòîêà ýíòðîïèè (â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïëîùàäè â



Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé îðòîãîíàëüíîñòè 139îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè), σ � âíåøíåå ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè, ξ > 0 � âíóòðåííååïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè.Â êà÷åñòâå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ â òåðìîóïðóãîñòè GNIIIâûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå (ϑ � òåìïåðàòóðíîå ñìåùåíèå)
ϑ, ϑ̇, ∇Rϑ, ∇Rϑ̇, F. (6)Ïåðå÷èñëåííûå ïåðåìåííûå ñ÷èòàþòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè íåçàâèñèìûìè è â ýòîìñìûñëå îáðàçóþò òåðìîäèíàìè÷åñêèé áàçèñ. Âûáîð òåðìîäèíàìè÷åñêîãî áàçèñà÷ðåçâû÷àéíî âàæåí è ðåøàþùèì îáðàçîì ñêàçûâàåòñÿ íà ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè-÷åñêîé ìîäåëè òåõ ïðîöåññîâ, äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîòîðûõ îí ñîáñòâåííî è èñïîëü-çóåòñÿ.Äàëåå ïîëàãàåòñÿ, ÷òî äîïóñòèìû ëèøü òàêèå ïðîöåññû, êîãäà âûïîëíÿåòñÿóðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè (5) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2)�(4). Îãðàíè÷åíèÿ â �îð-ìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2)�(4) ó÷èòûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëåéËàãðàíæà. Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ (θ � àáñîëþòíàÿ òåìïåðà-òóðà, îáðàòíîå çíà÷åíèå êîòîðîé (¾õîëîäíîñòü¿) âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿËàãðàíæà)

θjR = hR, θσ = ε. (7)Íà îñíîâàíèè óðàâíåíèé (2)�(5) è ñîîòíîøåíèé (7) âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå
−(ψ̇ + sθ̇) + tr (S · ḞT) − jR · ∇Rθ = θξ, (8)ãäå ψ = e− sθ � ïëîòíîñòü (â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó îáúåìà â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè)ñâîáîäíîé ýíåðãèè �åëüìãîëüöà.Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òåðìîóïðóãîñòè äîëæíû áûòü äîïîëíåíû îïðå-äåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè. Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ñâÿçàííîãî òåðìîóïðóãîãîïîëÿ îáÿçàíû èìåòü �îðìó

ψ = ψ(ϑ, ϑ̇,∇Rϑ,∇Rϑ̇,F),

hR = hR(ϑ, ϑ̇,∇Rϑ,∇Rϑ̇,F),

S = S(ϑ, ϑ̇,∇Rϑ,∇Rϑ̇,F),

s = s(ϑ, ϑ̇,∇Rϑ,∇Rϑ̇,F),

ξ = ξ(ϑ, ϑ̇,∇Rϑ,∇Rϑ̇,F),

θ = θ(ϑ̇).

(9)
Â òàêîé îáùåé �îðìå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ òåðìîóïðóãîñòè ìàëî ïðèãîä-íû â ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ. Äàëüíåéøèå îãðàíè÷åíèÿ íà �îðìó îïðåäåëÿþùèõóðàâíåíèé (9) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðèìåíèì ïðèíöèïíåïðîòèâîðå÷èâîñòè: óðàâíåíèå (8) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüñÿ òîæäåñòâåííî äëÿâñåõ òåðìîäèíàìè÷åñêè äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ â ñèëó âûïîëíåíèÿ âñåõ îñòàâøèõ-ñÿ óðàâíåíèé áàëàíñà. Âûïîëíèâ ïîäñòàíîâêó îïðåäåëÿþùèõ çàâèñèìîñòåé (9) âóðàâíåíèå (8) è çàìå÷àÿ, ÷òî êîý��èöèåíòû ïðè ϑ̈, ∇Rϑ̈, Ḟ äîëæíû îáðàùàòüñÿâ íóëü, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ìîæåò çàâèñåòüîò ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ ∇Rϑ̇:

ψ = ψ(ϑ, ϑ̇,∇Rϑ,F);



140 Êîâàëåâ Â.À., �àäàåâ Þ.Í.êðîìå òîãî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
s = − 1

∂θ
∂ϑ̇

∂ψ

∂ϑ̇
, S =

∂ψ

∂F
. (10)Äëÿ âíóòðåííåãî ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàåòñÿ âûðàæåíèå

θξ = −
(
jR +

∂ψ

∂∇Rϑ

)
· ∇Rϑ̇− ∂ψ

∂ϑ
ϑ̇. (11)Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæàò ÿâíûõ âõîæäåíèéòåìïåðàòóðíîãî ñìåùåíèÿ ϑ, íàõîäèì

θξ = −
(
jR +

∂ψ

∂∇Rϑ

)
· ∇Rϑ̇. (12)3. Òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ îðòîãîíàëüíîñòü â îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèÿõñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè GNIII. Ïðèíöèï òåðìîäèíàìè÷åñêîé îðòîãîíàëü-íîñòè è åãî äâîéñòâåííàÿ �îðìóëèðîâêà áûëè ïðåäëîæåíû Öèãëåðîì (H. Ziegler)â ðÿäå ïóáëèêàöèé, íà÷èíàÿ ñ 1958 ã., êàê îáîáùåíèå ëèíåéíîé òåîðèè Îíñàãåðà(L.Onsager), âîñõîäÿùåé ê 1931 ã. (ñì. [5�7℄).Ñëåäóÿ ïðèíöèïó òåðìîäèíàìè÷åñêîé îðòîãîíàëüíîñòè, ââåäåì ïîòåíöèàë ðàñ-ñåÿíèÿ (òî÷íåå ãîâîðÿ, ñîïðÿæåííûé ïîòåíöèàë ðàññåÿíèÿ) ñîãëàñíî

θξ = D = D(ϑ̇,∇Rϑ,F; ∇Rϑ̇) (13)è áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî êàê �óíêöèþ îò òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèëû −∇Rϑ̇, ïðè-õîäèì ê îïðåäåëÿþùåìó óðàâíåíèþ â �îðìå ñîîòíîøåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé îð-òîãîíàëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèë òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòî-êà jR +
∂ψ

∂∇Rϑ
ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ïîòåíöèàëà ðàññåÿíèÿ D(ϑ̇,∇Rϑ,F; ∇Rϑ̇) =

const. Â ãëàäêèõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ãðàäè-åíòàëüíîñòè:
jR +

∂ψ

∂∇Rϑ
= −λ∗ ∂D

∂∇Rϑ̇
, (14)èëè

jR = − ∂ψ

∂∇Rϑ
− λ∗

∂D
∂∇Rϑ̇

. (15)Ìíîæèòåëü λ∗ â óðàâíåíèè (14) âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè îïðåäåëÿþùåãî ïî-òåíöèàë ðàññåÿíèÿ D ðàâåíñòâà
θξ = D = λ∗(∇Rϑ̇) · ∂D

∂∇Rϑ̇
,îòêóäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî

λ∗ =
1

(∇Rϑ̇) · ∂D
∂∇Rϑ̇

D. (16)Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà ξ > 0 îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïóêëîñòüþ ïîâåðõíîñòåéóðîâíÿ D(ϑ̇,∇Rϑ,F; ∇Rϑ̇) = const â ïðîñòðàíñòâå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèë.
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∗∗∗Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. �. ×åðíûøåâñêîãî�àññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ è ïîëóïåðèî-äè÷åñêèõ ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ìàòüå äëÿîêðóæíûõ ãàðìîíèê ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, àññîöèèðîâàííûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõçíà÷åíèé è àçèìóòàëüíûõ ÷èñåë, íåîáõîäèìûõ äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ âîëíî-âûõ �óíêöèé ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà. Ýëåìåíòàðíûå âîëíîâûå �óíêöèè ýëëèïòè÷å-ñêîãî öèëèíäðà ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè �åëüì-ãîëüöà, ïðåäñòàâëåííîì â êîîðäèíàòàõ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷àØòóðìà � Ëèóâèëëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå ïðèâîäèòñÿ ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ ëè-íåéíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûõ êâàäðà-òè÷íî ñóììèðóåìûõ äâóñòîðîííèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, ïîçâîëÿ-þùèé äàòü âåñüìà ïðîñòûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ¾óãëî-âîãî¿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå ñ âåùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ�óíêöèé. Ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóþòñÿ íàèáîëåå ñèììåòðè÷íûå �îðìû è óðàâíåíèÿ,íå íàõîäèâøèå äî ýòîãî ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè óðàâíåíèÿ Ìàòüå. Ïî ñóùåñòâó, óêàçàí-íûå àëãîðèòìû ñâîäÿòñÿ ê ïîñòðîåíèþ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû, äèàãîíàëèçèðóþùåéîäíó áåñêîíå÷íóþ ñèììåòðè÷íóþ ïåíòàäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó. �àññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëå-ìà îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîíÿòèÿ àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà âîëíû,ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â öèëèíäðè÷åñêîì âîëíîâîäå. Àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïîñòðî-åíû óòî÷íÿþùèå äðóã äðóãà äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ ñïåêòðàëüíûõ çíà÷åíèé äè��å-ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Ìàòüå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè è ïîëóïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè.1. Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ. Ýëåìåíòàðíûå âîëíîâûå �óíêöèè ýëëèïòè÷åñêîãîöèëèíäðà, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè �åëüì-ãîëüöà, ïðåäñòàâëåííîì â êîîðäèíàòàõ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, ÿâëÿþòñÿ ïðî-èçâåäåíèÿìè ¾óãëîâûõ¿ è ¾ðàäèàëüíûõ¿ �óíêöèé Ìàòüå (Mathieu fun
tion, MF),óäîâëåòâîðÿþùèõ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì Ìàòüå, ïðåîáðàçóþùèõñÿ îäíîê äðóãîìó ñ ïîìîùüþ âåñüìà ïðîñòîé çàìåíû íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ìàòüå (Mathieu equation, ME)

d2Y

dv2
+ (a− 2q cos 2v)Y = 0, (1)ãäå v (−π 6 v 6 π) � ¾óãëîâàÿ¿ ïåðåìåííàÿ; a, q � ïîñòîÿííûå, ïîëó÷åííîåâïåðâûå â ðàáîòå [1℄ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ýëëèïòè÷åñêîé ìåìáðàíûáîëåå ñòà ëåò íàçàä, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà ñâîåãî ïîÿâëåíèÿ â íàó÷íûõ ïóáëèêàöè-ÿõ, ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì ñèñòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé êàê òåîðåòè÷åñêèõ, òàê èïðèêëàäíûõ.



Àçèìóòàëüíûå ÷èñëà Ìàòüå 143�åøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ìàòüå èãðàþò âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõçàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè è ýëåêòðîäè-íàìèêè äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ìàòüå îáû÷íî ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèèýëåìåíòàðíûõ âîëíîâûõ �óíêöèé ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿïåðåìåííûõ â ñêàëÿðíîì óðàâíåíèè �åëüìãîëüöà, ïðåäñòàâëåííîì â êîîðäèíàòàõýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà. Èìåííî ïîýòîìó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå èíîãäà íà-çûâàþò �óíêöèÿìè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà. Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà ïðåäïî÷òè-òåëüíåå èìåòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà, âûðàæåííîå â òåðìèíàõ �óíêöèéÌàòüå.Îòäåëåíèå ¾óãëîâîé¿ êîîðäèíàòû â âîëíîâûõ ïîòåíöèàëàõ ïðèâîäèò ê óãëî-âûì ãàðìîíèêàì, çàâèñÿùèì òîëüêî îò ïåðåìåííîé v. Óãëîâûå ãàðìîíèêè Ìàòüå
Y = Y (v) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ¾óãëîâîãî¿ (angular, 
ir
umferential) äè��åðåí-öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ìàòüå (b � ïàðàìåòð ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, íàçûâàåìûéòàêæå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïàðàìåòðîì óðàâíåíèÿ Ìàòüå)

d2Y

dv2
+ (b− c2λ2 cos2 v)Y = 0, (2)ãäå c � ïîëîâèíà �îêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ; λ2 èìååò ñìûñë ðàçíîñòè êâàäðàòîâ âîë-íîâûõ ÷èñåë (îäíî èç êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ ïëîñêîé ãàðìîíè÷åñêîé âîëíîé), ñ ïîäëå-æàùèìè îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîñòîÿííûìè (ñîáñòâåííûìè çíà÷å-íèÿìè) b = bj (j = 0, 1, 2, 3, ...), îáðàçóþùèìè ñ÷åòíîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó ìíîæå-ñòâî, îáåñïå÷èâàþùèìè ñóùåñòâîâàíèå 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíå-íèÿ. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå ñîâåðøåííî íåîáõîäèìî, åñëè ýëåìåíòàðíûå âîëíîâûå�óíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ îäíîçíà÷íûìè.Ñ ïîìîùüþ íåñëîæíûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ïàðà-ìåòð b íåîòðèöàòåëåí: ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå. Òàêèì îáðàçîì, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ bj ïðèâîäÿò ê íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè ýëëèïòè÷åñêèõ àçèìóòàëüíûõ ÷èñåë (àçèìóòàëüíûõ ÷èñåë Ìàòüå), êâàäðàòûêîòîðûõ ñóòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ bj :

√
b0 <

√
b1 <

√
b2 <

√
b3 < · · · . (3)Â óðàâíåíèå Ìàòüå (2) óäîáíåå ââåñòè íîâûå ïîñòîÿííûå

a = b− c2λ2

2
, q =

c2λ2

4
, (4)ïîñëå ÷åãî îíî ïðèîáðåòàåò ¾êàíîíè÷åñêóþ¿ �îðìó (1).Òåîðèÿ ¾óãëîâîãî¿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå (1) äîñòàòî÷íî ïîëíî îáñóæäàåòñÿ â êëàñ-ñè÷åñêèõ ðóêîâîäñòâàõ [2, 3℄.2. Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè,îáëàäàþùèå íàèìåíüøèì ïåðèîäîì π, è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿìîæíî îïðåäåëÿòü êàê ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ:

d2Y

dv2
+ (a− 2q cos 2v)Y = 0, Y (0) = Y (π), Y ′(0) = Y ′(π). (5)



144 Êîâàëåâ Â.À., �àäàåâ Þ.Í., Òàðàíîâà Ì.Â.Ñîáñòâåííûå �óíêöèè, îáëàäàþùèå íàèìåíüøèì ïåðèîäîì 2π, è ñîîòâåòñòâó-þùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîæíî îïðåäåëÿòü êàê ðåøåíèÿ ïîëóïåðèîäè÷åñêîé(àíòèïåðèîäè÷åñêîé) çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ:
d2Y

dv2
+ (a− 2q cos 2v)Y = 0, Y (0) = −Y (π), Y ′(0) = −Y ′(π). (6)Ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ (5) îòâå÷àåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

a
(e)
0 , a

(e)
2 , a

(o)
2 , a

(e)
4 , a

(o)
4 , ... . (7)Ïîëóïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ (6) îòâå÷àåò âîçðàñòàþùàÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

a
(e)
1 , a

(o)
1 , a

(e)
3 , a

(o)
3 , ... . (8)Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (7) è (8) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

q > 0 óïîðÿäî÷èâàþòñÿ â îäíó ñòðîêó ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a

(e)
0 < a

(o)
1 < a

(e)
1 < a

(o)
2 < a

(e)
2 < a

(o)
3 < a

(e)
3 < · · · .3. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâåêâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ áåñêîíå÷íûõ äâóñòîðîííèõ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé. Îñíîâíûå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèéóðàâíåíèÿ Ìàòüå (1), çàêëþ÷àþòñÿ â âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è îïðåäå-ëåíèè êîý��èöèåíòîâ ðÿäîâ Ôóðüå, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáñòâåííûå �óíêöèè. Îäèíèç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòèõ çàäà÷ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîñêîëü-êó π-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è 2π-ïåðèîäè÷åñêîé, òî ëþáîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìàòüå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðÿäîì Ôóðüå íà îò-ðåçêå [−π, π], êîòîðûé óäîáíåå âñåãî âçÿòü â êîìïëåêñíîé �îðìå:

Y (v) =

+∞∑

s=−∞

gse
isv. (9)Ïîäñòàâëÿÿ ðÿä (9) â óðàâíåíèå Ìàòüå (1), ïîëó÷èì òðåõ÷ëåííóþ ðåêóððåíò-íóþ �îðìóëó

(s2 − a)gs + q(gs+2 + gs−2) = 0, (10)êîòîðàÿ äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ êîìïàêòíóþ è èçÿùíóþ ìàòðè÷íóþ çàïèñü:
(H − aI)g = 0, (11)ãäå I � áåñêîíå÷íàÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, H � áåñêîíå÷íàÿ ñèììåòðè÷íàÿ âåùå-ñòâåííàÿ (ïðè âåùåñòâåííîì q) ïåíòàäèàãîíàëüíàÿ (ïÿòèäèàãîíàëüíàÿ) ìàòðèöà

H =




. . . ... ... ... ... ... . . .
· · · (−2)2 0 q 0 0 · · ·
· · · 0 (−1)2 0 q 0 · · ·
· · · q 0 02 0 q · · ·
· · · 0 q 0 (1)2 0 · · ·
· · · 0 0 q 0 (2)2 · · ·. . . ... ... ... ... ... . . .




, (12)
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g � áåñêîíå÷íûé êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûé âåêòîð-ñòîëáåö

g = ( · · · , g−1, g0, g1, · · · )T. (13)Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (11) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøå-íèå òîëüêî åñëè
det(H − aI) = 0. (14)Ñëåäîâàòåëüíî, 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ¾óãëîâîãî¿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå (1) ñóùå-ñòâóþò òîëüêî äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà a, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû H.Çàäà÷à (11) � êëàññè÷åñêàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà H âãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûõ äâóñòîðîííèõ êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ëèíåéíûé îïåðàòîð H, äåéñòâóþùèé â ýòîì ïðîñòðàíñòâå,ñèììåòðè÷åí è îáðàòèì; îáðàòíûé îïåðàòîð âïîëíå íåïðåðûâåí; ñïåêòð îïåðàòîðà

H äèñêðåòåí; êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è (11) íåêðàòíîå; ñîáñòâåííûåâåêòîðû îïåðàòîðà H îáðàçóþò áàçèñ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå.4. Îöåíêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé óðàâíåíèÿ Ìàòüå àëãåáðàè÷åñêèìèìåòîäàìè. Îöåíêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû H, ñïåêòð êî-òîðîé ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ìàòüå, ìîãóò áûòüïîëó÷åíû ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè, îïèñàíèå êîòîðûõ äàíî â èçâåñòíîéìîíîãðà�èè [4℄. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü ìàòðèöó H íà ñóììóäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû P è ñèììåòðè÷íîé îñòàòî÷íîé ìàòðèöû L. Îñòàòî÷íàÿìàòðèöà, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, áèñòîõàñòè÷íà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h, p è l ñïåê-òðàëüíûå ïàðàìåòðû ìàòðèö H, P, L ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèåíà òî, ÷òî h = a. Óïîðÿäî÷èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö H, P è L ïî âîçðàñ-òàíèþ âëåâî è âïðàâî îò ¾öåíòðàëüíûõ¿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë h0, p0 = 02, l0.Ñ ïîìîùüþ òåîðåì �åðøãîðèíà (ñì. [4, ñ. 103℄) çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ÷èñåë ìàòðèöû H áóäóò âûïîëíÿòüñÿ îöåíêè
|hs − ps| 6 2q (s = ..., −2, −1, 0, 1, 2, ... ), (15)óñòàíàâëèâàþùèå äâóñòðîííèå ãðàíèöû, â êîòîðûõ çàêëþ÷àþòñÿ ýëåìåíòû ñïåê-òðà ìàòðèöû H, à èìåííî: â ñëó÷àå íå ñëèøêîì áîëüøèõ q (òî÷íåå, êîãäà 2q < 1/2)êðóãè �åðøãîðèíà |h−ps| 6 2q (s = 0, 1, 2, ... ) èçîëèðîâàíû äðóã îò äðóãà; â êàæ-äîì êðóãå �åðøãîðèíà ðàäèóñà 2q ñ öåíòðîì pk = p−k = k2 (k = 1, 2, ...), êàêñëåäóåò èç âòîðîé òåîðåìû �åðøãîðèíà, ðàñïîëàãàþòñÿ ðîâíî äâà ñîáñòâåííûõçíà÷åíèÿ ìàòðèöû H; êðóã �åðøãîðèíà ðàäèóñà 2q ñ öåíòðîì p0 = 02 ñîäåðæèòåäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå h0.Ïîëó÷åííûå äâóñòîðîííèå îöåíêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé óðàâíåíèÿ Ìàòüå ñó-ùåñòâåííî óòî÷íÿþòñÿ, åñëè âìåñòî êðóãîâ �åðøãîðèíà èñïîëüçîâàòü îâàëû Êàñ-ñèíè: Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ hs ìàòðèöû H áóäóò ðàñïîëîæåíû â îáúåäèíåíèèçàìêíóòûõ îáëàñòåé

|h− hss||h− hjj| 6 dkdj = 4q2 (s, j = ..., −2, −1, 0, 1, 2, ... ). (16)Ýòè íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò ñðàçó æå ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ îöåíêó ñíèçó äëÿíàèìåíüøåãî ñïåêòðàëüíîãî çíà÷åíèÿ h0 ìàòðèöû H, ò. å. �àêòè÷åñêè äëÿ a
(e)
0 .



146 Êîâàëåâ Â.À., �àäàåâ Þ.Í., Òàðàíîâà Ì.Â.Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó â ñîîòâåòñòâóþùåì êðóãå �åðøãîðèíà íàõîäèòñÿ âñå-ãî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (èìåííî h0), òî äëÿ åãî áîëåå òî÷íîé ëîêàëèçàöèèâîñïîëüçóåìñÿ îâàëîì Êàññèíè |h||h−1| = 4q2. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç −d (d > 0) êîîðäè-íàòó ëåâîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îâàëà ñ âåùåñòâåííîé îñüþ Imh = 0, äëÿ îïðåäåëå-íèÿ d ìîæíî ïîëó÷èòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå d2+d−4q2 = 0, èç êîòîðîãî íàõîäèì,÷òî d =

√
1 + 16q2 − 1

2
. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû H,à âìåñòå ñ íèì è ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå a(e)

0 , ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó îãðàíè÷åíèþ:
−
√

1 + 16q2 − 1

2
< h0. (17)�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà�óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 10-01-00184-a ¾Âîëíîâûå çàäà÷è ñâÿçàí-íîé ãèïåðáîëè÷åñêîé òåðìîóïðóãîñòè¿).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Mathieu E.M�emoire sur le mouvement vibratoire d'une membrane de forme elliptique //J. des Math�ematiques Pures et Appliqu�ees. 1868. Vol. 13. Pp. 137�203.[2℄ Ñòðåòò Ì.Ä.Î. Ôóíêöèè Ëàìå, Ìàòüå è ðîäñòâåííûå èì â �èçèêå è òåõíèêå.Õàðüêîâ, Êèåâ: �îñ. íàó÷íî-òåõíè÷åñêîå èçä-âî Óêðàèíû, 1935. 240 ñ.[3℄ Ìàê-Ëàõëàí Í.Â. Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ �óíêöèé Ìàòüå. Ì.: Èçä-âî èíîñòð. ëèò-ðû, 1953. 476 ñ.[4℄ Óèëêèíñîí Äæ.Õ. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ì.: Íàóêà,1970. 564 ñ.Kovalev V.A., Radayev Y.N., Taranova M.V. On lo
alization of azimuthal numbersrelated to elementary wave fun
tions of an ellipti
 
ylinder . The paper is devoted to numeri
aland analyti
al aspe
ts of generating periodi
 solutions of the angular Mathieu equationobtained for the 
ir
umferential harmoni
s of an ellipti
 
ylinder and lo
alization problemfor the Mathieu eigenvalues and 
orresponding azimuthal numbers. Those are required in theusual pro
edure of 
onstru
ting the ellipti
 
ylinder elementary wave fun
tions playing animportant role in mathemati
al physi
s. The Sturm�Liouville eigenvalue problem for angularMathieu equation is reformulated as the algebrai
 eigenvalue problem for a linear self-adjointpentadiagonal matrix operator a
ting in the 
omplex bi-in�nite sequen
e spa
e l2. Simplealgorithms aimed at 
omputation of the Mathieu eigenvalues and angular harmoni
s aredis
ussed. The most symmetri
 forms and equations mostly known from the 
ontemporarytheory of the Mathieu equation are systemati
ally used. Some of them are spe
ially derived forthe 
ase and seem to be new. An extension of the azimuthal number notion to the 
ase of elasti
and thermoelasti
 waves propagating in a long ellipti
 waveguide is proposed. Estimations ofupper and low bounds for the Mathieu eigenvalues and azimuthal numbers are obtained bythe aid of the Gers
hgorin theorems and more a

urate ones by the Cassini ovals te
hnique.



ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÀß ÎÁÎËÎ×ÊÀ Ñ Æ�ÑÒÊÎÉÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉ ÂÑÒÀÂÊÎÉÊîëåñíèêîâ À.Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîâåñèå òîíêîñòåííîé òðóáêè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîéáåñêîíå÷íóþ öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ìàòåðèàë îáî-ëî÷êè ñ÷èòàåì âûñîêîýëàñòè÷íûì è íåñæèìàåìûì. Âíóòðü òðóáêè âñòàâëåí àáñîëþò-íî æ¼ñòêèé öèëèíäð áîëüøåãî ðàäèóñà. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè íàïðÿæ¼ííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îáîëî÷êè è äàâëåíèÿ íà âñòàâêó â çàâèñèìîñòè îò å¼ ãåî-ìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ.Ïðè ðåøåíèè ñ÷èòàåì, ÷òî èçãèáíàÿ æ¼ñòêîñòü îáîëî÷êè ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Çàäà÷ó�îðìóëèðóåì â ðàìêàõ íåëèíåéíîé òåîðèè áåçìîìåíòíûõ îáîëî÷åê. Êîîðäèíàòû îáëàñòèêîíòàêòà îáîëî÷êè ñî âñòàâêîé çàðàíåå íåèçâåñòíû è íàõîäÿòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è.Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ãðàíèö ïîëó÷åíû èçâàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Äëÿ ìàòåðèàëà Áàðòåíåâà�Õàçàíîâè÷à ðåøåíèå ïîëó÷åíî â àíàëèòè÷åñêîì âèäå.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â îòñ÷¼òíîé êîí�èãóðàöèè (íåäå�îðìèðîâàííîì ñî-ñòîÿíèè) îáîëî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íóþ öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòüêðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Íà÷àëüíóþ òîëùèíó îáîëî÷-êè ñ÷èòàåì ïîñòîÿííîé è ðàâíîé h. Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îðòàìè
{er, eϕ, ez} ðàäèóñ�âåêòîð òî÷êè ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè èìååò âèä

r(z, ϕ) = er + zez , z ∈ (−∞,+∞), ϕ ∈ [0, 2π].Çà ãàóññîâû êîîðäèíàòû ïîâåðõíîñòè âçÿòû öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíòàòû z è ϕ,êîòîðûå ïðèìåì òàêæå çà ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû äëÿ äå�îðìèðîâàííîé ïîâåðõ-íîñòè îáîëî÷êè.Ïóñòü â öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó âñòàâëåí àáñîëþòíî æ¼ñòêèé öèëèíäð ðà-äèóñà P > 1 è âûñîòû 2L.Ïðèìåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ: äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè áó-äåì èñêàòü â êëàññå îñåñèììåòðè÷íûõ äå�îðìàöèé, äå�îðìèðîâàííàÿ îáîëî÷êàñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíà öåíòðà âñòàâêè, îáîëî÷êà ïëîòíî ïðèëåãàåò ê áîêîâîéïîâåðõíîñòè âñòàâêè, ÷àñòü îáîëî÷êè íå äå�îðìèðóåòñÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü,÷òî òî÷êè îáîëî÷êè ñ ëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòîé z = 0 ðàñïîëîæåíû ïî öåíòðóâñòàâêè (îòíîñèòåëüíî îáðàçóþùåé), è ðàññìàòðèâàòü ðàâíîâåñèå òîëüêî ÷àñòèîáîëî÷êè (z > 0), ïîëàãàÿ, ÷òî â òî÷êå z = 0 îòñóòñòâóåò ïåðåìåùåíèÿ âäîëüîáðàçóþùåé.Ïóñòü z ∈ [0, z1]� ÷àñòü îáîëî÷êè, ïðèëåãàþùàÿ ê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèí-äðè÷åñêîé âñòàâêè. Åñëè ðàññìîòðåòü îòäåëüíî ÷àñòü îáîëî÷êè z ∈ [z1,+∞), òîîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñòÿíóòûé ïî êðàþ ðàâíîìåðíûìè ðàäèàëüíûìè óñèëèÿ-ìè ïîëóáåñêîíå÷íûé öèëèíäð. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîêàçàòü èç óñëîâèé ðàâíîâå-ñèÿ [1, 2℄, ÷òî íåêîòîðàÿ ÷àñòü îáîëî÷êè z ∈ [z1, z2] ñòàíîâèòñÿ ïëîñêèì êðóãëûì



148 Êîëåñíèêîâ À.Ì.äèñêîì, à ÷àñòü z ∈ [z2,+∞) îñòà¼òñÿ íåäå�îðìèðîâàííîé. Ôîðìà ïðîäîëüíî-ãî ñå÷åíèÿ äå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè äëÿ z ∈ [0,+∞) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.Êîîðäèíàòû z1 è z2 ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè è îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è.
R

Z

P1

L

�èñ. 1. Ñå÷åíèå äå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè ñ âñòàâêîé â âèäå öèëèíäðà.Ó÷èòûâàÿ âûøåèçëîæåííîå, ïîâåðõíîñòü äå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå
R(z, ϕ) = R̂(z)er + Ẑ(z)ez ,ãäå

R̂(z) =






P, z ∈ [0, z1],

R(z), z ∈ [z1, z2],

1, z ∈ [z2,+∞);

Ẑ(z) =






Z(z), z ∈ [0, z1],

L, z ∈ [z1, z2],

z − z2 + L, z ∈ [z2,+∞).

(1)Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè, êðàåâûå óñëîâèÿ íà íåèç-âåñòíûå �óíêöèè è óñëîâèÿ íà íåèçâåñòíûå ãðàíèöû ïîëó÷èì èç âàðèàöèîííîãîïðèíöèïà ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Òàê êàê ê îáîëî÷êå íå ïðèëîæåíûâíåøíèå àêòèâíûå ñèëû, òî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â âèäå
δU = 0, U =

∫

o

W ∗do. (2)Çäåñü U � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âñåé îáîëî÷êè, W ∗ � óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿýíåðãèÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè îáîëî÷êè, âûðàæàþùàÿñÿ äëÿ áåçìîìåíòíîé îáîëî÷-êè ïîñòîÿííîé òîëùèíû h ÷åðåç óäåëüíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ òð¼õìåðíîéñðåäû ñëåäóþùèì îáðàçîì W ∗ = hW .Äëÿ óïðóãîãî íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìî-æåò áûòü âûðàæåíà êàê �óíêöèÿ ãëàâíûõ êðàòíîñòåé óäëèíåíèé: W = W (λ1, λ2).Ïðè çàäàííîì âèäå äå�îðìàöèé (1) ãëàâíûå êðàòíîñòè óäëèíåíèé èìåþò âèä
λ1(z) =





Z ′(z), z ∈ [0, z1],

−R′(z), z ∈ [z1, z2],

1, z ∈ [z2,+∞);

λ2(z) =





P, z ∈ [0, z1],

R(z), z ∈ [z1, z2],

1, z ∈ [z2,+∞).

(3)



Öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ñ æ¼ñòêîé öèëèíäðè÷åñêîé âñòàâêîé 149Çäåñü øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî êîîðäèíàòå z (′ = d
dz
). Çàìåòèì, ÷òîïî ñìûñëó �óíêöèÿ R(z) óáûâàþùàÿ íà èíòåðâàëå z ∈ [z1, z2]. Äàííîå ïðåäïîëî-æåíèå ïîäòâåðäèòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è. Îòêóäà, èç ïîëîæèòåëüíîñòè êðàòíîñòèóäëèíåíèÿ, èìååì λ1 =

√
R′2(z) = −R′(z) > 0.Òîãäà äëÿ óïðóãîãî íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿäå�îðìàöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

W =






W (Z ′(z)), z ∈ [0, z1],

W (R(z), R′(z)), z ∈ [z1, z2],

0, z ∈ [z2,+∞).Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îáîëî÷êè çàïèøåòñÿ òàê:
U = 4πh

[∫ z1

0

W (Z ′(z))dz +

∫ z2

z1

W (R(z), R′(z))dz

]
. (4)Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï (2) äëÿ �óíêöèîíàëà (4), çàâèñÿùåãî íà ðàçíûõ èíòåð-âàëàõ îò �óíêöèé R(z) è Z(z), ñ íåèçâåñòíûìè ãðàíèöàìè z1 è z2 ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå [3℄

0 =

∫ z1

0

(
− d

dz

(
∂W

∂Z ′

))
δZdz +

∂W

∂Z ′
δZ

∣∣∣∣
z=z1

z=0

+

(
W − ∂W

∂Z ′
Z ′

)
δz

∣∣∣∣
z=z1

z=0

+

+

∫ z2

z1

(
∂W

∂R
− d

dz

(
∂W

∂R′

))
δRdz +

∂W

∂R′
δR

∣∣∣∣
z=z2

z=z1

+

(
W − ∂W

∂R′
R′

)
δz

∣∣∣∣
z=z2

z=z1

. (5)Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èç âàðàöèîííîãî óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäó-þùóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:
∂W (Z ′)

∂Z ′
= c1, z ∈ [0, z1]; Z(0) = 0, Z(z1) = L, (6)

W (R,R′) − ∂W (R,R′)

∂R′
R′ = 0, z ∈ [z1, z2]; R(z1) = P, R(z2) = 1, (7)

W (Z ′) − ∂W

∂Z ′
Z ′ = 0, z = z1. (8)2. Ìàòåðèàë Áàðòåíåâà�Õàçàíîâè÷à. �àññìîòðèì óäåëüíóþ ïîòåíöèàëü-íóþ ýíåðãèþ äëÿ íåñæèìàåìîé ìîäåëè ìàòåðèàëà Áàðòåíåâà�Õàçàíîâè÷à [4℄, êî-òîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

W = 2µ

(
λ1 + λ2 +

1

λ1λ2
− 3

)
. (9)Äëÿ äàííîãî ìàòåðèàëà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (6)�(8) ïðåäñòàâëÿåòñÿ âÿâíîì âèäå

Z(z) =
2z

P (3 − P )
,

s(R) =
1

6
(R3 − P 3) − 3

4
(R2 − P 2) +

1

2
LP (3 − P ),

z1 =
1

2
LP (3 − P ), z2 = − 7

12
− 1

6
P 3 +

3

4
P 2 +

1

2
LP (3 − P ).



150 Êîëåñíèêîâ À.Ì.Èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (6) è (7) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìàòåðèàëà ìîæíîïîëó÷èòü, ÷òî
λ1 =

2

λ2(3 − λ2)
. (10)Èç ïîëîæèòåëüíîñòè ãëàâíûõ êðàòíîñòåé óäëèíåíèé ñëåäóåò, ÷òî λ2 < 3. Ñëåäîâà-òåëüíî, ñ ó÷¼òîì (1) è (3), ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè 1 6 P < 3.

1

T*

R

1
0

2 3�èñ. 2. Óñèëèÿ â îáîëî÷êå è èíòåíñèâíîñòü äàâëåíèÿ íà âñòàâêó.Ââåä¼ì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû
T ∗
z =

Tz
µh
, T ∗

ϕ =
Tϕ
µh
, z∗1 =

z1
L
, z∗2 =

z2
L
, p∗ =

Tz
µhP

.Çäåñü p∗ � îáåçðàçìåðåííàÿ èíòåíñèâíîñòü äàâëåíèÿ íà æ¼ñòêóþ âñòàâêó,
Tz è Tϕ � ãëàâíûå óñèëèÿ â îáîëî÷êå. Ñ ó÷åòîì (10) ãëàâíûå óñèëèÿ äëÿìàòåðèàëà Áàðòåíåâà�Õàçàíîâè÷à ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê �óíêöèè òîëüêî λ2ñëåäóþùèì îáðàçîì

Tz =
h

λ2

∂W

∂λ1
=

µh

2λ2
(4 − λ2(3 − λ2)

2),

Tϕ =
h

λ1

∂W

∂λ2
=

3µh

2
(3 − λ2)(λ2 − 1).Óñèëèÿ T ∗

z è T ∗
ϕ íå çàâèñÿò îò L. Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî êðàòíîñòü óäëèíåíèÿ λ2äëÿ öèëèíäðà ñ åäèíè÷íûì íà÷àëüíûì ðàäèóñîì ÷èñëåííî ðàâíà ýéëåðîâîé êîîð-äèíàòå R , òî åñòü óñèëèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê �óíêöèè òîëüêî êîîðäèíàòû R.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ó÷àñòêå z ∈ [0, z1] óñèëèÿ ïîñòîÿííû è ðàâíû óñèëèÿì â òî÷êå

z = z1. Íà ó÷àñòêå z ∈ [z2,+∞) îáîëî÷êà íå íàïðÿæåíà. Òàêèì îáðàçîì, óñèëèÿâî âñåé îáîëî÷êå ìîæíî îöåíèòü ïî èçìåíåíèþ óñèëèé íà èíòåðâàëå z ∈ [z1, z2].Íà ðèñ. 2 áåçðàçìåðíûå óñèëèÿ ïðåäñòàâëåíû êàê �óíêöèè îò ýéëåðîâîé êîîðäèí-òàòû íà èíòåðâàëå R ∈ [1, P ] (1 6 P < 3). Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòëîæåíû óñèëèÿ
T ∗
z è T ∗

ϕ, ïî ãîðèçîíòàëüíîé � êîîðäèíàòà R. Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû óñèëèÿ
T ∗
z , ïóíêòèðíîé � T ∗

ϕ. Ìàêñèìóì óñèëèÿ T ∗
ϕ äîñòèãàåòñÿ ïðè R = 2. Ìàêñèìóìóñèëèÿ T ∗

z äîñòèãàåòñÿ ïðè R ≈ 2,732.



Öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ñ æ¼ñòêîé öèëèíäðè÷åñêîé âñòàâêîé 151Òàê êàê íà ó÷àñòêå z ∈ [0, z1] óñèëèÿ ïîñòîÿííû, òî äàâëåíèå íà áîêîâóþïîâåðõíîñòü öèëèíäðè÷åñêîé âñòàâêè ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî. Èíòåíñèâíîñòüäàâëåíèÿ p∗ â çàâèñèìîñòè îò ðàäèóñà âñòàâêè ïðåäñòàâëåíà òî÷å÷íîé ëèíèåé íàðèñóíêå 2. Ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà äîñòèãàåòñÿ ïðè P =
√

3 è ðàâíà p∗max ≈ 0,804.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäå-ðàöèè (ãðàíò ÌÊ-439.2011.1), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èí-íîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009-2013 ãã. (ãîñêîíòðàêò Ï596) è �îññèéñêîãî ÔîíäàÔóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé (ãðàíò 11-08-01152-à).
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hmaterial.



ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ Ï�ÀÂÈËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÒÎ×Å×ÍÛÕÂÈÕ�ÅÉ ÂÍÓÒ�È Ê�Ó�ÀÊóðàêèí Ë.�.Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, ÂëàäèêàâêàçÞæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû N òî÷å÷íûõ âèõðåé, ðàñïîëîæåí-íûõ ðàâíîìåðíî íà îêðóæíîñòè âíóòðè êðóãà. Äàí îáçîð äîñòèãíóòûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â òîì ÷èñëå è àâòîðîì.�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ ñèñòåìû Nîäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ âèõðåé, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî N-óãîëü-íèêà ðàäèóñà R0 âíóòðè êðóãîâîé îáëàñòè ðàäèóñà R ñ îáùèì öåíòðîì ñèììåòðèè.Ïîñëå ðàáîòû Õàâåëîêà [1℄, îòêðûòûå âîïðîñû îñòàëèñü ëèøü â ñëó÷àÿõ N =
2, . . . , 6, êîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè ëåæàò íà ìíèìîé îñè.�åçóëüòàòû èõ íåëèíåéíîãî àíàëèçà áûëè àíîíñèðîâàíû â çàìåòêå [2℄ è ïîäðîáíîèçëîæåíû â ðàáîòàõ [3℄�[6℄. ×åòíûé ñëó÷àé N = 2, 4, 6 óäàëîñü èññëåäîâàòü â ðàì-êàõ åäèíîãî ïîäõîäà [3℄. Êàæäûé èç ñëó÷àåâ N = 3, 5 ðàñïàëñÿ íà ñåðèþ çàäà÷,ïîòðåáîâàâøèõ èíäèâèäóàëüíîãî ïîäõîäà, â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíåíèÿ ÊÀÌ òåîðèè èíåëèíåéíîãî àíàëèçà âñåõ ðåçîíàíñîâ äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, âñòðå-÷àþùèõñÿ â çàäà÷å. Ïî ïîâîäó ðåçóëüòàòîâ îáùåé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïîëîæå-íèé ðàâíîâåñèé ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, óïîìèíàåìûõ çäåñü è íèæå, ñîøëåìñÿ íàêíèãó [7℄ è îáçîð [8℄. Óñòîé÷èâîñòü âèõðåâîãî òðåóãîëüíèêà äåòàëüíî èññëåäîâàíàâ ðàáîòå [4℄ è åå àíãëîÿçû÷íîé âåðñèè [5℄, à ïÿòèóãîëüíèêà � â ðàáîòå [6℄.Ïîëó÷åííûå â èòîãå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ òîìñî-íîâñêèõ êîí�èãóðàöèé N âèõðåé (N = 2, . . . , 6) âíóòðè êðóãà èçîáðàæåíû ñõåìà-òè÷íî íà ðèñ. 1�3. Íà íèõ ïàðàìåòð p def

=
R2

0

R2 . Âåëè÷èíû p0N , p∗N çàäàíû â òàáë. 1,à êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ p, îòâå÷àþùèå ðåçîíàíñàì â òàáë. 2.Äàäèì íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ:1. Óñòîé÷èâîñòü ïî �àóñó, êîãäà 0 < p < p∗N , (N = 2, 4, 6) è 0 < p < p0N ,
(N = 3, 5) ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ãàìèëüòîíèàíà ëèíåàðè-çîâàííîé ïðèâåäåííîé ñèñòåìû [3℄. ×èñëåííî ýòî óñòàíîâèë Êýìïáåë [9℄, êîòî-ðûé èñïîëüçîâàë ìåòîä ýíåðãèÿ � ìîìåíò. Íåóñòîé÷èâîñòü, êîãäà p∗N < p < 1,
N = 2, . . . , 6 äîêàçàíà Õàâåëîêîì [1℄.
�èñ. 1. Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè òîìñîíîâñêîãî âèõðåâîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ ÷åòíûì ÷èñ-ëîì âèõðåé âíóòðè êðóãà [3℄: p ∈ (0, p∗N ] � óñòîé÷èâîñòü ïî �àóñó (++); p ∈ (p∗N , 1) �íåóñòîé÷èâîñòü (−−). Ïàðàìåòð p

def
= R2

0/R
2.



Îá óñòîé÷èâîñòè ïðàâèëüíîé ñèñòåìû òî÷å÷íûõ âèõðåé âíóòðè êðóãà 153
P2 = 7p3 − 3p2 + 5p− 1 p∗2 ≈ .2137403629
P3 = 10p6 + 3p5 + 6p4 + 10p3 + 6p2 + 3p− 2 p∗3 ≈ 0.3212811546
Q3 = 5p6 + 9p5 + 5p3 + 9p2 − 1 p03 ≈ 0.3040641646
P4 = 7p6 + p4 + 9p2 − 1 p∗4 ≈ .3298399891
P5 = 18p10 + 10p8 + 15p7 + 34p5 + 15p3 + 10p2 − 2 p∗5 ≈ 0.3461008645
Q5 = 27p12+81p11+132p10+135p9+90p8+96p7+
153p6 + 196p5 + 165p4 + 60p3 + 2p2 − 9p− 3

p05 ≈ .3410383818

P6 = 23p9 + 13p6 + 37p3 − 1 p∗6 ≈ .2991212951Òàáëèöà 1. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ p∗N è p0N � êîðíè ïîëèíîìîâ PN è QN .2. Ïðè ÷åòíîì N = 2, 4, 6, êîãäà p = p∗N (ñì. ðèñ. 1), â çàäà÷å óñòîé÷èâî-ñòè èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé äâóêðàòíîãî íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ(íåäèàãîíàëèçèðóåìûé ñëó÷àé). Äîêàçàòåëüñòâî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòèïðèâåäåííîãî ãàìèëüòîíèàíà ïîòðåáîâàëî ïðèâëå÷åíèå ñëàãàåìûõ åãî ðÿäà Òåéëî-ðà äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà íîðìàëèçàöèèïðè ýòîì íå ïðîâîäèëàñü.Çàìå÷àíèå 1. Óñòîé÷èâîñòü äëÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà èíòåðåñíîèçó÷èòü, ÷òîáû âûÿñíèòü ¾îïàñíîé¿ èëè ¾áåçîïàñíîé¿ (ïî Áàóòèíó [10℄) ÿâ-ëÿåòñÿ ýòà ãðàíèöà. Äðóãèìè ñëîâàìè, æåñòêî èëè ìÿãêî ïðîèñõîäèò ïîòåðÿóñòîé÷èâîñòè òîìñîíîâñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà, êîãäà ïàðàìåòð p âîçðàñòàÿ, ïðî-õîäèò ÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå p∗N?3. Â ñëó÷àå N = 3, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 2, äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè ïîËÿïóíîâó ïðèâåäåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû äâóõ ñòåïåíåé ñâîáîäû íà èíòåð-âàëå (p03, p∗3) ñîñòîÿëî â ïðîâåðêå óñëîâèé òåîðåìû Àðíîëüäà-Ìîçåðà (ñì., íàïðè-ìåð, [7℄). Ïðè p = p03, â çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé äâó-
�èñ. 2. Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè òîìñîíîâñêîãî âèõðåâîãî òðåóãîëüíèêà âíóòðè êðóãà [4,5℄: p ∈ (0, p03)∪(p03, p∗3] � óñòîé÷èâîñòü ïî �àóñó; p = p03 è p ∈ (p∗5, 1) � íåóñòîé÷èâîñòü.
�èñ. 3. Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè òîìñîíîâñêîãî âèõðåâîãî ïÿòèóãîëüíèêà âíóòðè êðó-ãà [6℄: p ∈ (0, p05] � óñòîé÷èâîñòü ïî �àóñó; p ∈ (p05, a) ∪ (b, p∗) ∪ (p∗, p∗5] � �îðìàëüíàÿóñòîé÷èâîñòü ïî �àóñó (ñïëîøíàÿ äóãà); p ∈ [a, b] � óñòîé÷èâîñòü ïî �àóñó äëÿ áîëü-øèíñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé (ïóíêòèðíàÿ äóãà); p = p∗ è p ∈ (p∗5, 1) � íåóñòîé÷èâîñòü.



154 Êóðàêèí Ë.�.N=2 p̂00 = p∗2N=3 p00 = p03, p1:3 ≈ .3168967611
p1:2 ≈ .3193266263, p̂1:1 = p∗3N=4 p̂00 = p∗4N=5 p00 = p05

p1:3 ≈ .3434991204, p1:3 ≈ .3448097395
p1:2 = p∗ ≈ .3443792197, p1:2 ≈ .3455248914
p1:1:2 ≈ .3460792749, p1:1 ≈ .3459139152, p̂1:1 = p∗5N=6 p̂00 = p∗6Òàáëèöà 2. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p, îòâå÷àþùèå ðåçîíàíñàì: p00 � äâóêðàò-íûé äèàãîíàëèçèðóìûé íîëü, pk:m � ðåçîíàíñ k : m, ñèìâîë øàïî÷êà p̂ � íåäèàãîíàëè-çèðóåìûé ñëó÷àé.êðàòíîãî íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ (äèàãîíàëèçèðóåìûé ñëó÷àé). Íåóñòîé-÷èâîñòü ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Ñîêîëüñêîãî. Ïðè p = p∗3 èìååò ìåñòî êðèòè÷å-ñêèé ñëó÷àé äâóêðàòíîé ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûé çíà÷åíèé (æîðäàíîâàêëåòêà). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîéñèñòåìû èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû îáùåé òåîðèè [7, 8, 11℄4. Â ñëó÷àå N = 5 èñïîëüçîâàíî îïðåäåëåíèå �îðìàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïî�àóñó, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê �îðìàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ïðèâå-äåííîé ñèñòåìû. Ôîðìàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿñèñòåìû îçíà÷àåò (ñì., íàïðèìåð, [7℄), ÷òî ñóùåñòâóåò ñòåïåííîé ðÿä, âîçìîæíîðàñõîäÿùèéñÿ, êîòîðûé �îðìàëüíî ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñèñòåìû, äîñòèãàþùèéìèíèìóìà íà ýòîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Â ñëó÷àå �îðìàëüíîé óñòîé÷èâîñòèïî �àóñó íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ðåøåíèÿ (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) íå îáíàðó-æèâàåòñÿ â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå ïðè ó÷åòå â åå ðàçëîæåíèè ñëàãàåìûõ äî ñêîëüóãîäíî áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.Ôîðìàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî �àóñó ïðè p ∈ (p05, a) ∪ (b, p∗) ∪ (p∗, p∗5) ñëåäóåòèç òåîðåìû Áðþíî [7℄.Ïðèìåíåííèå ðåçóëüòàòîâ Â.È. Àðíîëüäà (ññûëêè ñì. â êíèãå [7℄) íà îòðåçêå

p ∈ [a, b], èçîáðàæåííîì ñõåìàòè÷íî íà ðèñ. 3, ïîçâîëèëî äîêàçàòü óñòîé÷èâîñòüðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû äëÿ áîëüøèíñòâà â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà íà÷àëü-íûõ äàííûõ. Êàê èçâåñòíî, ýòî íå èñêëþ÷àåò íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó.Ïðè p = p05 â çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé äâóêðàòíîéíóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ (äèàãîíàëèçèðóåìûé ñëó÷àé). Èç ïîëîæèòåëüíîéîïðåäåëåííîñòè ïðèâåäåííîãî ãàìèëüòîíèàíà âûòåêàåò óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâóïðèâåäåííîé ñèñòåìû. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïîòðåáîâàëî ïðèâëå÷åíèå ñëàãàåìûõ äî÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ðÿäà Òåéëîðà ïðèâåäåííîãî ãàìèëüòîíèàíà.Ïðè p = p∗5 â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå äâóêðàòíîé ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåí-íûé çíà÷åíèé (æîðäàíîâà êëåòêà) èìååò ìåñòî �îðìàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî �à-óñó. Ïðè p = p∗ (ñì. òàáë. 2) èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé ðåçîíàíñà 1 : 2.Íåóñòîé÷èâîñòü äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ðåçóëüòàòîâ À.Ï. Ìàðêååâà [7℄.Çàìå÷àíèå 2. �ÿä ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé pk:m, óêàçàííûõ â òàáëèöå 2 è îò-ñóòñòâóþùèõ íà ðèñ. 2, 3, îêàçàëèñü íåñóùåñòâåííûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îò-



Îá óñòîé÷èâîñòè ïðàâèëüíîé ñèñòåìû òî÷å÷íûõ âèõðåé âíóòðè êðóãà 155âå÷àþùèå èì â îáùåé òåîðèè ñïåöè�è÷åñêèå ðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå îòñóòñòâó-þò ñðåäè ñëàãàåìûõ äî ÷åòâåðòîãî âêëþ÷èòåëüíî ðÿäà Òåéëîðà ïðèâåäåííîãî ãà-ìèëüòîíèàíà. Ïîýòîìó ïðè N = 3, êîãäà p = p1:3 è p = p1:2 ïðèìåíèìà òåîðåìàÀðíîëüäà�Ìîçåðà, à ïðè N = 5 ðåçîíàíñíûå òî÷êè p1:3, p1:2 6= p∗, p1:1 ëåæàò âèíòåðâàëå (b, p∗5) è �îðìàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòè â íèõ ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâòåîðåìû Áðþíî.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ èíàóêè �Ô â ðàìêàõ Ôåäåðàëüíûõ öåëåâûõ ïðîãðàìì: ¾Èññëåäîâàíèÿ è ðàçðà-áîòêè ïî ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî êîì-ïëåêñà �îññèè íà 2007�2013 ãîäû¿ (ãîñêîíòðàêò � 16.516.11.6106), ¾Íàó÷íûå èíàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãã., (ãîñêîí-òðàêò � 14.740.11.0877) è Àìåðèêàíñêîãî �îíäà ãðàæäàíñêèõ èññëåäîâàíèé è ðàç-âèòèÿ (ÀÔ�È�/CRDF), ãðàíò RUM1-2943-RO-09.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Havelo
k T.H. The stability of motion of re
tilinear vorti
es in ring formation //Phil. Mag. 1931. Vol. 11. � 70. Pp. 617�633.[2℄ Êóðàêèí Ë. �. Óñòîé÷èâîñòü, ðåçîíàíñû è íåóñòîé÷èâîñòü ïðàâèëüíûõ âèõðå-âûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ âíóòðè êðóãîâîé îáëàñòè // Äîêë. �ÀÍ. 2004. Ò. 399.� 1. C. 52�55.[3℄ Kurakin L.G. On stability of a regular vortex polygon in the 
ir
ular domain //J. Ìath. Fluid Me
h. 2005. Vol. 7. Supplem. 3. Pp. S376�S386.[4℄ Êóðàêèí Ë. �. Îá óñòîé÷èâîñòè òîìñîíîâñêèõ âèõðåâûõ êîí�èãóðàöèé âíóòðèêðóãîâîé îáëàñòè // Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà. 2009. Ò. 5. � 3. C. 295�317.[5℄ Kurakin L.G. On the stability of Thomson's vortex 
on�gurations inside a 
ir
ulardomain // Reg. Chaot. Dyn. 2010. Vol. 15. � 1. Pp. 40�58.[6℄ Êóðàêèí Ë. �. Îá óñòîé÷èâîñòè òîìñîíîâñêîãî âèõðåâîãî ïÿòèóãîëüíèêà âíóò-ðè êðóãà // Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà. 2011. Ò. 7. � 3. Ñ. 465�488.[7℄ Ìàðêååâ À.Ï. Òî÷êè ëèáðàöèè â íåáåñíîé ìåõàíèêå è êîñìîäèíàìèêå. Ì.:Íàóêà, 1978.[8℄ Êóíèöûí À.Í., Ìàðêååâ À.Ï. Óñòîé÷èâîñòü â ðåçîíàíñíûõ ñëó÷àÿõ // Èòîãèíàóêè è òåõíèêè, Îáùàÿ ìåõàíèêà. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1979. Ò. 4. Ñ. 58�139.[9℄ Campbell L. J. Transverse normal modes of �nite vortex arrays // Phys. Rev. A.1981. Vol. 24. Pp. 514�534.[10℄ Áàóòèí Í.Í.Ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé-÷èâîñòè. Ì.�Ë.: �îñòåõèçäàò. 1984. 164 ñ.[11℄ Lerman L.M., Markova A. P. On Stability at the Hamiltonian Hopf Bifur
ation //Reg. Chaot. Dyn. 2009. Vol. 14. �. 1. Pp. 148�162.Kurakin L.G. On the stability of regular system of point vorti
es inside a 
ir
ulardomain. The paper is devoted to stability of the stationary rotation of a system of N equalpoint vorti
es lo
ated at verti
es of a regular N -gon of radius R0 inside a 
ir
ular domain ofradius R with a 
ommon 
enter of symmetry.



ÓÑ�ÅÄÍÅÍÈÅ ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×Ñ ÂÛÑÎÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÎÉ �ËÀÂÍÎÉ ×ÀÑÒÜÞËåâåíøòàì Â.Á.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, ÂëàäèêàâêàçÂ ðàáîòå îáîñíîâàí ìåòîä óñðåäíåíèÿ Êðûëîâà�Áîãîëþáîâà�Ìèòðîïîëüñêîãî [1℄ äëÿêâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ âûñîêî÷à-ñòîòíûìè ïî âðåìåíè ñòàðøèìè ñëàãàåìûìè. �àíåå îáîñíîâàíèå ìåòîäà óñðåäíåíèÿ áûëîíàìè îñóùåñòâëåíî äëÿ àíàëîãè÷íûõ ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷âòîðîãî ïîðÿäêà [2℄. Áëèçêèå ê [2℄ ðåçóëüòàòû âåðîÿòíîñòíûìè ìåòîäàìè â 1963 ã. ïîëó-÷èë �. Ç. Õàñüìèíñêèé. Îòìåòèì åùå âàæíûå ðàáîòû Â.Â. Æèêîâà [3�4℄ (ñì. òàêæå [5℄,ãë.XI), â êîòîðûõ ìåòîä óñðåäíåíèÿ îáîñíîâàí äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ ïàðàáîëè÷åñêèõ èàáñòðàêòíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ ñ âûñîêî÷àñòîòíîé ãëàâíîé ÷àñòüþ íà âñåé âðåìåí-íîé îñè.1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â n � ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Enâåêòîðîâ x = (x1, x2, ..., xn) ñ âåùåñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè; S � ãðàíèöà îáëàñòèêëàññà C2; QT = Ω × (0, T ), ãäå T > 0, � öèëèíäð â ïðîñòðàíñòâå En+1; ST =
S× [0, T ] � áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà QT ; ΓT = ST ∪Ω; Ωδ, ãäå δ � äîñòàòî÷íîìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, � ïîäîáëàñòü Ω, ðàññòîÿíèå êîòîðîé äî ãðàíèöû Ωðàâíî δ; Qδ

T = Ωδ × (δ, T ).Ñèìâîëîì Hα,α/2(QT ), ãäå α ∈ (0, 1), áóäåì îáîçíà÷àòü îáû÷íîå ãåëüäå-ðîâî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé u(x, t), çàäàííûõ â QT , ñ íîðìîé ‖u‖Hα,α/2(QT ) =

max
(x,t)∈QT )

|u(x, t)| + sup
(x′,t′)6=(x′′,t′′)

|u(x′′,t′′)−u(x′,t′)|

|x′′−x′|α+|t′′−t′|α/2 .�àññìîòðèì â QT ïåðâóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ïàðà-áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà
∂u

∂t
−

n∑

i=1

∂

∂xi
ai(x, t, ωt, u, ux) + a(x, t, ωt, u, ux) = 0 (1)

u
∣∣
ΓT

= ψ(x, t), (2)ãäå ux = (ux1, ux2, ..., uxn), ω ≫ 1.Îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ, íàëîæåííûå íà �óíêöèè ai, a è ψ îïèøåì, ñëåäóÿ òåî-ðåìå 6.3 [6, ãë.V℄.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèè ai(x, t, τ, u, p), a(x, t, τ, u, p) îïðåäåëåíû äëÿ
(x, t) ∈ QT è ïðîèçâîëüíûõ τ, u, p, íåïðåðûâíû, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ �åëüäåðàïî τ è îáëàäàþò íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ∂ai

∂xj
, ∂ai

∂u
è ∂ai

∂pj
. Ïóñòü ïðè âñåõóêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ x, t, τ, u âûïîëíåíî óñëîâèå ïàðàáîëè÷íîñòèóðàâíåíèÿ (1)

n∑

i,j=1

∂ai(x, t, τ, u, 0)

∂pj
ξiξj > 0, ∀ξiξj ∈ R,



Óñðåäíåíèå êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ 157è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
A(x, t, τ, u, 0)u > −Φ(u)|u| − b2.Çäåñü A(x, t, τ, u, p) = a(x, t, τ, u, p) −

n∑

i=1

∂ai(x, t, τ, u, p)

∂u
pi −

n∑

i=1

∂ai(x, t, τ, u, p)

∂xi
,

Φ > 0, ∞∫

0

dτ

Φ(τ)
= ∞, b1 > 0, b2 > 0.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ

∣∣
ST

∈ C2,1(ST ),max
x∈Ω

|ψx(x, 0)| < ∞ è ψ ïðîäîëæèìà äî�óíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Hγ,γ/2(QT ), γ ∈ (0, 1).Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(2) íàçîâåì �óíêöèþ u(x, t) ∈ Hα,α/2(QT )ïðè íåêîòîðîì α ∈ (0, 1), èìåþùóþ íåïðåðûâíûé â QT ãðàäèåíò ux, óäîâëåòâîðÿ-þùóþ óñëîâèþ (2) è ïî÷òè âñþäó â QT óðàâíåíèþ (1).Ïðè óêàçàííûõ âûøå îãðàíè÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà ðåøåíèéçàäà÷è (1)�(2)(ñì. [6, ãë.V,� 6℄)
max
QT

|uω| 6 M,ãäå ïîñòîÿííàÿ M , êàê ëåãêî âèäåòü, íå çàâèñèò îò ω.Ïóñòü ïðè (x, t) ∈ QT , ‖u‖ 6 M è ïðîèçâîëüíûõ τ, p âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
νξ2 6

n∑

i,j=1

∂ai(x, t, τ, u, p)

∂pj
ξiξj 6 µξ2

n∑

i=1

(
|ai| +

∣∣∣∣
∂ai
∂u

∣∣∣∣
)

(1 + |p|) +

n∑

i,j=1

∣∣∣∣
∂ai
∂xj

∣∣∣∣ + |a| 6 µ(1 + |p|)2,ãäå ν, µ = const > 0. Òîãäà ñîãëàñíî [6, ãë.V, § 6℄ ïðè íåêîòîðîì α ∈ (0, 1) äëÿðåøåíèé çàäà÷è (1)�(2) ñïðàâäëèâû àïðèîðíûå îöåíêè
‖u‖Hα,α/2(QT ) + max

QT

n∑

i=1

|uxi
| 6 M1, (3)

‖ux‖Hα,α/2(Q
δ
T )

6 M2(δ), (4)ãäå M1 è M2(δ) íå çàâèñÿò îò ω.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ a(x, t, τ, u, p) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî
u è p ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå (x, t) ∈ QT , τ ∈ R, |u| 6 M , |pj| 6 M1. Ôóíê-öèè ai(x, t, τ, u, p), a(x, t, τ, u, p) èìåþò ðàâíîìåðíûå ñðåäíèå ïî τ , ò. å. ðàâíîìåðíîîòíîñèòåëüíî (x, t) ∈ QT , ‖u‖ 6 M , |pj| 6 M1 ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
N→∞

1

N

N∫

0

ai(x, t, τ, u, p)dτ = ai(x, t, u, p) (5)
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lim
N→∞

1

N

N∫

0

a(x, t, τ, u, p)dτ = a(x, t, u, p) (6)Íàðÿäó ñ âîçìóùåííîé çàäà÷åé (1)�(2) ðàññìîòðèì óñðåäíåííóþ çàäà÷ó
∂v

∂t
−

n∑

i=1

∂

∂xi
ai(x, t, v, vx) + a(x, t, v, vx) (7)
v
∣∣
ΓT

= ψ(x, t). (8)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íà �óíêöèè ai, a, ñïðàâåäëèâû, â ñèëóïðåäïîëîæåíèé (5)�(6), è äëÿ �óíêöèé ai, a. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 6.3 [6, ãë.V℄çàäà÷è (1)�(2) è (7)�(8) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû.Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè îïèñàííûõ âûøå óñëîâèé ïðè íåêîòîðîì α ∈ (0, 1)ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî
lim
ω→∞

(
‖uω − v‖Hα,α/2(QT ) + ‖uω − v‖W 1,0

2 (QT )

)
= 0,ãäå uω è v � ðåøåíèÿ çàäà÷ (1)�(2) è (7)�(8) ñîîòâåòñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî îïóñêàåì. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî îíî áàçèðóåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõè ìåòîäàõ ìîíîãðà�èè [6℄.
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ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ �ÅØÅÍÈß ÄËßÒ�ÀÍÑÂÅ�ÑÀËÜÍÎ-ÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÉ ÏÎ�ÎÓÏ�Ó�ÎÉÏËÎÑÊÎÑÒÈËÿïèí À.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé �óíäàìåí-òàëüíûõ ðåøåíèé òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïîðîóïðóãîé ïëîñêîñòè ïðè ïîìîùè èíòå-ãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ýòè ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàíè÷íûõèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ çàäà÷ ñ âêëþ÷åíèÿìè è íåîäíîðîäíîñòÿìè ïðîèçâîëüíîé�îðìû â ïîðèñòîóïðóãîé ñðåäå. Ïðîâåäåíî îáåçðàçìåðèâàíèå èñõîäíîé çàäà÷è ïóòåìââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîñòðîåíû ïîëÿðíûå ìíîæåñòâà äëÿ êîðíåé õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è, à òàêæå ïîëÿ ïåðåìåùåíèé è äàâëåíèÿ îò äåéñòâèÿñîñðåäîòî÷åííîé íàãðóçêè.1. Ââåäåíèå.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ïîðîóïðóãèõ ñðåä ïðèîáðåëè áîëü-øóþ ïîïóëÿðíîñòü. Ýòî ñâÿçàíî ñ ðàñòóùèì èíòåðåñîì ê òàêèì ìàòåìàòè÷åñêèììîäåëÿì äâóõ�àçíûõ ñðåä, êàê ïîðîóïðóãèå ìîäåëè, èñïîëüçóþùèõñÿ â ìåõàíèêåâîäîíàñûùåííûõ ãðóíòîâ, ïðè ìîäåëèðîâàíèè øàõòíûõ êîíñòðóêöèé, â áèîìå-õàíèêå, ãäå ìíîãèå áèîëîãè÷åñêèå òêàíè, â òîì ÷èñëå êîñòíàÿ è ìûøå÷íàÿ, äëÿàäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òðåáóþò ó÷åòà ñëîæíîé ñòðóêòóðû ñðåäû.Ïðîöåññû �èëüòðàöèè æèäêîñòè â òâåðäîì ãðóíòå, îñàäêà �óíäàìåíòîâ è äîðîæ-íûõ ïîêðûòèé ìîãóò áûòü óñïåøíî îïèñàíû ìîäåëÿìè ïîðîóïðóãîñòè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.�àññìîòðèì òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíóþ ïîðîóïðóãóþ ïëîñêîñòü ïîä äåéñòâè-åì ñîñðåäîòî÷åííîé íàãðóçêè â òî÷êå (ξ1, ξ2). Äëÿ îïèñàíèÿ óêàçàííîé ñðåäû âîñ-ïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ Êîóèíà�Íóíçèàòî äëÿ ñëó÷àÿ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé [1℄:
C11u

(m)
1,11 + C13u

(m)
3,31 + C55(u

(m)
1,33 + u

(m)
3,13)−

−A11p
(m)
,1 + ρω2u

(m)
1 + δ1mδ(x, ξ) = 0

C13u
(m)
1,13 + C33u

(m)
3,33 + C55(u

(m)
1,31 + u

(m)
3,11)−

−A33p
(m)
,3 + ρω2u

(m)
3 + δ2mδ(x, ξ) = 0

−(K11p
(m)
,11 +K33p

(m)
,33 ) − iω(A11u

(m)
1,1 + A3,3u

(m)
3,3 )+

−iωφ
2

R
p(m) + ρfω

2(K11u
(m)
1,1 +K33u

(m)
3,3 ) + δ3mδ(x, ξ) = 0

(1)
Çäåñü: Cij � ìîäóëè óïðóãîñòè, Aij � êîìïîíåíòû òåíçîðà êîíñòàíò Áèî, Kij �êîìïîíåíòû òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, ρ, ρf � ïëîòíîñòü ñðåäû è ïëîòíîñòüæèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî, ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé ñðåäû, ui � êîìïîíåíòû âåêòîðàñìåùåíèé ñðåäû, p � äàâëåíèå æèäêîñòè â ïîðàõ, φ � ïîðèñòîñòü ñðåäû, R �ãèäðîñòàòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà.



160 Ëÿïèí À.À.3. Îáåçðàçìåðèâàíèå.Îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäêè ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó (1),èìåþòðàçëè÷íûå ðàçìåðíîñòè è íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Ýòîîáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò âíåñòè áîëüøèå ïîãðåøíîñòè ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè.Ââåäåì ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû:
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4. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé.Äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ ïîðîóïðóãîé ïëîñêîñòè âîñ-ïîëüçóåìñÿ àíàëîãè÷íûì ïîäõîäîì, èñïîëüçîâàííûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ �óíäàìåí-òàëüíûõ ðåøåíèé ýëåêòðîóïðóãîñòè [2℄. Ïðèìåíèì èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (3) ïî îáåèì êîîðäèíàòàì. Òîãäà (3) ìîæíî çàïèñàòüâ ñëåäóþùåì óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøèõ îïåðàöèé âèäå:
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Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîðîóïðóãîé ïëîñêîñòè 161Òîãäà ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
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i � îïðåäåëèòåëè ìàòðèö, ïîëó÷åííûõçàìåíîé i-îãî ñòîëáöà ìàòðèöû A íà âåêòîð F (m).Ïåðåéäåì â ïîëó÷åííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ââåäÿçàìåíû: α1 = Λcosψ, α3 = Λsinψ. Òîãäà ðåøåíèå (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
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162 Ëÿïèí À.À.5. �åçóëüòàòû.Äëÿ êîíêðåòèçàöèè ðàññìîòðèì ïîðèñòîóïðóãèé ìàòåðèàë ñî ñëåäóþùèìè ïà-ðàìåòðàìè [1℄: C11 = 1.31 · 109 Ïà, C13 = 0.57 · 109Ïà, C33 = 1.52 · 109Ïà, C55 =
0.51 ·109Ïà, A11 = 0.8, A33 = 0.2, K11 = 1.6 ·10−12 ì2/Ïà·ñ, K33 = 3.0 ·10−10 ì2/Ïà·ñ,
R = 1.36 · 109Ïà, ρ = 2200.0 êã/ì3, ρf = 1000.0 êã/ì3, φ = 0.5, P∗ = 1.0 · 109Ïà.Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì ãðà�èê îäíîãî èç êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò; äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîðíÿ θ1 ïðè-âåäåíà íà ðèñ. 1, ìíèìàÿ ÷àñòü êîðíÿ θ1 ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2:

�èñ. 1. Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü θ1. �èñ. 2. Ìíèìàÿ ÷àñòü θ1.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåäñòàâèì ðåàêöèþ ñðåäû íà ñîñðåäîòî÷åííîå óñèëèå,ïðèëîæåííîå â íà÷àëå êîîðäèíàò â íàïðàâëåíèè îñè x1 äëÿ áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû
k = 0.05. Ìîäóëü ïåðâîé êîìïîíåíòû �óíêöèè ïåðåìåùåíèÿ U (1)

1 è äàâëåíèÿ Q(1)äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3, 4. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû �óíêöèè ïåðå-ìåùåíèÿ è äàâëåíèå äëÿ äðóãèõ âàðèàíòîâ ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîãî óñèëèÿèìåþò àíàëîãè÷íûé âèä-ëîêàëèçàöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêèè áûñòðîå ñïàäàíèå ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò íåå.

�èñ. 3. U
(1)
1 . �èñ. 4. Q(1).



Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîðîóïðóãîé ïëîñêîñòè 163�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ãðàíò �10-01-00194-à), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðûèííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò Ï596).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ìàñëîâ Ë.Á. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé ïîðîóïðóãèõ ñèñòåì. Èâà-íîâî: ÏðåñÑòî, 2010. 264 ñ.[2℄ Âàòóëüÿí À.Î., Êóáëèêîâ Â.Ë. Î ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ â ýëåêòðî-óïðóãîñòè // ÏÌÌ. 1989. � 6. Ñ. 1037�1041.[3℄ �ðàäøòåéí È.Ñ., �ûæèê È.Ì. Òàáëèöû èíòåãðàëîââ, ñóìì, ðÿäîâ è ïðîèçâåäåíèé.Ì.: �îñ. èçä.�èç.-ìàò. ëèò., 1962. 1100 ñ.[4℄ ßíêå Å., Ýìäå Ô., Ëåø Ô. Ñïåöèàëüíûå �óíêöèè. Ôîðìóëû, ãðà�èêè, òàáëèöû.Ì.: Íàóêà., 1964. 342 ñ.Lyapin A.A. Fundamental solutions for transverse-isotropi
 poroelasti
 plane. Wayfor obtaining fundamental solutions for poroelasti
 transverse-isotropi
 plane, using Fourierintegral transformation presented. This result 
an be used for 
onstru
ting boundary integralequations for problems with in
lusions and inhomogeneities of 
ommon shape. Dimensionlessof the original problem, using 
orresponding dimensionless parameters performed. Polarsets of roots of 
hara
teristi
 equation of problem and �elds of displa
ement and pressure
onstru
ted.



Ï�ÈÌÅ� ÒÎ×ÍÎ�Î �ÅØÅÍÈß ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÑÂÅ�ÕÌÅËÊÎ�Î ÏÎÒÎÊÀ Ñ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÉÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ��ÀÍÈÖÅÉÍàäîëèí Ê.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäëîæåííàÿ ðàíåå [1, 2℄ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé â ñëàáîèñêðèâëåííûõ ðóñëàõ,óïðîùåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ò. í. ñâåðõìåëêîìó ïî-òîêó, äëÿ êîòîðîãî îòíîøåíèå ãëóáèíû ê øèðèíå ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé áîëåå âûñîêîãî ïî-ðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì îòíîøåíèå øèðèíû ê ïðîòÿæåííîñòè. Èñïîëüçóåìûå ìîäåëüíûå ðå-äóöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå òå÷åíèå êàê ïðîñòðàíñòâåííî òðåõìåðíûé ïðî-öåññ, îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî ïðîùå ïîëíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè, à îïðåäåëåíèåãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîëåé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ãèïåð-áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè ãëóáèíû ïîòîêà. Äëÿ èçó÷àåìîé ðåäóöè-ðîâàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñóùåñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ óñëîâèå íåñòàöèîíàðíîñòèñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîòîêà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíû ïîòîêè ïîñòîÿííîãîñå÷åíèÿ ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêîé �îðìû, äëÿ êîòîðûõ ëåãêî íàõîäèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.�åäóöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñâåðõìåëêîãî ðóñëîâîãîïîòîêà ïðè ïîñòîÿííîé âÿçêîñòè â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä [1, 2℄
∂2u

∂z2
= −g, ∂2v

∂z2
= 0,

∂w

∂z
= −

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
,

∂π

∂z
= g (1)

u = v = w
∣∣
z=h

= 0 (2)
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=ζ

= −fx,
∂v

∂z

∣∣∣∣
z=ζ

= −fy, π
∣∣
z=ζ

= 0 (3)
∂ζ

∂t
+ u

∂ζ

∂x
+ v

∂ζ

∂y
− w

∣∣∣∣
z=ζ

= 0 (4)Çäåñü u, v, w � ïðîäîëüíàÿ, ïîïåðå÷íàÿ è âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðàñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâåííî; π � äàâëåíèå; g � ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð óêëîíàðóñëà.Ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (x, y, z) ââåäåíû òàê, ÷òî ïëîñêîñòü xyðàñïîëîæåíà íà ïîâåðõíîñòè ïîòîêà, îñü z íàïðàâëåíà â ñòîðîíó äíà, îñü x íà-ïðàâëåíà âäîëü óêëîíà ðóñëà, à îñü y � îò ëåâîãî áåðåãà ê ïðàâîìó (ðèñ. 1).Íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ âî âõîäíîì ñå÷åíèè ðàññìàòðèâàåìîãî ó÷àñòêà íàîäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò áåðåãîâ. Ëîæå ïîòîêà îïðåäåëÿåòñÿ èçâåñòíîé �óíêöè-åé z = h(x, y) è ñ÷èòàåòñÿ òâåðäûì, ãäå äåéñòâóþò êðàåâûå óñëîâèÿ ïðèëèïà-íèÿ (2). Ïàðàìåòðû fx è fy îïðåäåëÿþò ïîñòîÿííûé âåêòîð âåòðîâîé íàãðóçêè,äåéñòâóþùåé íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü ïîòîêà, êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ ñëàáî äå�îð-ìèðóåìîé è çàäàííîé íåèçâåñòíîé �óíêöèåé z = ζ(x, y, t).
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�èñ. 1. Ñå÷åíèå ðóñëîâîãî ïîòîêà.Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äåéñòâóþò äèíàìè÷åñêèå êðàåâûå óñëîâèÿ (3) è êè-íåìàòè÷åñêîå óñëîâèå (4).Èç óðàâíåíèé (1)�(3) äàâëåíèå è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ìîãóò áûòü ÿâíî âûðà-æåíû ÷åðåç �óíêöèþ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ζ(x, y, t)

u =
1

2
g
[
(h− ζ)2 − (z − ζ)2

]
+ fx(h− z), v = fy(h− z),

w = g (h− z)

(
(h− ζ)

∂h

∂x
− 1

2
(h− z)

∂ζ

∂x

)
+

+ (h− z)

(
fx
∂h

∂x
+ fy

∂h

∂y

)
, π = g(z − ζ)

(5)
Èç �îðìóë (5) ñëåäóåò, ÷òî ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü u êâàäðàòè÷íî çàâèñèò îò zè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîìáèíàöèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ èñäâèãîâîãî òå÷åíèÿ Êóýòòà â ñëîå. Âîçíèêíîâåíèå ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòè v ñâÿçàíîèñêëþ÷èòåëüíî ñ äåéñòâèåì âíåøíåé ïîâåðõíîñòíîé ñèëû â íàïðàâëåíèè y, à âåð-òèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè w îáóñëîâëåíà íåðîâíîñòÿìè äíà è ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè ïîòîêà. Äàâëåíèå â ïîòîêå ïîä÷èíÿåòñÿ ãèäðîñòàòè÷åñêîìó çàêîíó,÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷èñëåííûì ãèäðîìåòðè÷åñêèì äàííûì è îáùåïðèíÿòûìãèäðîëîãè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì î ðóñëîâûõ ïîòîêàõ [3℄.Èç (5) ëåãêî ïîëó÷èòü óñëîâèå âîçíèêíîâåíèÿ ïðîòèâîòîêà (íàãîííîãî âåòðî-âîãî òå÷åíèÿ)

fx 6 −1

2
g (h− ζ)Î÷åâèäíî, ÷òî ó ïîëîãèõ áåðåãîâ åñòåñòâåííûõ âîäîòîêîâ ïðîòèâîòå÷åíèå áóäåòâîçíèêàòü äàæå ïðè íåçíà÷èòåëüíîì âñòðå÷íîì âåòðîâîì âîçäåéñòâèè, ïîñêîëüêóãëóáèíà (h− ζ) â ýòèõ ìåñòàõ ìàëà.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (5) â êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå (4), ïîëó÷èì óðàâíåíèåäëÿ âîçâûøåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ζ

∂ζ

∂t
+ g (h− ζ)2

(
∂h

∂x
− ∂ζ

∂x

)
+

+ (h− ζ)

(
fx

(
∂h

∂x
− ∂ζ

∂x

)
+ fy

(
∂h

∂y
− ∂ζ

∂y

))
= 0

(6)2. �ëóáèíà ïîòîêà.Ââîäÿ �óíêöèþ ãëóáèíû ïîòîêà
H(x, y, t) = h(x, y) − ζ(x, y, t) (7)
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∂H

∂t
+ gH2∂H

∂x
+H

(
fx
∂H

∂x
+ fy

∂H

∂y

)
= 0 (8)Ïîëàãàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ïðè t = 0) ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà ÿâ-ëÿåòñÿ èçâåñòíîé ζ(x, y, 0) = ζ0(x, y), à çíà÷èò èçâåñòíî è íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèåãëóáèí ïîòîêà H0(x, y) = h(x, y) − ζ0(x, y), èìååì

H(x, y, 0) = H0(x, y) (9)Ôîðìóëû (8),(9) îïðåäåëÿþò çàäà÷ó Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî êâàçèëèíåéíîãî ãè-ïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè,ðåøåíèå êîòîðîé ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî âûïîëíå-íèÿ óñëîâèÿ (ñì. [4, 5℄)
∣∣∣∣∣∣

1 H0(gH0 + fx) fyH0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
6= 0÷òî î÷åâèäíî.Â ðàáîòå [1℄ áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü ïîòîêà ñòà-öèîíàðíàÿ (ò. å. ζ = ζ(x, y)), à âíåøíåå âåòðîâîå âîçäåéñòâèå íàïðàâëåíî âäîëü îñè

x (ò. å. fy = 0). Â ýòîì ñëó÷àå H = H(x, y) è çàäà÷à (8),(9) ïðèíèìàåò âèä
H (gH + fx)

∂H

∂x
= 0, H(0, y) = H0

0 (y) (10)ãäå H0
0 (y) = H0(0, y) � �óíêöèÿ ïðîìåðà ãëóáèí â íà÷àëüíîì ñòâîðå ïîòîêà x = 0.Ïðè H (gH + fx) 6= 0 ðåøåíèå çàäà÷è (10) èìååò âèä H(x, y) = H0

0 (y). Ò. å. çà-äàííîå â íà÷àëüíîì ñòâîðå ðàñïðåäåëåíèå ãëóáèí ñîõðàíÿåòñÿ íà âñåì ðàññìàòðè-âàåìîì ó÷àñòêå òå÷åíèÿ.Äàëåå ìû îòêàæåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòàöèîíàðíîñòè ñâîáîäíîé ãðàíèöûè áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (8),(9) ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê [4, 5℄.Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó äëÿ óðàâíåíèÿ (8)
dx

dt
= H (gH + fx) ,

dy

dt
= fyH,

dH

dt
= 0è íàéäåì èíòåãðàëüíûé áàçèñ

x−H (gH + fx) t = C1, y − fyHt = C2, H = C3 (11)Óñëîâèå Êîøè (9) çàïèøåì â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå
t = 0, x = ξ, y = η, H = H0(ξ, η)è îïðåäåëèì ïîñòîÿííûå C1, C2 è C3 â �îðìóëàõ (11)

C1 = ξ, C2 = η, C3 = H0(ξ, η) (12)
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H −H0 (x−H (gH + fx) t, y − fyHt) = 0 (13)Óðàâíåíèå (13) íåÿâíî çàäàåò �óíêöèþ H(x, y, t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìçàäà÷è Êîøè (8),(9).3. Ïðèìåðû òî÷íûõ ðåøåíèé.�àññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ðóñëîâûõ ïîòîêîâ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ãèäðî-òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé è äîïóñêàþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13).Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèíåâîçìóùåííàÿ è ïëîñêàÿ, ò. å. ζ0(x, y) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå H0(x, y) = h(x, y), èóðàâíåíèå (13) èìååò âèä
H − h (x−H (gH + fx) t, y − fyHt) = 0�àññìîòðèì ïîòîê, ðóñëî êîòîðîãî èìååò ïîñòîÿííîå ñå÷åíèå, ò. å. äíî îïðåäå-ëÿåòñÿ �óíêöèåé z = h(y). Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå ãëóáèí íå çàâèñèò îò x èîïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

H − h (y − fyHt) = 0 (14)Çàìåòèì, ÷òî åñëè h(x, y) ≡ const, ò. å. äíî ïîòîêà çàäàåòñÿ ïëîñêîñòüþ z = h =
const, òî ãëóáèíà ïîòîêà òàêæå îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé (H(x, y, t) = h = const), àñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü � ñòàöèîíàðíîé è ïëîñêîé (ζ(x, y, t) ≡ 0).Ïðèìåð 1. Ïóñòü ðóñëî îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé h(x, y) = 1 − |y|, ò. å. èìååò âñå÷åíèè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (14) èìååò âèä

H − 1 + |y − fytH| = 0Äëÿ âíåøíåé íàãðóçêè, äåéñòâóþùåé, íàïðèìåð, â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèèîñè y (fy > 0), ïîëó÷èì
H =






1 + y

1 + fyt
, ïðè −1 6 y 6 fyt

1 − y

1 − fyt
, ïðè fyt < y 6 1

(15)Ôîðìóëà (15) ïîçâîëÿåò íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ãëóáèí ïî ñå÷åíèþ ïîòîêà íàâðåìåíí�îì èíòåðâàëå 0 6 t 6 f−1
y , ïðè÷åì �óíêöèÿ ãëóáèíà îñòàåòñÿ â èíòåðâàëå

0 6 H 6 1. Èç (15) ñëåäóåò, ÷òî â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ðóñëà ïðèñóòñòâóþò äâåçîíû � ðàñòóùàÿ ñî âðåìåíåì ñãîííàÿ −1 6 y 6 fyt è óìåíüøàþùàÿñÿ íàãîííàÿ
fyt < y 6 1, ðàçäåëåííûå ëèíèåé y = fyt, ãäå ãëóáèíà ðàâíà 1.Ïðèìåð 2. Ïóñòü ñå÷åíèå ðóñëà ïîòîêà èìååò �îðìó ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè ñîñíîâàíèÿìè 2a è 2b (a > b > 0)

h =





a+ y

a− b
, ïðè −a 6 y 6 −b

1, ïðè −b < y < b
a− y

a− b
, ïðè b 6 y 6 a



168 Íàäîëèí Ê.À.Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14) èìååò âèä
H =





a+ y

a− b+ fyt
, ïðè −a 6 y 6 −b+ fyt

1, ïðè −b+ fyt < y < b+ fyt
a− y

a− b− fyt
, ïðè b+ fyt 6 y 6 aîïðåäåëåííîå íà âðåìåíí�îì èíòåðâàëå 0 6 t 6 fy

−1(a− b).Ïðèìåð 3. Ïóñòü ñå÷åíèå ðóñëà ïîòîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ïîëóêðóã h =√
1 − y2. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (14) ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ ñ ðå-øåíèåì

H =
yfyt+

√
1 + f 2

y t
2 − y2

1 + f 2
y t

2
(16)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (16) â �îðìóëû (5) ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (7), ïîëó-÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íàäîëèí Ê.À. Îá îäíîì ïîäõîäå ê ìîäåëèðîâàíèþ ïàññèâíîãî ìàññîïåðåíîñà â ðóñ-ëîâûõ ïîòîêàõ // Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Ò. 21, � 2. Ñ. 14�28.[2℄ Íàäîëèí Ê.À. Ìîäåëèðîâàíèå ìàññîïåðåíîñà â ðóñëîâûõ ïîòîêàõ: ïðîáëåìû è ïîä-õîäû // Òð. XIV Ìåæä. êîí�. �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû�,ãã. �îñòîâ-íà-Äîíó, Àçîâ, 19-24 èþíÿ 2010 ã. � �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä. ÞÔÓ, 2010.Ñ. 250�254.[3℄ Æåëåçíÿêîâ �.Â. �èäðîëîãèÿ è ãèäðîìåòðèÿ. Ì: Âûñøàÿ øêîëà, 1981. 264 ñ.[4℄ Êóðàíò �. Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ì.: Ìèð, 1964. 830 
.[5℄ Çàéöåâ Â.Ô., Ïîëÿíèí À.Ä. Ñïðàâî÷íèê ïî äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñò-íûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2003. 416 
.Nadolin K.A. Example of the analyti
ally exa
t solution for the equations of supper-shallow stream �ow with unsteady free surfa
e. A proposed in [1, 2℄ for modeling lengthystream-bed �ows with low 
urvature and smooth shore lines set of redu
ed equations is appliedfor so-
alled supper-shallow stream �ow, for whi
h depth-width ratio is mush less than width-length ratio. These redu
ed model equations des
ribe stream �ow as a 3D phenomenon butthey are more simple then general hydrodynami
 equations and one 
an �ned hydrodynami
�elds by solving Cau
hy problem for quasi-linear hyperboli
 equation about depth-streamfun
tion. For undertaken redu
ed mathemati
al model the assumption about time-dependen
eof unsteady free surfa
e �ow fun
tion is essential. Some examples of stream �ows with 
onstantand simple shape of 
ross-se
tion were tested and analyti
ally exa
t solutions for these 
aseswere presented.



ÌÅÒÎÄ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÕ ÌÎÄÓËÅÉ ÄËß ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊ ÌÀ�ÍÈÒÎÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÕÊÎÌÏÎÇÈÒÎÂÍàñåäêèí À.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíû òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ìåòîäà ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé äëÿ êîìïîçèöè-îííûõ ñðåä ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè è ïüåçîìàãíèòíûìè �àçàìè. Ñ�îðìóëèðîâàíû óòâåð-æäåíèÿ äëÿ îñðåäíåííûõ ïîëåâûõ õàðàêòåðèñòèê, îáîáùàþùèå èçâåñòíûå äëÿ óïðóãèõè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä. Âûäåëåíû âîñåìü ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ ýëåêòðîìàãíèòîóïðó-ãîñòè äëÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ý��åêòèâíûå ìîäóëè ìàã-íèòîýëåêòðè÷åñêîãî êîìïîçèòà. Äàííûå çàäà÷è ðàçëè÷àþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íàïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà. Äëÿ ýòèõ çàäà÷ óêàçàíû îïðåäåëåííûå âèäû ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé, ïîçâîëÿþùèå ïî óäîáíûì �îðìóëàì âû÷èñëèòü ïîëíûé íàáîð ý��åê-òèâíûõ ìîäóëåé ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû ñ ïðîèçâîëüíûì êëàññîì àíèçîòðîïèè.Ïóñòü Ω � äâóõ�àçíûé êîìïîçèò, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ìàòåðèàëîâ Ωe è Ωm(Ω = Ωe ∪ Ωm), ïðè÷åì Ωe èìååò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà, à Ωm � ïüåçî-ìàãíèòíûå ñâîéñòâà; Γ = ∂Ω � ãðàíèöà òåëà; n(x) � âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷íîéíîðìàëè ê Γ (x ∈ Γ); u(x) � âåêòîð-�óíêöèÿ ïåðåìåùåíèé; ϕ(x), φ(x) � �óíêöèèýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Âñþäó äàëåå ÷åðåç εáóäåì îáîçíà÷àòü òåíçîð äå�îðìàöèé; σ � òåíçîð ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé; E �âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; D� âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè;
H � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ; B � âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè.Ïîëÿ ε, E è H âûðàæàþòñÿ ÷åðåç u, ϕ è φ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ε = (∇u + ∇u∗)/2; E = −∇ϕ; H = −∇φ.Íà ãðàíèöå Γ áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå âåêòîð ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé pè ïîâåðõíîñòíûå ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ σe è ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ σm:
p = n · σ; σe = −n · D; σm = −n · B. (2)Êàê îáû÷íî, îñðåäíåííûå ïî îáúåìó õàðàêòåðèñòèêè áóäåì îáîçíà÷àòü â óãëî-âûõ ñêîáêàõ:

〈(...)〉 =
1

Ω

∫

Ω

(...) dΩ. (3)Ñëåäóÿ îáîñíîâàíèþ ìåòîäà ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé äëÿ óïðóãèõ ñðåä [1℄, äëÿýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî òåëà ñ�îðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Ýòèóòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ïî àíàëîãè÷íûì ñõåìàì, ÷òî è äëÿ óïðóãîãî òåëà.Óòâåðæäåíèå 1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îñðåäíåííûõ ïîîáúåìó Ω ïîëåâûõ õàðàêòåðèñòèê ÷åðåç çíà÷åíèÿ ñâÿçàííûõ ñ íèìè âåëè÷èí íàãðàíèöå Γ:
(a) ∀ε = ε∗ 〈ε〉 =

1

2Ω

∫

Γ

(un∗ + nu∗) dΓ; (4)



170 Íàñåäêèí À.Â.
(b) ∀E, H 〈E〉 = − 1

Ω

∫

Γ

nϕ, 〈H〉 = − 1

Ω

∫

Γ

nφ dΓ; (5)

(c) ∀σ = σ∗ : ∇ · σ = 0 〈σ〉 =
1

2Ω

∫

Γ

(px∗ + xp∗) dΓ; (6)

(d) ∀D, B : ∇·D = 0, 〈D〉 = − 1

Ω

∫

Γ

σex dΓ; ∇·B = 0, 〈B〉 = − 1

Ω

∫

Γ

σmx dΓ. (7)Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ (4), (5) íóæíû �îðìóëû (1); à p, σe è σm â (6), (7) ñâÿçàíûñ σ, D è B ïî (2).Óòâåðæäåíèå 2.(a) Åñëè ïðè x ∈ Γ u = x · ε0, ãäå ε0 = ε∗
0 = const, òî 〈ε〉 = ε0.(b) Åñëè ïðè x ∈ Γ ϕ = −x · E0, E0 = const, òî 〈E〉 = E0.(
) Åñëè ïðè x ∈ Γ φ = −x · H0, H0 = const, òî 〈H〉 = H0.(d) Åñëè ïðè x ∈ Γ p = n · σ0, ãäå p � âåêòîð ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé èç (2),

σ0 = const, òî 〈σ〉 = σ0.(e) Åñëè ïðè x ∈ Γ σe = −n·D0, ãäå σe � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãîçàðÿäà èç (2), D0 = const, òî 〈D〉 = D0.(f) Åñëè ïðè x ∈ Γ σm = −n · B0, ãäå σm � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ìàãíèòíîãîçàðÿäà èç (2), B0 = const, òî 〈B〉 = B0.Óòâåðæäåíèå 3.(a) Åñëè ïðè x ∈ Γ u = x · ε0, ε0 = ε∗
0 = const, è âûïîëíåíî óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ

∇ · σ = 0, òî 〈σ · ·ε〉 = 〈σ〉 · ·〈ε〉.(b) Åñëè ïðè x ∈ Γ ϕ = −x·E0, E0 = const, è âûïîëíåíî óðàâíåíèå ýëåêòðîñòàòèêè
∇ · D = 0, òî 〈D ·E〉 = 〈D〉 · 〈E〉.(
) Åñëè ïðè x ∈ Γ φ = −x · H0, H0 = const, è âûïîëíåíî óðàâíåíèå ìàãíèòîñòà-òèêè ∇ · B = 0, òî 〈B · H〉 = 〈B〉 · 〈H〉.(d) Åñëè ïðè x ∈ Γ p = n · σ0, σ0 = const, ãäå p � âåêòîð ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿ-æåíèé èç (2), è âûïîëíåíî óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ∇ ·σ = 0, òî 〈σ · ·ε〉 = 〈σ〉 · ·〈ε〉.(e) Åñëè ïðè x ∈ Γ σe = −n · D0, D0 = const, ãäå σe � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòüýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà èç (2), è âûïîëíåíî óðàâíåíèå ýëåêòðîñòàòèêè ∇ · D = 0,òî 〈D · E〉 = 〈D〉 · 〈E〉.(f) Åñëè ïðè x ∈ Γ σm = −n · B0, B0 = const, ãäå σm � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòüìàãíèòíîãî çàðÿäà èç (2), è âûïîëíåíî óðàâíåíèå ìàãíèòîñòàòèêè ∇ · B = 0, òî
〈B · H〉 = 〈B〉 · 〈H〉.Â ñîîòâåòñòâèå ñ âîñåìüþ ýêâèâàëåíòíûìè �îðìàìè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-íèé ìîæíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ìîäóëè ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû:� εEH��îðìà

σ = cE,H · ·ε − eH∗ ·E − qE∗ · H, (8)

D = eH · ·ε + ǫS,H · E + αS · H, (9)

B = qE · ·ε + αS∗ ·E + µS,E · H, (10)� σEH��îðìà
ε = sE,H · ·σ + dH∗ · E + rE∗ · H, (11)
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D = dH · ·σ + ǫT,H · E + γT · H, (12)

B = rE · ·σ + γT∗ · E + µT,E · H, (13)è àíàëîãè÷íî äëÿ εDH , σDH , εEB, σEB, εDB, σDB��îðì.Íàïðèìåð, â (8)�(10) cE,H � óïðóãèå æåñòêîñòè, eH � ïüåçîìîäóëè, qE � ìî-äóëè ìàãíèòîñòðèêöèè, ǫS,H � äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè, αS � êîý��èöè-åíòû ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêîé ñâÿçè, µS,E � ìàãíèòíûå ïðîíèöàåìîñòè, à âåðõíèåèíäåêñû óêàçûâàþò, ïðè ïîñòîÿíñòâå êàêèõ ïîëåé âû÷èñëåíû äàííûå ìîäóëè (S �äå�îðìàöèè, T � íàïðÿæåíèÿ).Äëÿ äâóõ�àçíîãî êîìïîçèòà ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé è ïüåçîìàãíèòíîé ñîñòàâëÿ-þùèìè ìîäóëè áóäóò �óíêöèÿìè êîîðäèíàò x: cE,H = cE,H(x); eH = eH(x) è ò. ä.,ïðè÷åì αS = 0 ∀x ∈ Ω; qE = 0 ∀x ∈ Ωe; eH = 0 ∀x ∈ Ωm.Ñ÷èòàÿ, ÷òî Ω � ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì íåîäíîðîäíîãî êîìïîçèòà ñ ïüåçî-ýëåêòðè÷åñêîé è ïüåçîìàãíèòíîé �àçàìè, ìîæíî îïðåäåëèòü ý��åêòèâíûå ìîäó-ëè c̃E,H, ẽH , q̃E, ǫ̃S,H, ǫ̃S,H , α̃S, µ̃S,E ïî îïèñûâàåìîé íèæå ìåòîäèêå, àíàëîãè÷íîéèçâåñòíîé äëÿ ÷èñòî óïðóãèõ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîçèòîâ [2℄.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîñòè äëÿïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà Ω:
∇ · σ = 0; ∇ · D = 0; ∇ · B = 0; x ∈ Ω, (14)

u = x · ε0; ϕ = −x · E0; φ = −x · H0; x ∈ Γ = ∂Ω. (15)Çàäà÷ó (14), (15) íàçîâåì çàäà÷åé I, à åå ðåøåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç uI, ϕI, φI.Ïî íàéäåííîìó ðåøåíèþ èç (1), (8)�(10) îïðåäåëÿþòñÿ εI, EI, HI, σI, DI è BI, ãäå
εI = ε(uI) è ò. ä. Îòìåòèì, ÷òî ïî óòâåðæäåíèþ 2 äëÿ çàäà÷è I 〈εI〉 = ε0, 〈EI〉 = E0è 〈HI〉 = H0.Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äàííîé èñõîäíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäå íåêîòîðóþ ¾ýê-âèâàëåíòíóþ¿ îäíîðîäíóþ ñðåäó ñ ý��åêòèâíûìè ìîäóëÿìè c̃E,H, ẽH , q̃E , ǫ̃S,H ,
ǫ̃S,H , α̃S, µ̃S,E. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ¾ýêâèâàëåíòíîé¿ ñðåäû â �îðìå,àíàëîãè÷íîé (8) � (10), áóäóò èìåòü âèä:

σ0 = c̃E,H · ·ε0 − ẽH∗ ·E0 − q̃E∗ · H0, (16)

D0 = ẽH · ·ε0 + ǫ̃S,H · E0 + α̃S · H0, (17)

B0 = q̃E · ·ε0 + α̃S∗ ·E0 + µ̃S,E · H0. (18)Óñëîâèÿìè äëÿ íàõîæäåíèÿ âõîäÿùèõ â (16) � (18) ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé äëÿçàäà÷è I ëîãè÷íî ïðèíÿòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
〈σI〉 = σ0; 〈DI〉 = D0; 〈BI〉 = B0. (19)Ìîäóëè, íàéäåííûå èç ýòèõ óñëîâèé, áóäåì ïîìå÷àòü äîïîëíèòåëüíî âåðõíèìèèíäåêñàìè ¾I¿. Îòìåòèì, ÷òî ïî óòâåðæäåíèþ 3 äëÿ íåîäíîðîäíîé è ¾ýêâèâàëåíò-íîé¿ îäíîðîäíîé ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãèõ ñðåä áóäóò îäèíàêîâûìè è îñðåäíåííûåýíåðãèè

〈σI · ·εI + DI · EI + BI ·HI〉/2 = (σ0 · ·ε0 + D0 · E0 + B0 · H0)/2.



172 Íàñåäêèí À.Â.Èñïîëüçóÿ (16)�(19), ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, äëÿ êîòîðûõïîëó÷àòñÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèìçàäà÷ó I ïðè
ε0 = ε0(ekem + emek); E0 = 0; H0 = 0, (20)ãäå k, m � íåêîòîðûå �èêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ (k,m = 1, 2, 3); ek � îðòû äåêàð-òîâîãî áàçèñà. Òîãäà, èç (16)�(20) ïîëó÷àåì:

c̃E,H I
ijkm = 〈σI

ij〉/(2ε0); ẽH I
jkm = 〈DI

j〉/(2ε0); q̃E I
jkm = 〈BI

j〉/(2ε0). (21)Åñëè æå â çàäà÷å I ïîëîæèòü
ε0 = 0; E0 = E0ek; H0 = 0, (22)òî èç (16)�(19), (22) ïîëó÷èì

ẽH I
kij = −〈σI

ij〉/E0; ǫS,H I
jk = 〈DI

j〉/E0; αS I
kj = 〈BI

j〉/E0. (23)Íàêîíåö, åñëè â çàäà÷å I ïîëîæèòü
ε0 = 0; E0 = 0; H0 = H0ek, (24)òî èç (16)�(19), (24) ïîëó÷èì

q̃E I
kij = −〈σI

ij〉/H0; αS I
jk = 〈DI

j〉/H0; µS,E I
jk = 〈BI

j〉/H0. (25)Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû σI
ij , DI

j è BI
j â (21), (23) è (25) ðàçíûå, òàê êàê âû÷èñ-ëÿþòñÿ ïî ðåøåíèÿì çàäà÷ I ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (15): (20), (22)è (24).Êðîìå îïèñàííîãî ñïîñîáà, ïî àíàëîãèè ñ íåîäíîðîäíûìè ýëåêòðîóïðóãèìèñðåäàìè [3℄, äëÿ ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãèõ ñðåä ìîæíî ïðåäëîæèòü è äðóãèå âàðè-àíòû ââåäåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé, ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷è ñ èíûìè ìåõàíè÷åñêè-ìè, ýëåêòðè÷åñêèìè è ìàãíèòíûìè óñëîâèÿìè, ïåðå÷èñëåííûìè â óòâåðæäåíèè 2.Èìåííî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:� çàäà÷à II ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ âåêòîðà ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé p,ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ϕ è ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà φ

p = n · σ0; ϕ = −x ·E0; φ = −x · H0; x ∈ Γ;� çàäà÷à III ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ïåðåìåùåíèé u, ïîâåðõíîñòíîé ïëîò-íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà σe è ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà φ
u = x · ε0; σe = −n · D0; φ = −x · H0; x ∈ Γ;� çàäà÷à IV ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ âåêòîðà ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé p,ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà σe è ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà φ
p = n · σ0; σe = −n · D0; φ = −x · H0; x ∈ Γ,



Ìåòîä ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé äëÿ ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîçèòîâ 173� çàäà÷è V�VIII, îòëè÷àþùèåñÿ îò çàäà÷ I�IV çàìåíîé ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà φ = −x · H0 ïðè x ∈ Γ íà ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ìàãíèò-íîãî çàðÿäà σm = −n · B0 ïðè x ∈ Γ.Âî âñåõ ýòèõ çàäà÷àõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëåâûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ýëåê-òðîñòàòèêè è ìàãíèòîñòàòèêè (14). Ïðè ýòîì â çàäà÷å II èñïîëüçóþòñÿ îïðåäå-ëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (11)�(13) è ïåðâîíà÷àëüíî íàõîäÿòñÿ ý��åêòèâíûå ìîäóëè
s̃E,H II, d̃HII, r̃E II, ǫ̃T,H II, γ̃T II è µ̃T,E II; â çàäà÷àõ III�VIII � îïðåäåëÿþùèå ñîîòíî-øåíèÿ äëÿ εDH , σDH , εEB, σEB, εDB, σDB��îðì è ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäóëè.Îòìåòèì, ÷òî ïî óòâåðæäåíèþ 3 âî âñåõ çàäà÷àõ I�VIII ñîõðàíÿåòñÿ îñðåäíåí-íàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì îáîñíîâàíèåì ìåòîäà ý��åêòèâ-íûõ ìîäóëåé.Â ëþáîé èç ýòèõ çàäà÷ ïî íàéäåííûì ïåðâîíà÷àëüíî ý��åêòèâíûì ìîäóëÿììîæíî â äàëüíåéøåì îïðåäåëèòü è âñå îñòàëüíûå ìîäóëè, âõîäÿùèå â îïðåäå-ëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ �îðì, çàïèñàííûå äëÿ ¾ýêâèâàëåíòíîé¿ñðåäû. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå èç ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ý��åê-òèâíûå ìîäóëè áóäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà, ò. å., íàïðèìåð,
c̃E,H I 6= c̃E,H II 6= ... 6= c̃E,H VIII, è ò. ï.Ôîðìóëû (21), (23), (25) è àíàëîãè÷íûå äëÿ çàäà÷ II�VIII ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòüïîëíûé íàáîð ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû ïðîèçâîëüíî-ãî êëàññà àíèçîòðîïèè. Èñïîëüçîâàíèå æå òåõ èëè èíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíî-øåíèé èç âîñüìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ çàäà÷ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì äëÿ íàõîæ-äåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóð, ñîâåðøàþùèõ ïðè ðàáîòåïðåèìóùåñòâåííî îäíîìåðíûå äâèæåíèÿ, íàïðèìåð, ñòåðæíåé, ïëàñòèí, äèñêîâ ñïüåçîæåñòêèìè è ïüåçîìÿãêèìè ìîäàìè êîëåáàíèé è äð.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (� 09-01-00875).
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Ï�ßÌÛÅ È ÎÁ�ÀÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎÍÀÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÏËÀÑÒÈÍÍåäèí �.Ä.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíû ïîñòàíîâêè ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ òîíêèõ óïðóãèõ ïëàñòèí ñíåîäíîðîäíûì ïîëåì ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû äâà ðåæèìàêîëåáàíèé � ïëàíàðíûé è èçãèáíûé. �åøåíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷ ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíûñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðåäëîæåíà ñõåìà èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîä-íûõ îäíîîñíûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, îñíîâàííàÿ íà ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííîãîïðîöåññà. Ïðåäñòàâëåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýê
ïåðèìåíòîâ ïî âîññòàíîâëåíèþ ïðåä-âàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ðàìêàõ íåñêîëüêèõ ìîäåëüíûõ çàäà÷, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îòäðóãà òèïàìè ïðèëîæåííûõ çîíäèðóþùèõ íàãðóçîê. Ïðèâåäåíû ý��åêòèâíûå ðåæèìûíàãðóæåíèÿ è ÷àñòîòíûå äèàïàçîíû, äàþùèå íàèáîëüøóþ òî÷íîñòü èäåíòè�èêàöèè.1. Ââåäåíèå. Òðóäíî ïåðåîöåíèòü ðîëü êëàññà çàäà÷ îá àíàëèçå ïðåäâàðè-òåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â òâåðäûõ òåëàõ è ìåõàíè÷åñêèõ êîíñòðóêöè-ÿõ. Ïðåæäå âñåãî ýòî ñâÿçàííî ñ òåì, ÷òî åñëè â êîíñòðóêöèè åñòü êîíöåíòðàòîðûèëè ñóùåñòâåííûå íåîäíîðîäíîñòè ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, òî ýòî ìîæåòñòàòü ïðè÷èíîé çíà÷èòåëüíîé ïîòåðè ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê êîíñòðóêöèèèëè äàæå åå ðàçðóøåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðåäêî íàëè÷èå îñîáûõ òèïîâ ïðåä-âàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíñòðóêöèè ìîæåò, íàîáîðîò, ïîâûñèòüåå íàäåæíîñòü è ïðî÷íîñòü ïðè ýêñïëóàòàöèè.Îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ íåðàçðóøàþùèõ ìåòîäîâ îöåíêè íåîäíîðîä-íîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ àêóñòè÷åñêèé ìåòîä.Íàèáîëåå ÷àñòî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿèñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü îäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé, ïðè÷åì ïðè îöåíêå åãîóðîâíÿ äîñòàòî÷íî èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé óïðóãèõ âîëí [5℄. Â òî æå âðåìÿ â ðå-àëüíûõ êîñòðóêöèÿõ ïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå íåîäíîðîäíî. Ñó-ùåñòâåííûå íåîäíîðîäíîñòè ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå-÷àþòñÿ â îêðåñòíîñòÿõ ðàçëè÷íûõ äå�åêòîâ � ïîëîñòåé, âêëþ÷åíèé, òðåùèí, âîáëàñòÿõ ñâàðíûõ øâîâ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíû âîçìîæíîñòè èäåíòè�èêàöèè ïîëÿ íåîäíî-ðîäíûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â òîíêèõ óïðóãèõ èçîòðîïíûõ ïëàñòèíàõ,íàãðóæàåìûõ â ðåæèìàõ ïëàíàðíûõ è èçãèáíûõ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé, ñ ïî-ìîùüþ íåðàçðóøàþùåãî àêóñòè÷åñêîãî ìåòîäà.2. Ïîñòàíîâêè ïðÿìûõ çàäà÷ î ïëàíàðíûõ è èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõòîíêîé ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîé ïëàñòèíû. Â ðàìêàõ ïëîñêîãî íà-ïðÿæíåííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî òå-ëà ñ ãðàíèöåé l = lu ∪ lσ, çàíèìàþùåãî îáëàñòü S, êîòîðàÿ íà ÷àñòè ãðàíèöû luæåñòêî çàùåìëåíà, à íà ÷àñòè lσ äåéñòâóåò íàãðóçêà, îñöèëëèðóþùàÿ ñ ÷àñòîòîé ω.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåëî íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ íåîäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî



Ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûõ ïëàñòèí 175íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Òîãäà ëèíåàðèçîâàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá óñòàíîâèâ-øèõñÿ ïëàíàðíûõ êîëåáàíèÿõ èìååò âèä ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:




Tij,j + ρω2ui = 0,
Tij = σij + ui,mσ

0
mj ,

σij = λ∗δijuk,k + 2µεij,
ui|lu = 0,
Tijnj|lσ = Pi, i, j = 1, 2,

(1)ãäå ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, Tij � êîìïîíåíòû íåñèììåòðè÷íîãîòåíçîðà Ïèîëû [7℄, σ0
ij � êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ïðåäâàðèòåëüíûõ íà-ïðÿæåíèé, σij ïîä÷èíÿþòñÿ ëèíåéíîìó çàêîíó �óêà, εij � êîìïîíåíòû ëèíåéíîãîòåíçîðà äå�îðìàöèé. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå,ò. å. λ∗ = 2λµ

λ+2µ
(äàëåå çâåçäî÷êó áóäåì îïóñêàòü). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïîíåí-òû òåíçîðà ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ,ò. å. σ0

ij,j = 0.Ïîñòàíîâêà àíàëîãè÷íîé çàäà÷è îá èçãèáíûõ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ ïëà-ñòèíû ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè q, ïðèëîæåííîé íà êîíòóðå lσ ïåðïåíäèêóëÿðíîïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ, èìååò âèä




D∆2w + 2
3
h3(σ0

mβw,αm ),αβ −2hσ0
αβw,αβ +2

3
h3ρω2∆w − 2hρω2w = 0,

w|lu = 0, ∂w
∂n

∣∣
lu

= 0, Gt|lσ = 0,[
∂
∂τ

(Ht) −Nt +
2
3
h3ρω2 ∂w

∂n

]∣∣
lσ

= q.
(2)ãäå D = 2

3
h3(λ∗ + 2µ) = 2Eh3

3(1−ν2)
� öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû,

Gt = 2
3
h3T̃αβnαnβ � èçãèáàþùèé ìîìåíò íà ∂S,

Ht = 2
3
h3(T̃2βnβn1 − T̃1βnβn2) � êðóòÿùèé ìîìåíò íà ∂S,

Nt = −D ∂(∆w)
∂n

− 2
3
h3(σ0

mβw,αm ),β nα + 2hσ0
αβnαw,β � ïîïåðå÷íàÿ ñèëà íà ∂S,

T̃αβ = λ∗δαβw,kk +2µw,αβ +w,αm σ
0
mβ , α, β, k,m = 1, 2;

∂
∂n

è ∂
∂τ

� ñîîòâåòñòâåííî íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ è ïðîèçâîäíàÿ ïî êàñàòåëü-íîìó íàïðàâëåíèþ ê êîíòóðó ∂S.Ñëàáûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ (1) è (2) èìåþò âèä ñîîòâåòñòâåííî
∫

lσ

Pividlσ −
∫

S

(
λui,ivj,j + 2µεij (uk) εij (vk) + ui,mσ

0
mjvi,j − ω2ρuivi

)
dS = 0 , (3)è

∫

S

[
Dw,αβ v,αβ +

2

3
h3σ0

mβw,αm v,αβ +2hσ0
αβw,α v,β −2hρω2wv − qv

]
dS = 0 . (4)3. �åøåíèå ïðÿìûõ çàäà÷. �åøåíèå ïðÿìûõ çàäà÷ (1) è (2) ðåàëèçîâàíî ñïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïàêåòå FreeFem++ íà îñíîâå èõ ñëàáûõïîñòàíîâîê (3) è (4).



176 Íåäèí �.Ä.Áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ âåëè÷èíû ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæå-íèé σ0
11 íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïðÿìîóãîëü-íîé ïëàñòèíû, íàãðóæàåìîé ðàçíûìè ñïîñîáàìè, â ðåæèìàõ ïëàíàðíûõ è èçãèá-íûõ êîëåáàíèé. Ýòî èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà ïåðâûõ äâóõ ÷àñòîòíûõ äèàïà-çîíàõ (ò. å. äî ïåðâîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû è ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé ðåçîíàíñíûìè÷àñòîòàìè), äëÿ ðàçíûõ ñîîòíîøåíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ îáëàñòè. Íàèáîëååñèëüíîå âëèÿíèå óðîâíè ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé îêàçûâàþò â îêðåñòíîñòÿõðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò. �àñõîæäåíèå â àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ îêà-çàëîñü âïîëíå äîñòàòî÷íûì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåäóðû ðåêîíñòðóêöèè ïðåä-âàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (ñì. ðàáîòû [4, 6℄).4. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è. �àññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ ïëàñòè-íû ñ òåìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè, ÷òî è â ï.2, ñ ñóùåñòâóþùèìè âíóòðè íåå íåîä-íîðîäíûìè îäíîîñíûìè ïðåäâàðèòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè, õàðàêòåðèçóþùèìèñÿîäíîé êîìïîíåíòîé òåíçîðà ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σ0

11(x2). Èçâåñòíûìèáóäåì ñ÷èòàòü ìàòåðèàë, íàãðóçêó è íåêîòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ îïîëå ñìåùåíèé; ïðè ýòîì íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ñïîñîáàìè åå çàäàíèÿ ÿâëÿþò-ñÿ ñëåäóþùèå: 1) çàäàíèå ïîëÿ ñìåùåíèé ui âíóòðè îáëàñòè äëÿ �èêñèðîâàííîé÷àñòîòû; 2) çàäàíèå ïîëÿ ñìåùåíèé ui íà ÷àñòè ãðàíèöû ∂S â êîíå÷íîì íàáîðå÷àñòîò ωk ∈ [ω−, ω+]. Â ïåðâîé ïîñòàíîâêå îáðàòíàÿ çàäà÷à ëèíåéíà, âî âòîðîé �íåëèíåéíà [2℄. �àññìîòðèì 2-îé ñïîñîá çàäàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè:
{
ui|lu

}
k
, ωk ∈ [ω1, ω2] , k = 1, m.Îòäåëüíî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåíçîð ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé óäîâëå-òâîðÿåò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ σ0
ij,j = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â îäíîîñíîì ñëó÷àå(ò. å. êîãäà åäèíñòâåííîé îòëè÷íîé îò íóëÿ êîìïîíåíòîé òåíçîðà σ0 ÿâëÿåòñÿ σ0

11)
σ0

11 = σ0
11(x2).Ïîñòàâèì çàäà÷ó î âîññòàíîâëåíèè çàêîíà èçìåíåíèÿ σ0

11(x2).5. Ñâåäåíèå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ê èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó.Îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðíûõ ñîîòíîøåíèé â îáðàòíîé çàäà÷å îñíî-âàí íà ïðèìåíåíèè ñëåäñòâèÿ îáîáùåííîãî ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè, âûâåäåííîãîâ ðàáîòå [3℄: ∫

V

δσ0
mj ui,mui,jdV +

∫

lσ

Pi(fi − ui)dlσ = 0, (5)ãäå δσ0
mj � ïîïðàâêè ê íåèçâåñòíûì �óíêöèÿì ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, fi �èçâåñòíîå ïîëå ñìåùåíèé íà ÷àñòè ïîâåðõíîñòè lσ. Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â ñëó÷àåïëàíàðíûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíû ñëåäóåò óðàâíåíèå

∫

S

δσ0
11

[
(u1,1)

2 + (u2,1)
2] dS =

∫

lσ

Pi (ui − fi) dlσ. (6)à â ñëó÷àå èçãèáíûõ êîëåáàíèé � óðàâíåíèå
∫

S

δσ0
11

[
2

3
h3(w,211 +w,212 ) + 2hw,21

]
dS =

∫

lσ

q(w − f)dS. (7)
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�èñ. 1. Ñëåâà: ïëàíàðíûå êîëåáàíèÿ; 18 èòåðàöèé. Ñïðàâà: èçãèáíûå êîëåáàíèÿ; 29 èòå-ðàöèé.Îáà óðàâíåíèÿ (6) è (7) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåä-ãîëüìà 1-ãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ïîïðàâêè δσ0
11 ê íåèçâåñòíîé �óíêöèè ïðåäâàðè-òåëüíûõ íàïðÿæåíèé.Îáå îáðàòíûå çàäà÷è ñâåäåíû ê èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó: ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿíà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå íåèçâåñòíîé �óíêöèè; çàòåì ðåàëèçóåòñÿ èòåðàöèîííûéïðîöåññ, íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî ðåøàåòñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à è èíòåãðàëüíîå óðàâ-íåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà, ïîñëå ÷åãî ïðîèñõîäèò êîððåêòèðîâêà ïðèáëèæåíèÿñ ó÷åòîì âû÷èñëåííîé ïîïðàâêè ïî �îðìóëå σ0(n)

11 = σ
0(n−1)
11 + δσ0

11 [1℄.6. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðåäëîæåííàÿñõåìà èäåíòè�èêàöèè îäíîîñíûõ íåîäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿðàáîòîñïîñîáíîé è ý��åêòèâíîé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, 2-îé ÷àñòîòíûéäèàïàçîí àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè ïî÷òè âî âñåõ ñëó÷àÿõ îêàçàëñÿáëàãîïðèÿòíåå, ÷åì 1-ûé; âî-âòîðûõ, ÷åì áîëüøå âûáèðàåòñÿ îáëàñòü íàãðóæåíèÿ,òåì ëó÷øå ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ.�àíåå â ðåæèìå ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé áûëî ðàññìîòðåíî 6 ìîäåëüíûõ çàäà÷äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû, çàùåìëåííîé îäíîé ãðàíüþ, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îòäðóãà ïî ñïîñîáó íàãðóæåíèÿ (áûëè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñî÷åòàíèÿ ïðèëîæå-íèé êàñàòåëüíûõ è íîðìàëüíûõ íàãðóçîê ê íåçàùåìëåííûì ãðàíÿì ïëàñòèíû) [4℄.Äëÿ àïðîáèðîâàíèÿ ñõåìû èäåíòè�èêàöèè âûáèðàëèñü ðàçëè÷íûå êëàññû âîñ-ñòàíàâëèâàåìûõ �óíêöèé � ëèíåéíûå, ïîëèíîìèàëüíûå, ýêñïîíåíöèàëüíûå, òðè-ãîíîìåòðè÷åñêèå è áîëåå ñëîæíûå àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè. Ïðè ýòîì ÷àñòîòûêîëåáàíèé ω ïðèêëàäûâàåìîé íàãðóçêè âûáèðàëèñü èç ïåðâûõ äâóõ ÷àñòîòíûõäèàïàçîíîâ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èäåíòè�èêàöèè �óíêöèè ïðåäâàðèòåëüíûõíàïðÿæåíèé σ0
11(x2) = 0.001 sin(0.062x2)x

4
2 äëÿ ïëàíàðíûõ è èçãèáíûõ êîëåáàíèé.Â ïëàíàðíîì ñëó÷àå ðàâíîìåðíî-ðàñïðåäåëåííàÿ êàñàòåëüíàÿ íàãðóçêà äåéòñâó-åò íà îäíîé âåðõíåé íåçàùåìëåííîé ãðàíè ïëàñòèíû (ïðè ýòîì çàùåìëåíà ëå-



178 Íåäèí �.Ä.âàÿ ãðàíü), à â èçãèáíîì ñëó÷àå ðàâíîìåðíî-ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà ïðèëîæåíàê íåçàùåìëåííûì ãðàíÿì ïåðïåíäèêóëÿðíî ñå÷åíèþ ïëàñòèíû. Ïàðàìåòðû ïëà-ñòèíû ïðèíÿòû ñëåäóþùèìè: l = 1ì, h = 0.5ì, E = 1.96 · 1011 Ïà, ν = 0.28,
ρ = 7.8 ·103 êã/ì3 (ïàðàìåòðû ñòàëè). Íà âñåõ ðèñóíêàõ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òî÷íûéçàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, ïóíêòèð � 1-îå ïðèáëèæåíèå,êâàäðàòèêè � ðåçóëüòàò èäåíòè�èêàöèè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ãðàíò �10-01-00194-à), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðûèííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò Ï596).Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À.Î. Âàòóëüÿíó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âàòóëüÿí À.Î. Èòåðàöèîííûå ïðîöåññû â îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷àõ //Òðóäû XIV ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ÌÑÑ¿. Èçä-âîÞÔÓ, �îñòîâ-íà-Äîíó, 2010. Ò. 1. Ñ. 81�85.[2℄ Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2007. 223 ñ.[3℄ Âàòóëüÿí À.Î., Äóäàðåâ Â.Â. Î íåêîòîðûõ ïðîáëåìàõ ðåêîíñòðóêöèè íåîäíîðîä-íîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â óïðóãèõ òåëàõ // Èçä. Ñàðàò. Óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èí�îðìàòèêà. 2009. Ò. 9. âûï. 4, ÷. 2.Ñ. 25�32.[4℄ Âàòóëüÿí À.Î., Íåäèí �.Ä. Ê èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ íà-ïðÿæåíèé // Âåñòíèê Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî �îñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåð.1.Ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, àñòðîíîìèÿ. Èçä-âî Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà.2011. Ñ. 38�44.[5℄ Guz A.N. On foundations of the ultrasoni
 nondestru
tive method for determination ofstresses in near-surfa
e layers of solid bodies // International Applied Me
hani
s. Vol. 41,No. 8, Springer S
ien
e+Business Media, In
. 2005. Pp. 944�955.[6℄ Nedin R.D., Vatulyan A.O. On the Re
onstru
tion of Inhomogeneous Initial Stressesin Plates. Advan
ed Stru
tured Materials. Vol. 15. Shell-like Stru
tures � Non
lassi
alTheories and Appli
ations. Springer. 2011. Pp. 165�182.[7℄ Robertson R.L.Determining Residual Stress from Boundary. Measurements: a LinearizedApproa
h // Netherlands. Journal of Elasti
ity. 1998. Vol. 52. Pp. 63�73.Nedin R.D. The Dire
t and Inverse Problems for the Prestressed Elasti
 Plates.Annotation. The formulations of the dire
t and inverse problems for the thin elasti
 plateswith inhomogeneous prestress �eld are 
onsidered. Two vibration regimes are examined indetail � an in-plane and an out-of plane vibrations. The dire
t problems solutions are obtainedand explored using the �nite element method. The s
heme of the inhomogeneous uni-axialprestress identi�
ation is proposed, whi
h is based on the iterative pro
ess. The series ofnumeri
al experiments on the prestress identi�
ation in the limits of several model problemsdi�ering by probing types is presented. The e�
ient probing regimes and frequen
y rangesare given for the highest identi�
ation a

ura
y.



×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ �ÅÇÎËÜÂÅÍÒÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÑÎÑÒÎßÍÈß Ñ�ÅÄÛÏ�È �ÅØÅÍÈÈ ÇÀÄÀ× ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈÍåñêîðîäåâ �.Í.Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåòÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè àíèçî-òðîïíîãî òåëà, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ ðåçîëüâåíò èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ñðåäû è ïðèâåäåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ê óðàâíåíèÿì çàêîíà�óêà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Èñïîëüçóåìûé ìåòîä íå òðåáóåò àíàëèòè÷åñêîãîïðåäñòàâëåíèÿ ÿäåð ïîëçó÷åñòè èëè ðåëàêñàöèè è áàçèðóåòñÿ íà íåïîñðåäñòâåííîì èñ-ïîëüçîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ïðèâåäåíû äàííûå ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèéíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ áåñêîíå÷íîé âÿçêîóïðóãîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíêè, îñëàáëåí-íîé ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì.Ââåäåíèå. Îäèí èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè ëèíåéíîé âÿç-êîóïðóãîñòè áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà Âîëüòåððà, îñíîâàííîì íàòîì, ÷òî ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ïîëó÷àþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðóãèõ ðåøåíèé çà-ìåíîé óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ âðåìåííûìè îïåðàòîðàìè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãîïðèíöèïà ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò íàëè÷èå àëãåáðû îïåðàòîðîâ Âîëüòåððà.Äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà îïåðàòîðîâ ñ äðîáíî-ýêñïîíåíöèàëüíûìè ÿäðàìè òàêîéïîäõîä áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [1℄, ÷òî ñäåëàëî âîçìîæíûì ïîëó÷åíèå ÿâíîãîïðåäñòàâëåíèÿ ðåçîëüâåíòû èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî çàäàííîìó ÿäðó.Â ðàáîòå [2℄ ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòèàíèçîòðîïíîãî òåëà, êîòîðàÿ íå òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëå-íèÿ ÿäåð ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè â ñïåöèàëüíîé �îðìå. Ìåòîäèêà îñíîâàíà íà÷èñëåííîì íàõîæäåíèè ðåçîëüâåíò èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ñðåäû èïðåäïîëàãàåò ðàáîòó ñ òàáëè÷íûìè äàííûìè, çàäàííûìè íà äîñòàòî÷íî ãóñòîéñåòêå. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ñãëàæèâàíèÿ è âîñïîëíåíèÿ òàáëèö ýêñ-ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Íà îñíîâå ýòèõ òàáëèö ñòðîÿòñÿ ìàòðèöû óðàâíåíèé ñî-ñòîÿíèÿ, ýëåìåíòû êîòîðûõ èìåþò ÿâíóþ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè. �åøåíèå çàäà÷âÿçêîóïðóãîñòè â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òåì æå àëãî-ðèòìàì, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè óïðóãîñòè.Ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè ðåøåíà çàäà÷à îá îáîáùåííîì ïëîñêîìíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè áåñêîíå÷íîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû, îñëàáëåííîé ýëëèï-òè÷åñêèì îòâåðñòèåì.1. Ìåòîä ñãëàæèâàíèÿ è âîñïîëíåíèÿ òàáëèö ýêñïåðèìåíòàëüíûõäàííûõ. Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà îïðåäåëÿþòñÿ äàííûå äëÿ ïîñòðîåíèÿêðèâûõ ïîëçó÷åñòè èëè ðåëàêñàöèè. Òàáëèöà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ìîæåòñîäåðæàòü ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé, êîòîðûå îáóñëîâëåíû ðàçëè÷íûìè ïðè÷èíà-ìè. Ïîýòîìó äàííûå òàáëèöû äîëæíû ïîäëåæàòü îïðåäåëåííîé ìàòåìàòè÷åñêîéîáðàáîòêå. Ýòà çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé ñãëàæèâàíèÿ è âîñïîëíåíèÿ, êîãäàïî çàäàííûì òî÷êàì èçìåðåíèÿ (tk, εk) íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ãëàäêóþ êðèâóþ w (t)
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t, ÷àñ 0 12 24 48 120 240 360 505
εk/ε0 1.000 1.200 1.271 1.336 1.432 1.542 1.632 1.684
t, ÷àñ 624 744 864 1008 1128 1248 1320 1400
εk/ε0 1.736 1.755 1.774 1.826 1.832 1.838 1.839 1.839Òàáëèöà 1. Äàííûå ïîëçó÷åñòè ñòåêëîòåêñòîëèòà ÒÑ8/3-250.ïðè ìèíèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå �óíêöèè w (t) íåîáõîäèìîâûáèðàòü âûðàæåíèå, êîòîðîå áóäåò îïèñûâàòü îæèäàåìîå ïîâåäåíèå èçó÷àåìîãî�èçè÷åñêîãî ïðîöåññà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî �óíêöèè ïîëçó÷åñòè äîëæíû áûòü ìîíî-òîííî âîçðàñòàþùèìè, à �óíêöèè ðåëàêñàöèè, ìîíîòîííî óáûâàþùèìè �óíêöè-ÿìè âðåìåíè [3, 4℄. Åñëè óðîâåíü íàãðóçîê ìåíüøå ïðåäåëà ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà,òî ðàçâèòèå äå�îðìàöèé ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïðåêðàùàåòñÿ ïðè äîñòèæåíèèîïðåäåëåííîãî âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî çàòóõàþùèé ïðîöåññ, à ïðåä-ñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèè w (t) ìîæíî âûáèðàòü â âèäå ðÿäà, ñîäåðæàùåãî óáûâàþ-ùóþ ýêñïîíåíöèàëüíóþ �óíêöèþ:

w (t) =

(
1 +

m∑

k=1

ak t
αk

)
exp [−βtα] . (1)Â ïðåäñòàâëåíèè (1) ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû α, β è ak. Ñ èñïîëüçîâà-íèåì äèñêðåòíîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîëó÷åíî âîñïîëíåíèå ñåòî÷íûõçíà÷åíèé èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå [5℄ äëÿñòåêëîòåêñòîëèòà ÒÑ8/3-250. Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû äàííûå ýêñïåðèìåíòà, à íàñïëîøíîé ëèíèåé äàíû ãðà�èêè âîñïîëíåíèÿ (òî÷êè � òàáëè÷íûå äàííûå).

�èñ. 1. Êðèâûå ïîëçó÷åñòè à) è ðåëàêñàöèè á) ñòåêëîòåêñòîëèòà ÒÑ8/3-250.



×èñëåííîå îïðåäåëåíèå ðåçîëüâåíò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ âÿçêîóïðóãîñòè 1812. ×èñëåííîå îïðåäåëåíèå ðåçîëüâåíò èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òåî-ðèè âÿçêîóïðóãîñòè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé, âîçíèêàþ-ùèõ â àíèçîòðîïíîé ñðåäå ïðè åå äëèòåëüíîì íàãðóæåíèè, â ðàáîòå [2℄ èñïîëüçî-âàíû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ â �îðìå
s (t) = R (0) e(t) +

t∫

0

d R (t− τ)

d (t− τ)
e (τ) dτ, (2)

e (t) = P (0) s(t) +

t∫

0

d P (t− τ)

d (t− τ)
s (τ) dτ. (3)Çäåñü s (t) = si = [s1, s2, s3, s4, s5, s6], e (t) = ek = [e1, e2, e3, e4, e5, e6] � âåêòîðûíàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé; R = { Rij} è P = {Pij}
(
i, j = 1, 6

) � ðåãóëÿðíûå÷àñòè ìàòðèö �óíêöèé ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè.Â ìîìåíò ïðèëîæåíèÿ âíåøíèõ óñèëèé èëè äå�îðìàöèé (âðåìÿ t = 0) óïðóãèåïîñòîÿííûå ìàòåðèàëà ñðåäû õàðàêòåðèçóþòñÿ ìàòðèöåé a � êîý��èöèåíòîâ äå-�îðìàöèè, èëè A � ìîäóëåé óïðóãîñòè, à ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ óïðóãèì. Äàëüíåéøååïîääåðæèâàíèå óñèëèé èëè äå�îðìàöèé (âðåìÿ t > 0), ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òåëîïðîäîëæàåò äå�îðìèðîâàòüñÿ. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìîäóëÿìè óïðóãîñòè è êîý�-�èöèåíòàìè äå�îðìàöèè â òåîðèè óïðóãîñòè èìåþò âèä A−1 = a. Ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó �óíêöèÿìè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè íåâåðíû. Îäíàêîèìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ [4℄
P (0) = [R (0)]−1 , P (∞) = [R (∞)]−1 . (4)äëÿ ìãíîâåííûõ è äëèòåëüíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè è êîý��èöèåíòîâ äå�îðìàöèè.×èñëåííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó �óíêöèÿìè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè íàéäåíûâ ðàáîòå [2℄. Îíè èìåþò âèä

Rk =

(
I−

k∑

i=1

Rk−i (Pi − Pi−1)

)
A (k = 0, 1, ..., N) , (5)

Pk =

(
I −

k∑

i=1

Pk−i (Ri − Ri−1)

)
a (k = 0, 1, ..., N) , (6)ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, Pi = P (ti), Ri = R (ti), Pk−i = P (tk − ti), Rk−i =

R (tk − ti) � çíà÷åíèÿ �óíêöèé â òî÷êå t = ti.Èç ñîîòíîøåíèé (5) ïî ýêñïåðèìåíòàëüíî íàéäåííûì çíà÷åíèÿì �óíêöèè ïîë-çó÷åñòè â òî÷êàõ ñåòêè íàõîäÿòñÿ �óíêöèè ðåëàêñàöèè, à èç (6) � íàîáîðîò.Íà ðèñ. 1 á) ïðèâåäåíà êðèâàÿ ðåëàêñàöèè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâîé ïîëçó÷å-ñòè ðèñ. 1 à) è âû÷èñëåííàÿ ïî �îðìóëàì (5). Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé êîíòðîëèðîâà-ëàñü îáðàòíûì ïåðåñ÷åòîì ïî �îðìóëàì (6). Âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñðàâíèâàëàñüñ èñõîäíûìè Pk ïîòî÷å÷íî. Â ðåçóëüòàòå ìàêñèìàëüíàÿ ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþïîãðåøíîñòü ìàëà è ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà 10−15. Êðîìå òîãî, ñ áîëüøîéòî÷íîñòüþ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4).



182 Íåñêîðîäåâ �.Í.Â ðàáîòå [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî çíàíèå �óíêöèé Rk è Pk ïîçâîëÿåò îïåðàòîðíûåñîîòíîøåíèÿ (2) è (3) çàïèñàòü â âèäå
sk = R(tk)ek, èëè ek = P(tk)sk (7)è îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé, äå�îðìàöèé è íàïðÿæåíèé â ìîìåíò âðåìåíè t > 0ñâåñòè ê ðåøåíèþ îäíîé èç çàäà÷ (7). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ óïðóãîé çàäà÷èñ óðàâíåíèÿìè çàêîíà �óêà â ìîìåíò âðåìåíè t = tk.3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé. Àïðîáàöèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòî-äà áûëà îñóùåñòâëåíà ïðîâåäåíèåì ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé äëÿ ðàñòÿãèâàåìîéíà áåñêîíå÷íîñòè îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû ñî ñâîáîäíûì îò çàãðóæåíèÿ ýëëèïòè÷å-ñêèì îòâåðñòèåì.�åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ îðòîòðîïíîé ïëàñòèíêè, èçãîòîâëåííîé èç êîìïî-çèòíîãî ìàòåðèàëà íà îñíîâå ýïîêñèäíîãî ñâÿçóþùåãî ñî ñëåäóþùèìè óïðóãèìèè ðåîëîãè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè [6℄

E0
11 = 23.0 · 103ÌÏà, λ1 = 0.0323 
−(1+α), β1 = 0.157 
−(1+α),

E0
22 = 16.0 · 103ÌÏà, λ2 = 0.1295 
−(1+α), β2 = 0.2745 
−(1+α),

G0
12 = 3.08 · 103ÌÏà, λg = 0.0717 
−(1+α), βg = 0.0276 
−(1+α),

ν12 = 0.11, ν21 = 0.0765, α = −0.846.ñðàâíèâàëèñü ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [7℄ äëÿ òîíêîé áåñêîíå÷-íîé ïëàñòèíêè ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì, ñâîáîäíûì îò íàãðóæåíèÿ. Ïëà-ñòèíêà ðàñòÿãèâàëàñü íà áåñêîíå÷íîñòè óñèëèÿìè σ0
x = p cos2 ϕ, σ0

y = p sin2 ϕ,
τ 0
xy = p sinϕ cosϕ, ãäå ϕ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàñòÿãèâàþùèõ óñèëèé èí-òåíñèâíîñòè p è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox. Ñîîòíîøåíèå ïîëóîñåéýëëèïñà a/b = 2. Íà ðèñ. 2 à) ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû èçìåíåíèÿ ìàêñèìàëü-íûõ íàïðÿæåíèé σθ,ïîëó÷åííûå ïî ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêå, êîòîðûå âîçíèêàþòâ òî÷êå êîíòóðà, ñîîòâåòñòâóþùåé θ = 90◦ ïðè ϕ = 0◦. Çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé
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à) á)�èñ. 2. Èçìåíåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé íà êîíòóðå ýëëèïòè÷åñêîãî îòâåðñòèÿ.â ýòîé òî÷êå äëÿ íåêîòîðûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, âçÿòûå èç ðàáîòû [7℄, îáîçíà÷å-íû òî÷êàìè. Øòðèõîâîé ëèíèåé èçîáðàæåíû ðåçóëüòàòû ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è



×èñëåííîå îïðåäåëåíèå ðåçîëüâåíò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ âÿçêîóïðóãîñòè 183â óïðîùåííîé ïîñòàíîâêå, êîãäà ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ñäâèãîâàÿ ïîëçó÷åñòü, ò. å.
E1 = E1, E2 = E2.Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 á) â òî÷êå θ = 0◦ äëÿ ñëó÷àÿ
ϕ = 45◦.Êàê âèäíî èç ðèñ. 2, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêå, õî-ðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè.Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷ âÿçêîóïðóãîñòè àíèçî-òðîïíîãî òåëà íå òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ÿäåðïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè â ñïåöèàëüíîé �îðìå. Ìåòîäèêà îñíîâàíà íà ÷èñëåííîìðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ñðåäû è ïðåäïîëàãàåò ðàáîòó ñ òàá-ëèöàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, îïðåäåëåííûìè íà äîñòàòî÷íî ãóñòîé ñåòêå.�åøåíèå çàäà÷ âÿçêîóïðóãîñòè â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îñóùåñòâëÿåò-ñÿ ïî òåì æå àëãîðèòìàì, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè óïðóãîñòè. Â ðàìêàõïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ âÿç-êîóïðóãîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ áåñêîíå÷íîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíêè, îñëàá-ëåííîé ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �àáîòíîâ Þ.Í. Ïîëçó÷åñòü ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Ì.: Íàóêà, 1979. 320 ñ.[2℄ Øåâ÷åíêî Â.Ï., Íåñêîðîäåâ �.Í. Íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ âÿçêîóïðóãîñòè àíè-çîòðîïíûõ ñðåä // Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè. 2010. � 11. Ñ. 51�58.[3℄ Èëüþøèí À.À., Ïîáåäðÿ Á.Å. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè òåðìîâÿçêî-óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1970. 280 ñ.[4℄ Êðèñòåíñåí �. Ââåäåíèå â òåîðèþ âÿçêîóïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1974. 338 ñ.[5℄ �àáîòíîâ Þ.Í., Ïàïåðíèê Ë.Õ., Ñòåïàíû÷åâ Å.È. Íåëèíåéíàÿ ïîëçó÷åñòü ñòåê-ëîïëàñòèêà ÒÑ8/3-250 // Ìåõàíèêà ïîëèìåðîâ. 1971. � 3. Ñ. 391�397.[6℄ Êàìèíñêèé À.À., �àâðèëîâ Ä.À. Äëèòåëüíîå ðàçðóøåíèå ïîëèìåðíûõ è êîìïîçèò-íûõ ìàòåðèàëîâ ñ òðåùèíàìè. Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1992. 248 ñ.[7℄ Ïîäèëü÷óê È.Þ. Èññëåäîâàíèå êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â âÿçêîóïðóãîé îðòî-òðîïíîé ïëàñòèíå ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì // Ïðèêë. ìåõàíèêà. 1997. 33, � 9.Ñ. 64�73.Neskorodev R.N. Numeri
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ÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅ ÊÀÂÅ�ÍÛ ÍÀ ÍÀ×ÀËÜÍÎÌ ÝÒÀÏÅÄÂÈÆÅÍÈß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÖÈËÈÍÄ�À Â ÂßÇÊÎÉÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÍîðêèí Ì.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ ñîâìåñòíîå äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è ïîëíîñòüþïîãðóæåííîãî â íåå ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà íà ìàëûõ âðåìåíàõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîöèëèíäð äâèæåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ñ ïîñòîÿííûì óñêî-ðåíèåì. Îñîáåííîñòüþ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè áûñòðîì ðàçãîíå öèëèíäðà ïðî-èñõîäèò îòðûâ æèäêîñòè îò ïîâåðõíîñòè òåëà è îáðàçîâàíèå êàâåðíû çà òåëîì.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð, ïîëíîñòüþ ïî-ãðóæåííûé â âÿçêóþ íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü, çàíèìàþùóþ îãðàíè÷åííóþ îá-ëàñòü ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû. Ñ÷èòàåì, ÷òî öèëèíäð íà÷èíàåò ñâîå äâèæåíèå èçñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ è äâèæåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ñ ïîñòîÿííûì óñêî-ðåíèåì w0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ. ÷òî ñðàçó ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ ïðîèñõîäèò îòðûâ÷àñòèö æèäêîñòè îò ïîâåðõíîñòè òåëà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîçàäè öèëèíäðàîáðàçóåòñÿ êàâåðíà (äâèæåíèå ñ áîëüøèìè óñêîðåíèÿìè). Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòà-íîâêà çàäà÷è, çàïèñàííàÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîð-äèíàò, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ öèëèíäðîì, èìååò âèä:
∂v

∂t
− ḣ(t)

∂v

∂x
+ (v,∇) v = −∇p+

1

Re
∆v − 1

Fr2
k, div v = 0, r ∈ Ω(t), (1)

(
−p + 2Re−1∂vx

∂x

)
nx +Re−1

(
∂vx
∂y

+
∂vy
∂x

)
ny = 0, r ∈ S2(t), (2)

Re−1

(
∂vx
∂y

+
∂vy
∂x

)
nx +

(
−p+ 2Re−1∂vy

∂y

)
ny = 0, r ∈ S2(t), (3)

vy =
∂ξ

∂x

(
vx − ḣ(t)

)
+
∂ξ

∂t
, r ∈ S2(t); v = ḣ(t)i, r ∈ S11(t), (4)

(
−p + 2Re−1∂vx

∂x

)
nx +Re−1

(
∂vx
∂y

+
∂vy
∂x

)
ny = 0.5χnx, r ∈ S12(t), (5)

Re−1

(
∂vx
∂y

+
∂vy
∂x

)
nx +

(
−p+ 2Re−1∂vy

∂y

)
ny = 0.5χny, r ∈ S12(t), (6)

R−1
(
xvx + yvy − xḣ(t)

)
= R−2

(
R′

0(θ) +
∂η

∂θ

)(
xvy − yvx + yḣ(t)

)
+
∂η

∂t
, (7)

R =
√
x2 + y2, R0(θ) =

(
cos2 θ + α−2 sin2 θ

)−1/2
, (8)

v = 0, y = −Hb; v = 0, x = HR − 0.5t2,−HL − 0.5t2, (9)
v(x, y, 0) = 0, ξ(x, 0) = 0, η(θ, 0) = 0, h(t) = 0.5t2. (10)
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�èñ. 1. Ôîðìà êàâåðíû è âîçâûøåíèå âíåøíåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè íà íà÷àëü-íîì ýòàïå äâèæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà.Ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì:
t′ =

√
a

w0
· t, x′ = ax, y′ = ay, p′ − pa = ρw0ap, v′ =

√
w0a · v,ãäå øòðèõàìè ïîìå÷àþòñÿ ðàçìåðíûå âåëè÷èíû. Ïîäâèæíûå êîîðäèíàòû x, y ñâÿ-çàíû ñ íåïîäâèæíûìè x1, y1 ñîîòíîøåíèÿìè: x = x1 − h(t), y = y1.Çäåñü v = v(x, y, t), p = p(x, y, t) � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè è äàâëåíèå,çàïèñàííûå îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; ρ = const � ïëîòíîñòüæèäêîñòè; Ω(t) � îáëàñòü, çàíÿòàÿ æèäêîñòüþ; S11(t) � ÷àñòü ïîâåðõíîñòè öèëèí-äðà íà êîòîðîé íå ïðîèñõîäèò îòðûâà ÷àñòèö æèäêîñòè; S12(t) � îòîðâàâøàÿñÿ îòïîâåðõíîñòè öèëèíäðà âíóòðåííÿÿ ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà æèäêîñòè (ãðàíèöà êàâåð-íû); S2(t) � ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà æèäêîñòè, êîòîðàÿ ïåðâîíà÷àëüíî áûëà ãîðèçîí-òàëüíîé; h(t) � çàêîí äâèæåíèÿ öèëèíäðà; a è b � ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿïîëóîñè ýëëèïñà; r � ðàäèóñ-âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (x, y).Ôóíêöèè η = η(θ, t) è ξ = ξ(x, t) îïðåäåëÿþò âîçìóùåíèå âíóòðåííåé è âíåøíåéñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè, ãäå θ � ïîëÿðíûé óãîë. Óðàâíåíèÿ ýòèõ ãðàíèöîòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èìåþò âèä:

R = R0(θ) + η(θ, t), y = H + ξ(x, t).Íà ñâîáîäíûõ ãðàíèöàõ çàäàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå è êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ.Êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå (7) íà S12(t) çàïèñûâàåòñÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ R, θ(x = R cos θ, y = R sin θ). Çàäà÷à (1)�(10) ñîäåðæèò áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû:
Re =

a
√
w0a

ν
, Fr =

√
w0

g
, χ = 2

pa − pc
ρw0a

, α =
b

a
,ãäå Re � ÷èñëî �åéíîëüäñà; Fr � ÷èñëî Ôðóäà; χ � ÷èñëî êàâèòàöèè; pa � àòìî-ñ�åðíîå äàâëåíèå; pc � äàâëåíèå â êàâåðíå; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðåøåíèå çàäà÷è äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèþêîíå÷íîñòè ïîëíîé ýíåðãèè æèäêîñòè â îáüåìå Ω(t).Îòìåòèì, ÷òî áëèçêèå çàäà÷è ïî äèíàìèêå îòðûâà íà ìàëûõ âðåìåíàõ èññëå-äîâàëèñü ðàíåå òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè [1℄.



186 Íîðêèí Ì.Â.2. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è íà ìàëûõ âðåìåíàõ. Ââåäåì â ðàñ-ñìîòðåíèå áûñòðîå âðåìÿ τ , ïîëàãàÿ t = ετ , ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Àñèìïòî-òè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)�(10) â ñëó÷àå, êîãäà÷èñëî �åéíîëüäñà îäíîãî ïîðÿäêà ñ ε (Re = δ−1ε, δ = const), áóäåì èñêàòü â âèäåñëåäóþùèõ ðàçëîæåíèé (ε→ 0):
v(x, y, ετ) = εv0(x, y, τ) + ε3v1(x, y, τ) + o(ε3), (11)
p(x, y, ετ) = p0(x, y, τ) + ε2p1(x, y, τ) + o(ε2), (12)
ξ(x, ετ) = ε2ξ0(x, τ) + ε4ξ1(x, τ) + o(ε4), (13)
η(θ, ετ) = ε2η0(θ, τ) + ε4η1(θ, τ) + o(ε4). (14)Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (11)�(14) â óðàâíåíèÿ, ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿçàäà÷è (1)�(10), ïðèäåì â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

∂v0

∂τ
= −∇p0 + δ∆v0 −

1

Fr2
k, div v0 = 0, v0(x, y, 0) = 0, (15)

∂v0x

∂y
+
∂v0y

∂x
= 0, −p0 + 2δ

∂v0y

∂y
= 0, y = H, (16)

(
−p0 + 2δ

∂v0x

∂x

)
nx + δ

(
∂v0x

∂y
+
∂v0y

∂x

)
ny = 0.5χnx, r ∈ S12(0), (17)

δ

(
∂v0x

∂y
+
∂v0y

∂x

)
nx +

(
−p0 + 2δ

∂v0y

∂y

)
ny = 0.5χny, r ∈ S12(0), (18)

v0 = τi, r ∈ S11(0), v0 = 0, y = −Hb; v0 = 0, x = HR,−HL. (19)Çäåñü S11(0) è S12(0) � ïåðâîíà÷àëüíûå îáëàñòè êîíòàêòà è îòðûâà, êîòîðûåïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè t → 0 ãðàíèö S11(t) è S12(t).Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî ñ�îðìóëèðîâàòü îòäåëüíóþ çàäà÷ó.Âåêòîð ñêîðîñòè v è äàâëåíèå p áóäåì èñêàòü â âèäå:
v(x, y, t) = tu(x, y) + o(t), p(x, y, t) = f(x, y) + o(1), t→ 0. (20)Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è (1)�(10)è óñòðåìëÿÿ çàòåì t ê íóëþ, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà:

∆f = 0; f = 0, r ∈ S2(0); f = −0.5χ, r ∈ S12(0);

−∂f
∂n

= Fr−2ny + nx, r ∈ S11(0).Äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñ íåèçâåñòíîé îáëàñòüþ êîíòàêòà íåîáõî-äèìî åùå ñ�îðìóëèðîâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ â îáëàñòÿõ S11(0) è S12(0).Â çîíå îòðûâà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå â âèäå íåðàâåíñòâà,îçíà÷àþùåå, ÷òî æèäêèå ÷àñòèöû íå ìîãóò âõîäèòü âíóòðü òâåðäîãî òåëà, õîòÿ èìðàçðåøàåòñÿ îòðûâàòüñÿ îò ýòîé ãðàíèöû: (u, n) > nx. Ïðåäåëüíîå äèíàìè÷åñêîåóñëîâèå äëÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â îáëàñòè êîíòàêòà �îðìóëèðóåòñÿ â âèäåñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà: p′nn 6 −p′c ⇒ f + 0.5χ > 0. Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò,



Îáðàçîâàíèå êàâåðíû íà íà÷àëüíîì ýòàïå äâèæåíèÿ öèëèíäðà 187÷òî â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ (�àêòè÷åñêè ïðåäåëüíûåäàâëåíèÿ) â îáëàñòè êîíòàêòà äîëæíû áûòü ñæèìàþùèìè è ïî àáñîëþòíîé âåëè-÷èíå íå äîëæíû îïóñêàòüñÿ íèæå àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèéíà ãðàíèöå êàâåðíû. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ñëåäóþùåé ñìåøàííîé êðàåâîé çà-äà÷å òåîðèè ïîòåíöèàëà ñ íåèçâåñòíîé àïðèîðè îáëàñòüþ êîíòàêòà, äëÿ êîòîðîéñïðàâåäëèâà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ [2℄:
∆f = 0, r ∈ Ω(0); f = 0, r ∈ S2(0), (21)

−∂f
∂n

= Fr−2ny + nx, f + 0.5χ > 0, r ∈ S11(0), (22)
−∂f
∂n

> Fr−2ny + nx, f + 0.5χ = 0, r ∈ S12(0), (23)
∂f

∂y
= −Fr−2, y = −Hb;

∂f

∂x
= 0, x = HR,−HL. (24)Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè áûñòðîì ðàçãîíå ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, ïîëíî-ñòüþ ïîãðóæåííîãî â æèäêîñòü, ïåðâîíà÷àëüíûå çîíû îòðûâà è êîíòàêòà íå çà-âèñÿò îò âÿçêîñòè æèäêîñòè. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå, êàê è â ñëó÷àå èäåàëüíîéæèäêîñòè. Ïîñëå èõ íàõîæäåíèÿ ðåøàåòñÿ ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (15)�(19)äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà ñ �èêñèðîâàííûì ðàçáèåíèåì ãðàíèöû òå-ëà íà îáëàñòè êîíòàêòà è îòðûâà S11(0) è S12(0) (äèíàìèêà òî÷åê îòðûâà â ãëàâíîìïðèáëèæåíèè íå ó÷èòûâàåòñÿ). Äàëåå, íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, íàõîäÿòñÿãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèé äëÿ âîçìóùåíèé âíóòðåííåé è âíåøíåé ñâîáîäíîé ãðà-íèöû æèäêîñòè (�îðìóëû (13)�(14)), ãäå �óíêöèè η0(θ, τ) è ξ0(x, τ) îïðåäåëÿþòñÿíà îñíîâàíèè ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

R0(θ)
−1[xv0x + yv0y − xτ ] = R0(θ)

−2[xv0y − yv0x + yτ ]R′
0(θ) +

∂η0

∂τ
, v0y =

∂ξ0
∂τ

.Çàìåòèì, ÷òî �îðìóëû (20) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãëàâíûå ÷ëåíû âíåøíåãî ðàç-ëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ Re ∼ 1. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîãðàíñëîéíûå ðåøåíèÿâ îêðåñòíîñòè ñìî÷åííîé ïîâåðõíîñòè òåëà è â áëèçè íåïîäâèæíûõ òâåðäûõ ãðà-íèö, èñïðàâëÿþùèå íåâÿçêè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíòñêîðîñòåé, íå âëèÿþò íà îïðåäåëåíèå ïåðâîíà÷àëüíûõ çîí îòðûâà è êîíòàêòà.3. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è (21)�(24) ñ íåèçâåñòíîé àïðèîðè îáëàñòüþ êîíòàêòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêèå æå ïîä-õîäû, êàê è ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îá óäàðå ñ îòðûâîì. Îáçîð ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîòïðèâåäåí â [3℄. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷åê îòðûâà ïðèìåíÿåòñÿ ñïåöèàëüíûé èòåðà-öèîííûé ïðîöåññ, ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé íåëèíåéíîé çà-äà÷è ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ïîñëåäíèå çàäà÷èðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ FreeFem++ [4℄.Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíûõ çîí êîíòàêòà è îòðûâà S11(0) è S12(0) èññëå-äóåòñÿ ñìåøàííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (15)�(19) äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿÍàâüå�Ñòîêñà. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä øàãîâ ïî âðåìåíè. Ïðîèçâîä-íàÿ ïî âðåìåíè àïïðîêñèìèðóåòñÿ îáû÷íîé êîíå÷íîé ðàçíîñòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà,à îñòàëüíûå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ áåðóòüñÿ â ìîìåíò âðåìåíè τm+1 (íåÿâíàÿ ñõåìà).



188 Íîðêèí Ì.Â.Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè çàïèñûâàåòñÿ ñëàáàÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà-÷è, êîòîðàÿ ïðè çàäàííûõ òî÷êàõ îòðûâà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïàêåòà êîíå÷íûõýëåìåíòîâ FreeFem++ [4℄.Çàäà÷à ñ îòðûâîì èññëåäîâàëàñü â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïðè ñëåäóþùèõ �èê-ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: Fr = 3, δ = 1, ε = 0.5, t = 0.75, HR = 6,
HL = 6. Ïðè ýòîì ÷èñëî êàâèòàöèè, à òàêæå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå �îð-ìó ýëëèïñà, ãëóáèíó åãî ïîãðóæåíèÿ è áëèçîñòü äíà âûáèðàëèñü ðàçëè÷íûìè. Íà�èãóðå ïîêàçàíû �îðìà êàâåðíû è âîçâûøåíèå âíåøíåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèä-êîñòè, îòâå÷àþùèå ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ: χ = 0.1, α = 0.5, H = 1,
Hb=1.5. Ïðèâåäåì òàêæå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ óãëîâûõ êîîðäèíàò òî÷åê îòðû-âà: θ1 = 2.54, θ2 = 3.50.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À,14.740.11.0877.
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ylinder // J. Eng.Math.2011. 70. Pp. 239�254.[2℄ Íîðêèí M.Â. Óäàð ñ îòðûâîì ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, ïëàâàþùåãî íà ïîâåðõ-íîñòè íåñæèìàåìîé ýêñïîíåíöèàëüíî-ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè // Èçâ. Âó-çîâ. Ñåâ.-Êàâê. ðåãèîí. Åñòåñòâåííûå íàóêè. Ñïåöâûïóñê, ïîñâÿùåííûé 75-ëåòèþÂ.È. Þäîâè÷à, �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âî ÑÊÍÖ ÂØ, 2009. Ñ. 168�173.[3℄ Ëèîíñ Æ.Ë. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñèñòåìàìè, îïèñûâàåìûìè óðàâíåíèÿìèñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ì.: Ìèð, 1972. 416 
.[4℄ Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â. Èñïîëüçîâàíèå ïàêåòà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâFreeFem++ äëÿ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè, ýëåêòðî�îðåçà è áèîëîãèè. �îñòîâ í/Ä, 2008.256 ñ.Norkin M.V. Cavity formation at the initial stage of movement of the ellipti
 
ylinder ina vis
ous in
ompressible liquid . Cooperative motion of a vis
ous in
ompressible liquid and animmersed ellipti
 
ylinder is studied at small time. It is supposed that the originally motionless
ylinder moves in a horizontal dire
tion with 
onstant a

eleration. Feature of this problemis that at fast speedup of the 
ylinder there is the separation of liquid from a surfa
e of bodyand 
avity formation behind body.



ÒÎ×ÊÈ ÏÅ�ÅÑÅ×ÅÍÈß ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÉ Â ÇÀÄÀ×ÅÊÓÝÒÒÀ�ÒÅÉËÎ�ÀÎâ÷èííèêîâà Ñ.Í.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÒî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ èíòåðåñíû òåì, ÷òî â èõ ìàëîé îêðåñòíî-ñòè âîçìîæíî èçó÷àòü àíàëèòè÷åñêè, âïîëíå ñòðîãèìè ìåòîäàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòèáè�óðêàöèé, âêëþ÷àÿ ðàçâèòèå õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Â ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòûðàñ÷åòà íåéòðàëüíûõ êðèâûõ è íàéäåíû íîâûå òèïû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ (òî÷êè áè�óð-êàöèè êîðàçìåðíîñòè 2 è 3), êîòîðûì îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå àìïëèòóäíûå ñèñòåìû.Íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Äæ. Òåéëîðà 1923 ãîäà è äî ñèõ ïîð âûïîëíÿåòñÿ áîëü-øîå ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ ïîòå-ðÿ óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ Êóýòòà è ïîÿâëåíèå ðàçëè÷íûõ âòîðè÷íûõ, òðåòè÷íûõè òàê äàëåå ðåæèìîâ äâèæåíèÿ.Äâèæåíèå æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà, çàâèñÿùèìèîò áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ: η � îòíîøåíèå ðàäèóñîâ, Ω � îòíîøåíèå óãëîâûõñêîðîñòåé öèëèíäðîâ, R � áåçðàçìåðíîå ÷èñëî �åéíîëüäñà. Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóåò òî÷íîå ñòàöèîíàðíîå âðàøàòåëüíî ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèåóðàâíåíèé äâèæåíèé � òå÷åíèå Êóýòòà. Ñêîðîñòü è äàâëåíèå îòëè÷íîãî îò òå÷å-íèÿ Êóýòòà ðåøåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ 2π/α ïåðèîäè÷íûìè âäîëü îñè öèëèíäðîâ(α � çàäàííîå îñåâîå âîëíîâîå ÷èñëî).Ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ âäîëü, âðàùåíèé âî-êðóã îáùåé îñè öèëèíäðîâ (îñè z) è ïðåîáðàçîâàíèÿ èíâåðñèè. Ïîýòîìó â çàäà÷åóñòîé÷èâîñòè èìååò ìåñòî ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ: ïåðåìåííûå îñåâàÿ z, àçèìó-òàëüíàÿ θ è âðåìÿ t îòäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ìíîæèòåëÿ eσt−i(kαz+mθ). Çäåñü â ñèëó
2π/α-ïåðèîäè÷íîñòè ïî z îñåâîå êâàíòîâîå ÷èñëî k � öåëîå, öåëîå òàêæå è àçèìó-òàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî m â ñèëó î÷åâèäíîé ïåðèîäè÷íîñòè ïî θ. Êðèòè÷åñêèìèïàðàìåòðàìè çàäà÷è íàçûâàþòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ëèíåàðèçîâàííàÿíà òå÷åíèè Êóýòòà ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ (íåéòðàëüíûåìîäû) ïðè σ = 0 (ìîíîòîííàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè) èëè ïðè σ = ±iωm (êîëåáà-òåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè).Â [1℄ ñòðîãî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå âðàùåíèÿ öèëèíäðîâ â îäíó ñòîðîíó (Ω > 0)ñóùåñòâóåò ñòðîãî óïîðÿäî÷åííàÿ ïî âîçðàñòàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèòè÷å-ñêèõ ÷èñåë �åéíîëüäñà R(p)

∗ (Ω, η, α), p = 1, 2, . . . , ñîîòâåòñòâóþùèõ âðàùàòåëüíîñèììåòðè÷íûì òå÷åíèÿì (m = 0). Èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñëåäóåò ñóùåñòâîâà-íèå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé (m 6= 0), ó êîòîðîéíàðóøàåòñÿ ñòðîãàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ Ω.Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êâàíòîâûõ ÷èñåë m è k â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàí-ñòâå Π ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (R,Ω, η, α) ñóùåñòâóþò òðåõìåðíûå ñåìåéñòâà êðèòè÷å-ñêèõ ÷èñåë �åéíîëüäñà R(p)
∗ (Ω, η, α). Åñëè â Π çà�èêñèðîâàòü äâà èç ÷åòûðåõ ïà-ðàìåòðîâ (íàïðèìåð, η è Ω), òî íà ïëîñêîñòè äâóõ îñòàâøèõñÿ (â íàøåì ïðèìåðå



190 Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í.íà ïëîñêîñòè (R,α)) ñóùåñòâóþò êðèâûå R = Rp
∗(α,m, k,Ω, η) � íåéòðàëüíûå êðè-âûå. Â ìàëîé îêðåñòíîñòè êàæäîãî çíà÷åíèÿ R(p)

∗ , ñîñòîÿùåé èç òî÷åê R(p)
∗ +ε2 (ε �ìàëûé ïàðàìåòð), ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿ. Íà ñìåíó ïîòåðÿâøåìó óñòîé÷èâîñòüòå÷åíèþ Êóýòòà ïîÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûé èëè êîëåáàòåëüíûé ðåæèì ([1, 2℄), âåê-òîð ñêîðîñòè êîòîðîãî è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó äàâëåíèå àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îòìàëîãî ïàðàìåòðà ε. Ýòîò âòîðè÷íûé ðåæèì ìîæåò áûòü óñòîé÷èâûì è íåóñòîé-÷èâûì.C ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéêðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ R∗ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âîëíîâûå ÷èñëà αm∗, ïðè êî-òîðûõ ïðîèñõîäèò ïåðâàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ Êóýòòà R∗(αm∗,Ω, η) =

min
α
R1

∗(m, k, α,Ω, η). Íà ðèñ 1. èçîáðàæåíû íåéòðàëüíûå êðèâûå ïåðâîãî ïåðåõîäà
R∗(Ω, η) äëÿ η = 1.13257 è η = 1.4.

C

B

A

m=3

m=2

m=1

m=0 Ω

R

30

40

50

60

70

80

–1.2 –1 –0.8 –0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4�èñ. 1. Íåéòðàëüíûå êðèâûå R = R1
∗(α

∗,Ω) = min
α

R∗(α,Ω) ïðè η = 1.4. �ÿäîì ñ êàæäîéêðèâîé íàïèñàíî ñîîòâåòñòâóþùåå åé ÷èñëî m. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèåðàçíûì çíà÷åíèÿì àçèìóòàëüíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë m è n îáîçíà÷åíû A (m/n = 0/1),
B (m/n = 1/2), C (m/n = 2/3).Â ñëó÷àå ñîíàïðàâëåííîãî (Ω > 0) âðàùåíèÿ öèëèíäðîâ òå÷åíèå Êóýòòà âïåð-âûå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî âðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé.Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñòîãèìè ðåçóëüòàòàìè [1℄ è ýêñïåðèìåíòàìè [3�5℄, â êîòîðûõïðè ìåäëåííîì óâåëè÷åíèè óãëîâûõ ñêîðîñòåé âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ âðàùàòåëüíîñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ ñ îñåâûì âîëíîâûì ÷èñëîì α∗.Åñëè æå öèëèíäðû âðàùàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû (Ω < 0), òî, íà÷è-íàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ Ω0 < 0, íàèáîëåå îïàñíûìè ñòàíîâÿòñÿ íåâðàùàòåëüíîñèììåòðè÷íûå âîçìóùåíèÿ ñ àçèìóòàëüíûì ÷èñëîì m = 1. Ïðè äàëüíåéøåì óñè-ëåíèè êîíòðíàïðàâëåííîãî âðàùåíèÿ öèëèíäðîâ ïîÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüòî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ ïåðâîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêåòî÷êàìè A (m/n = 0/1), B (m/n = 1/2), C (m/n = 2/3).Â ýêñïåðèìåíòàõ [3�5℄ íàáëþäàëèñü ðàçëè÷íûå óñòîé÷èâûå ñòàöèîíàðíûå è êî-ëåáàòåëüíûå òå÷åíèÿ æèäêîñòè ìåæäó öèëèíäðàìè, âðàùàþùèìèñÿ ñ âûñîêèìèñêîðîñòÿìè êàê â îäíó (Ω > 0), òàê è â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû (Ω < 0). Ñó-ùåñòâîâàíèå êàæäîãî èç òàêèõ òå÷åíèé çàâèñèò îò ïóòè äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâåïàðàìåòðîâ ê çàäàííîìó çíà÷åíèþ R ÷èñëà �åéíîëüäñà.



Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé â çàäà÷å Êóýòòà�Òåéëîðà 191Îáúÿñíèòü ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ðåæèìîâ ìîæåò èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ íåëèíåé-íîé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà â îêðåñòíîñòè òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ(òî÷åê áè�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2), ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ïàðàì êâàí-òîâûõ ÷èñåë (m, k) è (n, l). Â êàæäîé òàêîé òî÷êå ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî íåçà-âèñèìûõ íåéòðàëüíûõ ìîä. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ðàáîò Â.È. Þäîâè÷à, Chossat P.è G. Iooss [6�8℄, íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ ìîä (òî÷íåå, ñëåãêà èçìåíåí-íûõ) â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷åê áè�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2 ñòàëî âîçìîæíûìîïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíûõ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé íà öåíòðàëüíîì ìíî-ãîîáðàçèè. Èññëåäîâàíèå òàêèõ ñèñòåì îòêðûâàåò óíèêàëüíûå âîçìîæíîñòè äëÿíàáëþäåíèÿ âòîðè÷íûõ, òðåòè÷íûõ è ò. ä. ðåæèìîâ, âïëîòü äî ðàçâèòèÿ õàîñàâ ñèñòåìå. Â ñëó÷àå Ω < 0 âû÷èñëåíèå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõè ðàñ÷åò êîý��èöèåíòîâ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëèëè ïðîâåñòè êîíêðåòíûéàíàëèç âîçìîæíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ æèäêîñòè âáëèçè òå÷åíèÿ Êóýòòà [9, 10℄.Åñëè â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå ðå-çîíàíñíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè, òî ó ñîîòâåòñòâóþùåé àìïëèòóäíîéñèñòåìû ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå. Åñëèm 6= 0 è n 6= 0,òî â òàêèõ òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ èìååòñÿ ñåìü òèïîâ (Res 0 � Res 6) àìïëèòóäíûõñèñòåì [11℄, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà äîïîëíèòåëüíûìè ðåçîíàíñíûìèêóáè÷åñêèìè ñëàãàåìûìè.Â ñëó÷àå âðàùåíèÿ öèëèíäðîâ â îäíó ñòîðîíó (0 6 Ω 6 1/η2) íàéäåíû òî÷êèáè�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2, â êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ íåéòðàëüíûå êðèâûå, îòâå-÷àþùèå ðàçíûì ïî ïîðÿäêó êðèòè÷åñêèì ÷èñëàì �åéíîëüäñà è ðàçëè÷íûì ïàðàìêâàíòîâûõ ÷èñåë (m, k) è (n, l). Â òàêèõ òî÷êàõ ñóùåñòâóåò òðè òèïà àìïëèòóäíûõñèñòåì Res 0, Res 1 è Res 3. Âáëèçè ãðàíèöû Ω = 1/η2 (ãðàíèöû Synge) ïîÿâëÿ þòñÿïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì ïî ïîðÿäêó p êðèòè-÷åñêèì ÷èñëàì �åéíîëüäñà (R(p)
∗ ) è îäèíàêîâûì àçèìóòàëüíûì êâàíòîâûì ÷èñëàì(m = n). Åñëè â òàêîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíû îñåâûå êâàíòîâûå ÷èñëà(k = l),òî îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðåçîíàíñà Res 1.Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ òàêèõ ïåðåñå÷åèèé ïðè äàëüíåéøåì ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöåSynge íåéòðàëüíûå êðèâûå ñòàíîâÿòñÿ çàìêíóòûìè è, ïîñòåïåííî óìåíüøàÿñü,èñ÷åçàþò. Ñëåâà íà ðèñ. 2 âèäíî, êàê ñ ðîñòîì çíà÷åíèé Ω èçìåíÿþòñÿ íåéòðàëüíûåêðèâûå äëÿ m = 7, k = 1, η = 1.13257. Ïðè Ω > 0.759 ïåðâàÿ èç êðèâûõ 5 âîîáùåèñ÷åçàåò.Ïðè âîçðàñòàíèè ïî ìîäóëþ çíà÷åíèé Ω < 0 íåéòðàëüíûå êðèâûå, ñîîòâåò-ñòâóþùèå àçèìóòàëüíûì ÷èñëàì m 6= 0 òàêæå ïåðåñòàþò áûòü âûïóêëûìè. Ñïðà-âà íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî êàê èçìåíÿåòñÿ âèä íåéòðàëüíûõ äëÿ η = 1.13257, m = 1è ìàëûõ çíà÷åíèé îñåâîãî âîëíîâîãî ÷èñëà α è −0.5 6 Ω 6 −1.8.Â áîëüøèíñòâå ðàáîò ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ äëÿöèëèíäðîâ, âðàùàþùèõñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû, êîãäà ïåðåñå÷åíèÿ ïîÿâ-ëÿþòñÿ ïðè Ω < Ω0. Ïðè Ω > Ω0 òàêæå ñóùåñòâóþò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ðàçíûõ ïîïîðÿäêó íåéòðàëüíûõ êðèâûõ.Ñëåâà íà ðèñ. 3 âèäíî êàê ïðîèñõîäèò ïåðåñå÷åíèå íåéòðàëüíûõ êðèâûõ, ñî-îòâåòñòâóþùèõ ïåðâîìó è âòîðîìó ïî ïîðÿäêó êðèòè÷åñêîìó ÷èñëó �åéíîëüäñàè êâàíòîâûì ÷èñëàì m = 1, m = 2, k = l = 1 ïðè α = 3.7 è η = 1.2. Ñïðàâàíà ýòîì ðèñóíêå èçîáðàæåíû êðèâûå, ñîîñòîÿùèå èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ m/n = 1/2
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0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4�èñ. 2. Ñëåâà íåéòðàëüíûå êðèâûå R = R
(1)
∗ (α) è R = R

(2)
∗ (α) ïðè m = 7, k = l. Êðèâûå1 � ïðè m = 7, k = l è Ω = 0.7134, 2 � ïðè Ω = 0.74, 3 � ïðè Ω = 0.753, 4 � ïðè

Ω = 0.755, 5 � ïðè Ω = 0.75776. A � òî÷êà ïåðåñå÷åíèå R = R
(1)
∗ (α) è R = R

(2)
∗ (α) ïðè

Ω = 0.7134, B � ïðè Ω = 0.753. Ñïðàâà íåéòðàëüíûå êðèâûå R = R
(1)
∗ (α) ïðè m = 1,

k = l. Êðèâàÿ 1 � ïðè Ω = −0.5, 2 � ïðè Ω = −1, 3 � ïðè Ω = −1.3, 4 � ïðè Ω = −1.5,5 � ïðè Ω = −1.6, 6 � ïðè Ω = −1.7, 7 � ïðè Ω = −1.7.
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–0.9 –0.8 –0.7 –0.6 –0.5�èñ. 3. Íåéòðàëüíûå êðèâûå R = R
(1)
∗ (α) (òîíêèå ëèíèè) è R = R

(2)
∗ (α) (æèðíûå ëèíèè)ïðè Ω = 0.6. Öè�ðà âîçëå êàæäîé êðèâîé � ñîîòâåòñòâóþùåå åé àçèìóòàëüíîå ÷èñëî m.ïðè −0.9 6 Ω 6 −0.45.Ïðè âðàùåíèè öèëèíäðîâ â îäíó ñòîðîíó (Ω > 0) òàêæå ñóùåñòâóåò òî÷êè áè-�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé Res 0,ðåçîíàíñ Res 1 (m 6= n, l = k) è Res 3 (m = 3n, l = k, ωm = 3ωn). Ïðè âðàùå-íèè öèëèíäðîâ â îäíó ñòîðîíó íàéäåíû åùå òî÷êè áè�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2äëÿ ðàâíûõ àçèìóòàëüíûõ ÷èñåë m = n è ðàçíûõ ïî ïîðÿäêó êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë
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∗ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå ïóëüñîâîé âîëíû â àðòåðèàëüíîì ñîñóäå ñî ñòåíîçîì.Ñòåíîç ìîäåëèðóåòñÿ ñóæåíèåì ñîñóäà â âèäå öèëèíäðè÷åñêîãî îòðåçêà êîíå÷íîé äëè-íû, �îðìà ïóëüñîâîé âîëíû, âîçíèêàþùåé âî âðåìÿ ñèñòîëû, àïïðîêñèìèðóåòñÿ êðèâîé÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, îðäèíàòû êîòîðîé â íà÷àëå è êîíöå ñèñòîëû îáðàùàþòñÿ â íîëü.Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ìåòîäàìè ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà íà îñíîâå äâóõ ìàòåìàòè-÷åñêèõ ìîäåëåé. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ñîïðîòèâëåíèÿ, ïîðîæäàåìîãî ñòåíîçîì, èñ-ñëåäóþòñÿ âåëè÷èíû ïîòîêîâ ýíåðãèè îòðàæåííûõ è ïðîøåäøèõ âîëí â çàâèñèìîñòè îòðàäèóñà ñóæåíèÿ è åãî äëèíû. Èññëåäóþòñÿ òàêæå èñêàæåíèÿ �îðìû èñõîäíîé âîëíûíà ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêàõ ñîñóäà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà êîý��èöè-åíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïóëüñîâîé âîëíû ñêâîçü ñòåíîç, ïîëó÷åííûå íà îñíîâåîäíîìåðíîé è äâóìåðíîé ìîäåëåé ñòåíêè ñîñóäà.Ñòåíîç � âðîæäåííîå èëè ïðèîáðåòåííîå ñòîéêîå ñóæåíèå ïðîñâåòà êàêîãî-ëèáî ïîëîãî îðãàíà (ïèùåâîäà, ãîðòàíè, êèøå÷íèêà, êðîâåíîñíîãî ñîñóäà è äð.)èëè îòâåðñòèÿ ìåæäó ïîëîñòÿìè (íàïð., ïðè ïîðîêàõ ñåðäöà); çàòðóäíÿåò ïðîäâè-æåíèå èõ ñîäåðæèìîãî. Â ÷àñòíîñòè â ðåçóëüòàòå ñòåíîçà êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâíàðóøàåòñÿ íîðìàëüíîå îáåñïå÷åíèå ðàçëè÷íûõ îðãàíîâ è òêàíåé ïèòàòåëüíû-ìè âåùåñòâàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê àòðî�èè îðãàíà è ïðåêðàùåíèþ åãî íîðìàëüíî-ãî �óíêöèîíèðîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòåíîç ìîäåëèðóåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèìñóæåíèåì êîíå÷íîé äëèíû.Ñåðäå÷íûé öèêë � ïîíÿòèå, îòðàæàþùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîöåññîâ, ïðî-èñõîäÿùèõ çà îäíî ñîêðàùåíèå ñåðäöà (ñèñòîëû) è åãî ïîñëåäóþùåå ðàññëàáëåíèå(äèàñòîëó). Ñîîòâåòñòâåííî âî âðåìÿ ñåðäå÷íîãî öèêëà ïðîèñõîäèò ïîâûøåíèå èïîíèæåíèå äàâëåíèÿ êðîâè; ýòîò ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì.Îáîçíà÷èì ÷åðåç T � ïåðèîä ñåðäå÷íîãî öèêëà, Tc � âðåìåííîé îòðåçîê ñè-ñòîëû, Td = T − Tc � âðåìåííîé îòðåçîê äèàñòîëû. Äàâëåíèå íà âûõîäå èç ëåâîãîæåëóäî÷êà (íà âõîäå â àîðòó) ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì
p = ptm + (η2 − ε2)

2
, −ε 6 η 6 ε,

p = ptm, −1 + ε 6 η 6 1 − ε,
(1)ãäå η = t/T , 2ε = Tc/T , t � âðåìÿ, ptm � òðàíñìóðàëüíîå äàâëåíèå [2℄.



Àíàëèç ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí... 195Ïåðâàÿ ìîäåëü. Èññëåäóåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû äàâëåíèÿ â àðòåðèàëü-íîì ñîñóäå ñ ïåðåìåííûì âíóòðåííèì äèàìåòðîì (ðèñ. 1) íà îñíîâå ìîäåëè Þíãà�Ìîýíñà�Êîðòåâåãà.
�èñ. 1.Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòå-ìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

∂vi
∂t

=
1

ρ

∂pi
∂z

,
∂2pi
∂z2

− 1

c2i

∂2pi
∂t2

= 0, ci =
√
Gi/ρc, i = 1, 2, 3 (2)ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ p è ñêîðîñòè v íà ñòûêå ó÷àñò-êîâ 1�2 è 2�3. Â �îðìóëå (2) ρ � ïëîòíîñòü êðîâè, Gi = hiE/di � æåñòêîñòèó÷àñòêîâ ñîñóäà ïðè âîçäåéñòâèè íà íèõ âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ, hi � òîëùèíûñòåíêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêîâ ñîñóäà, di � äèàìåòðû èõ ñðåäèííûõ ïîâåðõíî-ñòåé. Ôîðìóëà äëÿ æåñòêîñòè âûòåêàåò èç áåçìîìåíòíîé òåîðèè òîíêîñòåííîé öè-ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Îäíàêî â îáëàñòè ñòåíîçà òîëùèíà ñòåíêè ñîñóäà ìîæåòáûòü ñîèçìåðèìà ñ åå âíóòðåííèì ðàäèóñîì. Ïîýòîìó ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâæåñòêîñòè ýòè æåñòêîñòè îïðåäåëÿëèñü íà îñíîâå ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ óðàâíå-íèé òåîðèè óïðóãîñòè (çàäà÷à Ëÿìå [1℄). Ïðè ýòîì ñêîðîñòü âîëíû äàâëåíèÿ íàêàæäîì ó÷àñòêå ðàññ÷èòûâàëàñü ïî �îðìóëå

ci =

√
E(1 − x2

i )

2ρ(1 + x2
i + ν(1 − x2

i ))
(3)Çäåñü xi = ai1/a, ai1 � âíóòðåííèé ðàäèóñ ñîîòâåòñòâóþùåãî ó÷àñòêà, a � íà-ðóæíûé ðàäèóñ, êîòîðûé ïðèíèìàëñÿ îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ ó÷àñòêîâ.Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ïðîâîäèëîñü ìåòîäàìè ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Äëÿ ýòî-ãî âûðàæåíèå (1) ïðåäñòàâëÿëîñü â âèäå ðÿäà Ôóðüå

pN = pst + PRe

[
N∑

n=1

fne
−in(η−ε)

]
, pst = ptm + Pf0, (4)ãäå

f0 =
1

2π

ε∫

−ε

(
ε2 − η′

2
)2

dη′, fn =
1

π

ε∫

−ε

(
ε2 − η′

2
)2

cosnη′dη′.Çàòåì íà ó÷àñòêàõ 1, 2 ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿëîñü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ãàð-ìîíè÷åñêèõ âîëí ¾íàáåãàþùåé âîëíû¿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè



196 Ïîääóáíûé À.À., Óñòèíîâ Þ.À.è àìïëèòóäàìè An = Pfn è ñóïåðïîçèöèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ¾îòðàæåííîéâîëíû¿ ñ îòðèöàòåëüíûìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè è íåèçâåñòíûìè àìïëèòóäàìè
A1n = Pf1n. Íà òðåòüåì ó÷àñòêå ðåøåíèå îòûñêèâàëîñü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ãàð-ìîíè÷åñêèõ âîëí ñ ïîëîæèòåëüíûìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè è íåèçâåñòíûìè àìïëè-òóäàìè A3n = Pf3n. Àìïëèòóäû ýòèõ âîëí îïðåäåëÿëèñü íà îñíîâå óñëîâèé ñîïðÿ-æåíèÿ.Äëÿ îöåíêè ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü íà ó÷àñòêå 1 âû÷èñëÿëèñü âåêòîðû ïîòîêîâýíåðãèè

V = P 2
N∑

n=1

nf 2
n , V1 = −P 2

N∑

n=1

nf 2
1n (5)¾íàáåãàþùåé âîëíû¿ è ¾îòðàæåííîé âîëíû¿ ñîîòâåòñòâåííî, è ïîòîê ýíåðãèè¾ïðîøåäøåé âîëíû¿ íà ó÷àñòêå 3

V3 = P 2
N∑

n=1

nf 2
3n. (6)Íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû f1n, f3n îïðåäåëÿëèñü èç àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì,âûòåêàþùèõ èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íà ðàçðåçàõ 1�2 è 2�3.Îöåíêà ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü íà ¾îòðàæåííóþ âîëíó¿ ïðîâîäèëàñü ïóòåì ðàñ-÷åòà ýíåðãåòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïî �îðìóëàì

K1 = V1/V, K3 = |V3| /V. (7)Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè K1 +K3 = 1. Âûïîëíåíèå äàííîãî ðàâåíñòâà ñëóæèëîîäíèì èç êðèòåðèåâ ïðàâèëüíîñòè ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòûðàñ÷åòîâ ïðèâîäÿòñÿ â êîíöå ñòàòüè.Îòìåòèì îäíó èç îñîáåííîñòåé äàííîé ìîäåëè. Åñëè äëèíà l ó÷àñòêà 2 êðàòíà
c2T , òî êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ K1 = 1 íåçàâèñèìî îò âíóòðåííåãî ðàäèóñàó÷àñòêà 2 è ñèñòîëà, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (1), ïðîõîäèò áåç èñêàæåíèÿ.Âòîðàÿ ìîäåëü. Âî âòîðîé ìîäåëè ñòåíêà ñîñóäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îðòî-òðîïíàÿ îáîëî÷êà, à êðîâü � êàê âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, äâèæåíèå êîòî-ðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà. Ïðè ýòîì äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿêàæäîãî ó÷àñòêà ñòåíêè ñîñóäà ñî ñòåíîçîì èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ áåçìîìåíò-íîé òåîðèè îáîëî÷åê. Âåêòîð Ïîéíòèíãà�Óìîâà, íà îñíîâå êîòîðîãî èññëåäóþòñÿýíåðãåòè÷åñêèå ïîòåðè ïðè ïðîõîæäåíèè ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû, îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäóþùåé �îðìóëå:

Π = − 1

2T

T∫

0




a∫

0

(pv̄ + p̄v)rdr + Tzz ˙̄uz + T̄zzu̇z



 dt =

= −2πRe

a∫

0

P V̄ rdr + 2πaωIm
(
tzzV̄z

)
(8)Çäåñü p � äàâëåíèå æèäêîñòè, P � àìïëèòóäà ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû äàâëåíèÿ,

uz � ïðîäîëüíîå ñìåùåíèå òî÷åê ñòåíêè ñîñóäà, Vz � àìïëèòóäà ñêîðîñòè ãàðìî-íè÷åñêîé âîëíû, Tzz � ïðîäîëüíîå óñèëèå â ñòåíêå.



Àíàëèç ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí... 197Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå óñèëèÿ ñ äå�îðìàöèÿìè:
Tzz = h(g21e

0
1 + g22e

0
2), Tθθ = h(g11e

0
1 + g12e

0
2),ãäå e01 = ur/a, e02 = ∂zuz, à ur, uθ, uz � ñìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè.Ïðè ýòîì

g11 = E2E3/(E3 − ν2
32E2), g12 = ν32E2E3/(E3 − ν2

32E2),
g21 = ν32E2E3/(E3 − ν2

32E2), g22 = E2
3/(E3 − ν2

32E2).Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ âûðàæåíèÿ äëÿ óêàçàííûõ ïîëåâûõ õàðàêòåðèñòèêáðàëèñü èç ðàáîò [1, 5, 8℄ è ïðåîáðàçîâûâàëèñü ê îðòîòðîïíîìó ñëó÷àþ. Íà îñíîâåàíàëèçà ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ êàæäîãî ó÷àñòêà ñòåíêè ñîñóäà è êðîâè áûëè ïîëó-÷åíû äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà. Êàæäîå óðàâíåíèå èìååò 4êîìïëåêñíûõ êîðíÿ, êîòîðûì îòâå÷àþò êîìïëåêñíûå âîëíîâûå ÷èñëà, ðåàëüíûå÷àñòè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèìè äåêðåìåíòàìè çàòóõàíèÿ. Çàòóõàíèåâîëí ñâÿçàíî ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè êðîâè, êîòîðàÿ ñîãëàñíî [2℄ ïðèìåðíî â ÷åòûðåðàçà áîëüøå âÿçêîñòè âîäû.Äëÿ ðàñ÷åòîâ áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ (l � áåçðàçìåð-íûé ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé äëèíå âñòàâêè):
E2 = E3/1.2 , E3 = 6 · 104 H/ì2 , ν23, ν32 = 0.45 , G23 = E2/4 , ν23E3 = ν32E2 ,

a1 = 0.0073ì , h1 = 0.0006ì , a2 = 0.006ì , h2 = 2(a1 + h1/2 − a2) ,

l = 10, 20, 50 .Àíàëèç ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü ïðîâîäèëñÿ ïî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ïîòîêà ýíåð-ãèè çà ïåðèîä íà îñíîâàíèè ðàñ÷åòîâ ïîòîêà ýíåðãèè ïðîøåäøåé âîëíû, êîòîðûéîïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì Ïîéíòèíãà�Óìîâà. Â õîäå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áû-ëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû çàâèñèìîñòè ýíåðãåòè÷åñêîãî êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿîò äëèíû âñòàâêè (ïàðàìåòð l) è ðàäèóñà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè âñòàâêè (ïàðà-ìåòð a2).Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõçíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a2 (âíóòðåííèé ðàäèóñ âñòàâêè) è l (äëèíà âñòàâêè). Ïåðâîå÷èñëî â êàæäîé ÿ÷åéêè îòâå÷àåò ïåðâîé ìîäåëè, âòîðîå � âòîðîé.
l = 10 l = 20 l = 50

a2 = 0.0060 0.799; 0.759 0.765; 0.719 0.690; 0.653
a2 = 0.0062 0.842; 0.793 0.787; 0.739 0.739; 0.689
a2 = 0.0064 0.902; 0.828 0.836; 0.785 0.768; 0.713Òàáëèöà 1. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ îò l è a2.Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ, îòâå÷àþùèõâòîðîé ìîäåëè, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ìåíüøå çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ, îòâå-÷àþùèõ ïåðâîé ìîäåëè.



198 Ïîääóáíûé À.À., Óñòèíîâ Þ.À.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëóðüå À.È. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1970. 940 ñ.[2℄ Ïåäëè Ò. �èäðîäèíàìèêà êðóïíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ. Ì.: Ìèð, 1983. 400 ñ.[3℄ �åãèðåð Ñ.À. �èäðîäèíàìèêà êðîâîîáðàùåíèÿ. Ì.: Ìèð, 1971. 270 ñ.[4℄ Ïàðàøèí Ï.È., Èòêèí �.Ï. Áèîìåõàíèêà êðîâîîáðàùåíèÿ. Ì.: Ì�ÒÓ èì.Áàóìàíà,2005. 244 ñ.[5℄ Áåãóí Ï.È., Øóêåéëî Þ.À. Áèîìåõàíèêà: Ó÷åáíèê äëÿ âóçîâ. ÑÏá: Ïîëèòåõíèêà,2000. 463 ñ.[6℄ Óñòèíîâ Þ.À. Çàäà÷è Ñåí-Âåíàíà äëÿ ïñåâäîöèëèíäðîâ. Ì.: Ôèçìàòëèò. 2003.128 ñ.[7℄ Ïóðèíÿ Á.À. , Êàñüÿíîâ Â.À. Áèîìåõàíèêà êðóïíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ. �èãà:Çíàíèå. 1980. 260 ñ.[8℄ Óñòèíîâ Þ.À. Ìîäåëü âèíòîâîãî ïóëüñîâîãî äâèæåíèÿ êðîâè â àðòåðèàëüíûõ ñî-ñóäàõ // Äîêë. �ÀÍ. 2004. Ò. 398. � 3. Ñ. 344�348.Poddubny A.A., Ustinov Y.A. Analysis of energy losses under spread of harmoni
waves in the vessel with variable diameter . The spread of pulse wave in arterial vessel withstenosis was resear
hed. Stenosis is simulated be restri
tion in the form of a 
ylindri
al segmentof �nite length, the shape of the pulse wave, o

urring during systole, is approximated by afour-order 
urve, whi
h ordinates vanish at the beginning and at the end of systole. Resear
his 
arried out by methods of harmoni
 analysis on the basis of two mathemati
al models. As a
hara
teristi
 of resistan
e generated by the stenosis, we study the �uxes of energy of re�e
tedand transmitted waves as a fun
tion of the radius of the restri
tion and its length. We alsostudy waveform distortion of initial wave in di�erent parts of vessel. The results of numeri
alanalysis of re�e
tion and transmission 
oe�
ients of a pulse wave through stenosis, whi
h hadbeen obtained on a basis of one- and two-dimensional models of the vessel wall are given.



ÎÁ ÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÈ ÏÓÇÛ�ÅÉ Â ÁÈÍ�ÀÌÎÂÑÊÎÉÆÈÄÊÎÑÒÈ�àäèîíîâ À.À.Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, ÂëàäèêàâêàçÍà ïðîñòîì ïðèìåðå â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ðåîëîãè÷åñêè ñëîæíûõ æèäêîñòÿõ ïîÿâ-ëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñèëû, êîòîðûå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ðàññìîòðåíèè äâóõ-�àçíûõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â òàêèõ æèäêîñòÿõ.Ïîñëå çàëèâêè äîñòàòî÷íî îáúåìíûõ íåñóùèõ êîíñòðóêöèé áåòîíîì âîçìîæíîâîçíèêíîâåíèå óäèâèòåëüíîãî ÿâëåíèÿ. Âíóòðè ýòîé áåòîííîé êîíñòðóêöèè ìî-ãóò ïîÿâèòüñÿ çàïîëíåííûå âîçäóõîì è âîäÿíûì ïàðîì ïóçûðè, ðàçìåð êîòîðûõîêàçûâàåòñÿ ñîïîñòàâèìûì ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì çàëèâêè. Íàëè÷èå òàêèõ ïî-ëîñòåé âíóòðè áåòîííîé çàëèâêè ìîæåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ïðî÷íîñòü ïîëó-÷àåìûõ êîíñòðóêöèé.Ìåòîäû áîðüáû ñ òàêèì íåæåëàòåëüíûì ÿâëåíèåì èçâåñòíû è øèðîêî ïðèìå-íÿþòñÿ íà ïðàêòèêå. Ýòî äå�îðìèðîâàíèå áåòîííîé çàëèâêè (öåìåíòíîãî ãåëÿ) äîìîìåíòà ñõâàòûâàíèÿ [1℄, ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå âàêóóìèðîâàíèå ïîâåðõíîñòè. �åøå-íèå âîïðîñà î ïðè÷èíå âîçíèêíîâåíèÿ ñòîëü êðóïíûõ ïóçûðåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéñêîðåå ìåòîäîëîãè÷åñêèé èíòåðåñ, ñâÿçàííûé ñ íåîáõîäèìîñòüþ èññëåäîâàíèÿ ñðå-äû, ïîäîáíîé öåìåíòíîìó ãåëþ â ñèòóàöèÿõ, êîãäà äå�îðìàöèîííîå âîçäåéñòâèåíà íèõ çàòðóäíåíî ëèáî íåâîçìîæíî.Èçâåñòíî [1℄, ÷òî öåìåíòíûé ãåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé æèäêîñòü, ðåîëîãè÷å-ñêèå ñâîéñòâà êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì, õàðàêòåðíûì äëÿ ñðåä Áèíãàìà.Êðîìå òîãî, â íåì èìååòñÿ ãàçîâàÿ �àçà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ â îáúåìå,ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà ïóçûðüêîâ âîçäóõà è ïàðîâ âîäû, çàïîëíÿþùèõ ïóñòî-òû è íåîäíîðîäíîñòè â çàïîëíèòåëå. Êîëè÷åñòâî ãàçîâîé �àçû çàâèñèò îò ñïîñîáàïðèãîòîâëåíèÿ áåòîíà, à òàêæå îò ñâîéñòâ ñàìîãî öåìåíòíîãî ãåëÿ. Íåêîòîðûå÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â ðàáîòå [1℄.�àññìîòðèì áåñêîíå÷íûé îáúåì, çàïîëíåííûé áåòîííîé ñìåñüþ, â êîòîðîì ðàâ-íîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ãàçîâûå ïóçûðüêè ðàäèóñà a. Ìàññîâûìè ñèëàìè ïðåíåáðå-æåì. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ è âñåñèëû, äåéñòâóþùèå íà ëþáîé ìàëûé îáúåì æèäêîñòè óðàâíîâåøåíû. Ýòî îçíà÷àåòðàññìîòðåíèå îòêëîíåíèé îò ïîëîæåíèÿ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Êàæäûéèç ïóçûðüêîâ ãàçà, èìåþùèõñÿ â æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì è çàíèìàåò îáú-åì v = 4πa3/3. Äàâëåíèå â êàæäîì èç íèõ ïðåâûøàåò âåëè÷èíó ãèäðîñòàòè÷åñêîãîäàâëåíèÿ íà âûðàæåíèå 2σ/a. Ïóñòü äàëåå ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ òàêîãî ðàâíîâåñíî-ãî ñîñòîÿíèÿ ïî ñëó÷àéíûì ïðè÷èíàì äâà áëèç ðàñïîëîæåííûõ ïóçûðüêà ñëèëèñüâ îäèí òàêæå èìåþùèé ñ�åðè÷åñêóþ �îðìó. Äëÿ êðàòêîñòè íàçîâåì òàêîå ñîáû-òèå âîçìóùåíèåì.Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äâèæåíèå ìíîæåñòâà ïóçûðüêîâ îïðåäåëÿåòñÿ âîç-íèêøèì â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî ðîñòà ïåðâîãî ïóçûðüêà ðàñïðåäåëåíèåì äåâèà-òîðíûõ íàïðÿæåíèé è çàñòàâëÿåò ïóçûðüêè ñëèâàòüñÿ, òî åñòü äâèãàòüñÿ â íàïðàâ-ëåíèè ïåðâîãî, ñëó÷àéíî óâåëè÷èâøåãîñÿ ïóçûðüêà. Äëÿ ýòîãî áóäåò ðàññìîòðåíî



200 �àäèîíîâ À.À.äâèæåíèå îäèíî÷íîãî ìàëîãî íåèçìåííîãî ïóçûðüêà â ïîëå íàïðÿæåíèé ñîçäà-âàåìûõ âîçìóùåíèåì. �àññìàòðèâàåìîìó âîçìóùåíèþ ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåòîëüêî ñëèÿíèå äâóõ ïóçûðüêîâ, íî òàêæå ìíîæåñòâî äðóãèõ ÿâëåíèé, ñâÿçàí-íûõ íàïðèìåð ñ óñàäêîé áåòîíà, èëè êàêèõ-ëèáî äðóãèõ âàðèàöèÿõ äàâëåíèÿ âîäèíî÷íîì ïóçûðüêå. Ìàññà íîâîãî ïóçûðüêà âîçðàñòàåò âäâîå, à ðàäèóñ ïóçûðü-êà óâåëè÷èâàåòñÿ â √
2. Äàâëåíèå â ïóçûðüêå ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ íà âåëè÷èíó

δp = 2σ/a−2σ/(a
√

2) = σ/ [a(2−
√

2)] ≈ 0.58σ/a �àäèàëüíîå ñìåùåíèå u â îêðåñò-íîñòè ñ�åðè÷åñêîé ïóçûðüêà, ðàñïîëîæåííîé â áåçãðàíè÷íîé óïðóãîé ñðåäå ïðèèçìåíåíèè äàâëåíèÿ â ïóçûðüêå íà âåëè÷èíó δp è ïðè íåèçìåííûõ óñëîâèÿõ íàáåñêîíå÷íîñòè áóäåò [2, 3℄
u =

1 + ν

2

δp

E

a3

r2�ëàâíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèé áóäóò
drr = −(1 + ν)

δp

E

a3

r3
, dφφ = dθθ =

1 + ν

2

δp

E

a3

r3òàê ÷òî îáúåìíàÿ äå�îðìàöèÿ ðàâíà íóëþ. Ñðåäà â îêðåñòíîñòè ðàñòóùåãî ïó-çûðüêà íå èçìåíÿåò ñâîåé ïëîòíîñòè.Â ðåçóëüòàòå ñëèÿíèÿ äâóõ ìàëåíüêèõ ïóçûðüêîâ ïëîòíîñòü ñðåäû íå ìåíÿ-åòñÿ, íî ñîçäàþòñÿ íåêîòîðûå åå äå�îðìàöèè. Äå�îðìàöèè ñðåäû âûçûâàþò âíåé íàïðÿæåíèÿ, îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé è çàâèñÿò îò ðåî-ëîãè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ ñðåäû. Â ñëó÷àå áèíãàìîâñêîé ñðåäû óðàâíåíèÿ òå÷åíèÿ èçàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèé îò ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå [4℄:
T = τ0 + 2µHãäå H � âòîðîé èíâàðèàíò òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè, T � âòîðîé èíâàðèàíòòåíçîðà íàïðÿæåíèé, τ0 � ïðåäåëüíîå íàïðÿæåíèå ñäâèãà, µ � âÿçêîñòü æèäêî-ñòè. ×òîáû ïîëó÷èòü ñêîðîñòè äå�îðìàöèè ñðåäû, ïðîäè��åðåíöèðóåì ïî âðå-ìåíè âûðàæåíèå äëÿ äå�îðìàöèè, ïîëó÷åííîå äëÿ ñðåäû ðàñïîëîæåííîé âîêðóãðàñòóùåãî ïóçûðüêà.

∂drr
∂t

= −(1 + ν)
δp

E
3
a2

r3

∂a

∂tÂåëè÷èíà ∂a/∂t èìååò ñìûñë ñêîðîñòè îáðàçîâàíèÿ íîâîãî ïóçûðüêà, èëè ñêî-ðîñòè ñëèÿíèÿ äâóõ ïóçûðüêîâ. Ïðèìåì åå çà ïîñòîÿííóþ è êîíå÷íóþ âåëè÷èíó
∂a/∂t = va. Êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé áóäóò

εrr =
∂drr
∂t

= −(1 + ν)
δp

E
3
a2

r3
va,

εφφ =
∂dφφ
∂t

= εθθ =
∂dθθ
∂t

=
1 + ν

2

δp

E
3
a2

r3
va. (1)Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè: εrr + εφφ + εθθ = 0. Çàïèøåìðåîëîãè÷åñêèå îòíîøåíèÿ, ÷òîáû âûÿñíèòü ñâÿçü ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè ñ âîçíè-êàþùèìè âîêðóã ïóçûðüêà íàïðÿæåíèÿìè, ó÷èòûâàÿ (1):

H =
9
√

2

4
(1 + ν)

δp

E

a2

r3
va
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τrr = −p + (2µ+ τ0/H)εrr = −p− 2µ(1 + ν)

δp

E
3
a2

r3
va −

4

3
√

2
τ0 (2)

τθθ = −p + (2µ+ τ0/H)εθθ = τφφ = −p+ 2µ
1 + ν

2

δp

E
3
a2

r3
va + τ0

2

3
√

2
(3)Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ æèäêîñòè äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè âîêðóãðàñòóùåãî ïóçûðüêà. Ýòî âûðàæåíèå íåîáõîäèìî äëÿ âûÿñíåíèÿ ñèë, äåéñòâóþ-ùèõ íà òðåòèé, íåèçìåííûé ïóçûðåê. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ èìååò òîëüêî ðàäèàëü-íóþ ñîñòàâëÿþùóþ:

∂vr
∂t

+ vr
∂vr
∂r

=
1

ρ

(
−∂p
∂r

− 4

r
√

2
τ0

) (4)Âèäíî, ÷òî äàæå ïðè î÷åíü ìàëûõ âàðèàöèÿõ äàâëåíèÿ â ñëó÷àéíî óâåëè÷èâøåìñÿïóçûðüêå, â îêðóæàþùåé åãî æèäêîñòè èìååòñÿ çíà÷èòåëüíûé ðàäèàëüíûé ãðàäè-åíò äàâëåíèÿ peff (r) , îáóñëîâëåííûé ðåîëîãè÷åñêèì ñòðîåíèåì æèäêîñòè. Ñ òî÷-íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé åãî âåëè÷èíà åñòü peff ∼ −
√

8τ0 ln(r). �ðàäèåíò äàâëåíèÿïðèîáðåòàåò çàâèñèìîñòü îò τ0 è ìåíüøå îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ íå áûâàåò. Âå-ëè÷èíà ýòîãî ãðàäèåíòà ñïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì ëîãàðè�ìè÷åñêè.Äàëåå ïîëîæèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì îáúåìå çàíèìàåìîì áèíãàìîâñêîé ñðå-äîé íèêàêèõ äðóãèõ âîçìóùåíèé íå ïîÿâëÿëîñü, êðîìå îäíîãî åäèíñòâåííîãî âîç-ìóùåíèÿ � ñëèÿíèÿ äâóõ ìàëûõ ïîð (ïóçûðüêîâ). Âîêðóã ýòîãî ñîáûòèÿ ñðå-äà äå�îðìèðîâàëàñü ñîãëàñíî (1) è ïðèîáðåëà íàïðÿæåíèÿ ñîãëàñíî âûðàæåíè-ÿì (2)�(3). Âñå ïðî÷èå ïîðû (ïóçûðüêè) òàêæå îêàçàëèñü ïîä äåéñòâèåì óêàçàííûõâ âûðàæåíèÿõ (2)�(3) íàïðÿæåíèé. Ýòè íàïðÿæåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ íåñêîìïåíñè-ðîâàííûìè, ïî êðàéíåé ìåðå â êàêîé-òî îêðåñòíîñòè èíèöèèðóþùåãî âîçìóùåíèÿ,÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê äâèæåíèþ ïîð, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â áèíãàìîâñêîéñðåäå. �àññìîòðèì òðåòèé íåèçìåííûé è íå ó÷àñòâîâàâøèé ðàíåå íè â êàêèõ ïðî-öåññàõ ñëèÿíèÿ ñ�åðè÷åñêèé ïóçûðåê, íàõîäÿùèéñÿ íà ðàññòîÿíèè îò èñòî÷íèêàâîçìóùåíèÿ, òî åñòü îò òîãî ïóçûðüêà, êîòîðûé ïîÿâèëñÿ èç äâóõ â ïðîöåññå èõñëèÿíèÿ.Ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãî�àçíûõ ñðåä çà÷àñòóþ âûäåëÿþò ðàçëè÷íûå ñèëû,äåéñòâóþùèå ñî ñòîðîíû íåñóùåé �àçû íà äèñïåðñíóþ �àçó. Ïðè ðàññìîòðåíèèäâèæåíèÿ ÷àñòèöû â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â óðàâíåíèè èçìåíåíèÿèìïóëüñà ê âíåøíèì ìàññîâûì ñèëàì äîáàâëÿåòñÿ ñèëà èíåðöèè, êîòîðàÿ âûäå-ëÿåòñÿ ïîä íàçâàíèåì ñèëû Àðõèìåäà [5, 6℄:
~FA = ρg

dg~vg
dt

− ρg~g = ρg
∂~vg
∂t

+ ρg~vg
∂~vg
∂xk

− ρg~g ,ãäå ρg � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, ~vg � ñêîðîñòü æèäêîñòè. Óðàâíåíèå Íüþòîíà äëÿïóçûðüêà, ñ ó÷åòîì ñèë, íà íåãî äåéñòâóþùèõ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå [6℄:
(

1 +
ρg
2ρp

)
d~vp
dt

=
9fSµ

2a2ρp
(~vg − ~vp) +

3ρg
2ρp

d~vg
dt
. (5)ãäå ρp � ïëîòíîñòü ãàçà â ïóçûðüêå, ~g � âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

a � ýòî ðàäèóñ äâèæóùåãîñÿ ïóçûðüêà, ðàäèóñ æå âîçìóùåíèÿ ïåðåîáîçíà÷èì



202 �àäèîíîâ À.À.êàê ã. Â ýòîì âûðàæåíèè ïðåäñòàâëåíû ñèëà Àðõèìåäà, ñèëà ãèäðîäèíàìè÷åñêîãîñîïðîòèâëåíèÿ è ñèëà ïðèñîåäèíåííîé ìàññû îòíåñåííûå ê îáúåìó ðàññìàòðèâàå-ìîãî ïóçûðüêà, ñèëîé òÿæåñòè ïî ïðåæíåìó ïðåíåáðåãàåì. Ââåäåì ýéëåðîâó ñ�å-ðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ öåíòðîì âîçìóùåíèÿ. Íàïðàâèì îñü Oxââåäåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïî ïðÿìîé ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ðàññìàòðèâàåìûõïóçûðüêîâ è âîçìóùåíèÿ. Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì (4) ïåðåïèøåì (5) â ïðîåêöèè íàîñü, ñîåäèíÿþùóþ öåíòð âîçìóùåíèÿ è öåíòð ðàññìàòðèâàåìîãî ïóçûðüêà â âèäå
(

1 +
ρg
2ρp

)
dvp
dt

=
9µ

2a2ρp
(vg − vp) −

3ρg
2ρp

(
∂p

∂x
+

√
8τ0
x

)Çäåñü x � ýòî ðàññòîÿíèå äî âîçìóùåíèÿ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðåíåáðåæåìèíåðöèîííûì ñëàãàåìûì, ñ÷èòàÿ, âûïîëíÿåòñÿ áàëàíñ ñèë è äâèæåíèå ïóçûðüêàïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííûõ ñèë áûñòðî ñòàíîâèòñÿ ðàâíîìåðíûì. Òîãäà
vp = vg − ρg

a2

3µ

(
∂p

∂x
+

√
8τ0
x

)Îöåíèì ñëàãàåìûå, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü. τ0 ∼ 50 ÷ 1050Ïà, a ∼ 10−4 ÷
10−5 ì, µ ∼ 1 ÷ 10Ïa 
, âÿçêîñòü â ïðîöåññå ñõâàòûâàíèÿ ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò,ïëîòíîñòü âîçäóõà ρp ∼ 1, 2êã/ì3, ïëîòíîñòü öåìåíòíîãî ãåëÿ ïîðÿäêà 1800 äî2500 êã/ì3. �ðàäèåíò äàâëåíèÿ ∂p/∂x ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðèíÿòü ðàâíûì δp/x,
δp ∼ 0.58σ/a ãäå êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ σ íà ãðàíèöå âîçäóõ-öåìåíòíûé ãåëü íå èçâåñòåí. Äëÿ îöåíîê ïðèìåì âåëè÷èíó äëÿ âîäû σ ∼ 0.07Í/ì.
ã� ðàäèóñ ïóçûðüêà-âîçìóùåíèÿ. Ñêîðîñòü æèäêîñòè âîêðóã âîçìóùåíèÿ ïðèìåìèç (1), òîãäà ïðè x > ã:

vp = −(1 + ν)
δp

E

3

2

(
a2

ã2
− a2

x2

)
va − ρg

a2

3µ

(
δp

x
+

√
8τ0
x

) (6)Ýòî âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïóçûðüêîâ ñ îäèíà-êîâûì ðàäèóñîì. Çäåñü îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì ïàðàìåòð va, õàðàêòåðèçóþùèéñêîðîñòü ñëèÿíèÿ ïóçûðüêîâ, åãî âåëè÷èíà ïî âñåé âåðîÿòíîñòè ìàëà. Â çíàìåíàòå-ëå ñòîèò ìîäóëü óïðóãîñòè E, âåëè÷èíà êîòîðîãî äëÿ æèäêîãî öåìåíòíîãî ãåëÿ íåÿñíà, íî ìîæåò áûòü îöåíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì âåëè÷èíû τ0. Ýòî ñëàãàåìîå ñîîò-âåòñòâóåò ñèëå, äåéñòâóþùóþ íà ïóçûðåê â íàïðàâëåíèè âîçìóùåíèÿ, êîòîðàÿ ìà-ëà âäàëè îò ïóçûðüêà è âîçðàñòàåò âáëèçè ïîâåðõíîñòè âîçìóùåíèÿ. Ñ ðîñòîì ðà-äèóñà ïóçûðüêà-âîçìóùåíèÿ âåëè÷èíà ýòîãî ñëàãàåìîãî òàêæå áóäåò óìåíüøàòüñÿ,äëÿ ó÷åòà ðàñòóùåãî âîçìóùåíèÿ íàäî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå δp = 2σ/a−2σ/ã,ñ çàâèñèìîñòüþ ðàäèóñà âîçìóùåíèÿ îò âðåìåíè.Áåç ó÷åòà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (6) ïðîèíòåãðèðóåì ýòî âûðàæåíèå. Ýòî ïðå-íåáðåæåíèå ýêâèâàëåíòíî äîïóùåíèþ, ÷òî æèäêîñòü âîêðóã ìåäëåííî ðàñòóùåãîâîçìóùåíèÿ íåïîäâèæíà. Ïðèìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x(t = 0) = x0,ïîëó÷èì äëÿ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà âîçìóùåíèÿ:
x =

√

x2
0 − 2ρg

a2

3µ
(δp+

√
8τ0)t



Îá îáðàçîâàíèè ïóçûðåé â áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè. 203Èç ïðèâåäåííîé îöåíêè âèäíî, ÷òî íà ìàëûå ïóçûðüêè, èìåþùèåñÿ â áèíãàìîâ-ñêîé ñðåäå äåéñòâóåò äîïîëíèòåëüíàÿ ñèëà, êîòîðàÿ â îòñóòñòâèå âíåøíåé äå�îð-ìàöèè ïðèâîäèò ê ñëèÿíèþ ýòèõ ïóçûðüêîâ. Ïðè âíåøíåé äå�îðìàöèè, ïîìèìîòîãî, ÷òî ýòè äîïîëíèòåëüíûå ñèëû óïîðÿäî÷èâàþòñÿ â íàïðàâëåíèè ñâÿçàííîìñ ýòîé äå�îðìàöèåé, òàêæå çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåòñÿ âåëè÷èíà τ0 [1℄, ÷òî óìåíü-øàåò âåëè÷èíó ýòèõ ñèë.Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ îöåíî÷íîãî õàðàêòåðà ïðèâîäÿò ê âûâîäó, ÷òî â ðåî-ëîãè÷åñêè ñëîæíûõ æèäêîñòÿõ ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñèëû, êîòîðûå íåîá-õîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ðàññìîòðåíèè äâóõ�àçíûõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â òà-êèõ æèäêîñòÿõ.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïîäïðîãðàììû � 12 Ïðåçèäèóìà �ÀÍ.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àõâåðäîâ È.Í. Îñíîâû �èçèêè áåòîíà. Ì: Ñòðîéèçäàò, 1981. 464 ñ.[2℄ Õðèñòèàíîâè÷ C.A. Ïðîáëåìû òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè è ãåîìåõàíèêè: ê 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàä. Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à // Èí-ò ïðîáëåì ìåõàíèêèèì.Èøëèíñêîãî �ÀÍ. Ì.: Íàóêà, 2008. 391 ñ.[3℄ Ëàíäàó Ë.Ä. , Ëè�øèö Å.Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà: Ó÷åá. ïîñîá.: Äëÿ âóçîâ. Â 10 ò.Ò. VII. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2003. 264 ñ.[4℄ �íîåâîé È.Í., Êëèìîâ Ä.Ì., ×åñíîêîâ Â.Ì. Îñíîâû òåîðèè òå÷åíèé áèíãàìîâñêèõñðåä. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004. 272 ñ.[5℄ Íèãìàòóëèí �.È. Äèíàìèêà ìíîãî�àçíûõ ñðåä. Ì.: Íàóêà, 1987. 464 ñ.[6℄ Âîëêîâ Ê.Í., Åìåëüÿíîâ Â.Í. Òå÷åíèÿ ãàçà ñ ÷àñòèöàìè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2008. 600 ñ.Radiono� A.A. About bubbling in liquid with Bingham rheology . It is shown in thisstudy, additional for
es are appeared in 
omplex liquid. Some problems of two-phases pro
essesrequire 
onsideration of these for
es.



ÄËÈÍÍÎÂÎËÍÎÂÀß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎ Â�ÅÌÅÍÈ ÒÅ×ÅÍÈÉ�åâèíà Ñ.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, Âëàäèêàâêàç�àññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ âíåø-íèõ ñèë, ïåðèîäè÷åñêîãî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è ïî âðåìåíè. Ïðåäïîëàãà-åòñÿ, ÷òî îäèí èç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðèîäîâ, à òàêæå ïåðèîä ïî âðåìåíè, ñòðåìÿòñÿ êáåñêîíå÷íîñòè, êîãäà âîëíîâîå ÷èñëî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Íàéäåíû ãëàâíûå ÷ëåíû äëèí-íîâîëíîâîé àñèìïòîòèêè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè.1. Ââåäåíèå. �àññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå x = (x1, x2) ∈ R
2 äâèæåíèå âÿçêîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ âíåøíèõ ñèë F (x, t), ïåðèîäè÷åñêîãîïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x1, x2 ñ ïåðèîäàìè L1 è L2 ñîîòâåòñòâåííî è

T -ïåðèîäè÷åñêîãî ïî âðåìåíè:
∂v

∂t
+ (v,∇)v − ν∆v = −∇p+ F (x, t), div v = 0,ãäå ν � áåçðàçìåðíàÿ âÿçêîñòü. Ñðåäíÿÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ñêîðîñòü ñ÷èòàåòñÿ çà-äàííîé è T -ïåðèîäè÷åñêîé.Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè

v ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x1, x2 ñ ïåðèîäàìè L1, L2 ñîîòâåòñòâåííî.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî L2 = 2π/α, α→ 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ïåðèîä ïî âðå-ìåíè T ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè: T = 2π/(wα), âîëíîâîå ÷èñëî α → 0. Ïàðàìåòð
w = L2/T åñòü õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ.Ïóñòü x = x1, z = αx2. Òîãäà ïîëå ñêîðîñòåé ïåðèîäè÷íî ïî z ñ ïåðèî-äîì 2π. Ñòðîèòñÿ äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷å-ñêîãî ïî âðåìåíè òå÷åíèÿ, êîãäà îñíîâíîå ïîëå ñêîðîñòè èìååò âèä:

V = (αV1, V2)(x, t). (1)Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòíûå ñëó÷àè: êëàññ ïàðàëëåëüíûõ (ñäâèãîâûõ)òå÷åíèé
V = (0, V2(x1, t)), (2)à òàêæå êëàññ òå÷åíèé, áëèçêèõ ê ïàðàëëåëüíûì:

V = (αV1(x2, t), V2(x1, t)). (3)Âñþäó â äàëüíåéøåì ÷åðåç 〈f〉 áóäåì îáîçíà÷àòü ñðåäíåå ïî x
〈f〉 =

1

L1

L1∫

0

f(x, t) dx1,
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〈〈f〉〉(t) =

1

|Ω|

∫

Ω

f(x, t) dx1 dx2, Ω = [0, L1] × [0, L2],÷åðåç {f} îáîçíà÷èì âðåìåííîå ñðåäíåå f :
{f} = {f}(x1, x2) =

1

T

T∫

0

f(x, t)dt.Âïåðâûå äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà (α → 0) çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè äâóìåð-íûõ ïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé v = (0, V (x1)) ðàññìîòðåíà â [1℄. Èññëåäîâàíèþ àâ-òîêîëåáàíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé îò-íîñèòåëüíî äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé, ïîñâÿùåíà ðàáîòà [2℄. Ëèíåéíàÿ çàäà÷àóñòîé÷èâîñòè òðåõìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé âèäà v = (αV1, αV2, V3), 〈V3〉 6= 0ðàññìîòðåíà â [3℄. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ñðåäíåå ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòûñêîðîñòè îòëè÷íî îò íóëÿ, òî ïðè óìåíüøåíèè âÿçêîñòè ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíàÿïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè. Èçó÷åíèå àâòîêîëåáàíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîòåðå óñòîé÷è-âîñòè äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé îòíîñèòåëüíî äëèííîâîë-íîâûõ âîçìóùåíèé áûëî ïðîäîëæåíî â [4�5℄.Êðèòè÷åñêèì íàçûâàåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ν, ïðè êîòîðîì îäèí èëèíåñêîëüêî ìóëüòèïëèêàòîðîâ âûõîäÿò íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Â [6℄ îáîñíî-âàíà çàêîííîñòü ëèíåàðèçàöèè â çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíèòå÷åíèé æèäêîñòè â íåêðèòè÷åñêîì ñëó÷àå.Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå, êîãäà îòíîøåíèå ñðåä-íåãî ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ê õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ èððàöè-îíàëüíî: {〈V2〉}
w

/∈ Q (÷åðåç Q îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë), ïðî-èñõîäèò êîëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè � ìóëüòèïëèêàòîðû ïåðåñåêàþò åäè-íè÷íóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ ρ1,2 = e±iλ, λ =
m{〈V2〉}

w
2π.Äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïî âðåìåíè îñíîâíîãî òå÷åíèÿ ðàññìîòðåíè ñëó÷àé {〈V2〉}

w
∈ Q. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ýòîì óñëîâèè âîçìîæíà ìîíîòîííàÿïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè è áè�óðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà.2. Ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè. �àçûñêèâàÿ ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãîíà îñíîâíîì òå÷åíèè (1) óðàâíåíèÿ âîçìóùåíèé â âèäå:

ṽ(x, t) = eσtϕ(x, t), p̃(x, t) = eσtP (x, t),ïðèõîäèì ê ñèñòåìå:
σϕ1 + αw

∂ϕ1

∂τ
− ν∆αϕ1 + αV1

∂ϕ1

∂x1
+ αV2

∂ϕ1

∂z
+

+αϕ1
∂V1

∂x1
+ α2ϕ2

∂V1

∂z
= − ∂P

∂x1
, (4)
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σϕ2 + αw

∂ϕ2

∂τ
− ν∆αϕ2 + αV1

∂ϕ2

∂x1
+ αV2

∂ϕ2

∂z
+ ϕ1

∂V2

∂x1
+

+αϕ2
∂V2

∂z
= −α∂P

∂z
, (5)

∂ϕ1

∂x1
+
∂ϕ2

∂x2
+ α

∂ϕ2

∂z
= 0, 〈ϕ2〉 = 0,

2π∫

0

ϕ1 dz = 0, (6)Çäåñü è â äàëüíåéøåì z = αx2, τ = αwt, ∆α =
∂2

∂x2
1

+ α2 ∂
2

∂z2
. Íåèçâåñòíûåïîêàçàòåëè Ôëîêå σ, ñîáñòâåííûå �óíêöèè, 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ïî τ , è êðèòè÷åñêîåçíà÷åíèå âÿçêîñòè ν áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà α:

σ =
∞∑
k=0

σkα
k, ν = ν∗ +

∞∑
k=1

νkα
k,

ϕ =
∞∑
k=0

ϕkαk, P =
∞∑
k=0

P kαk.Ïðèðàâíèâàÿ â ñèñòåìå (4) � (6) âûðàæåíèÿ ïðè α0: âûâîäèì, ÷òî êîý��èöèåíò
σ0 = 0, �óíêöèè ϕ0

1 è P 0 çàâèñÿò òîëüêî îò z è τ : ϕ0
1 = ϕ0

1(z, τ) è P 0 = P 0(z, τ),à ϕ0
2 èìååò âèä:

ϕ0
2 =

1

ν∗
ϕ0

1(z, τ)
∂θ

∂ x
,ãäå ÷åðåç θ îáîçíà÷åíî ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ∂2θ

∂x2
= V2, 〈θ〉 = 0.Ïîñëå îñðåäíåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) ïî x, ïðèõîäèì ê çàäà÷å äëÿ íàõîæäåíèÿ

σ1, ϕ0
1:

w
∂ϕ0

1

∂τ
+ σ1ϕ

0
1(z, τ) − 〈V2〉(τ)

∂ϕ0
1

∂z
= 0. (7)Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

ϕ0
1(z, τ) = e−

σ1
w
τψ0

1(z, τ).Òîãäà ψ0
1(z, τ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé:

∂ψ0
1

∂τ
+

1

w
〈V2〉(τ)

∂ψ0
1

∂z
= 0, ψ0

1(z + 2π, τ) = ψ0
1(z, τ), (8)

ψ0
1(z, τ + 2π) = e

−
σ1

w
2π
ψ0

1(z, τ)

2π∫

0

ψ0
1 dz = 0. (9)Åñëè 〈V2〉 = 0, òî óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ψ0

1(z, τ) ïðèíèìàåò âèä: ∂ψ0
1

∂τ
= 0.Ñëåäîâàòåëüíî, ψ0

1 = ψ0
1(z) åñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêîîò z, ñ íóëåâûì ñðåäíèì.Òîãäà èç óñëîâèÿ 2π-ïåðèîäè÷íîñòè ïî z (8) ñëåäóåò ðàâåíñòâî:

e
−
σ1

w
2π

= 1.



Çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè òå÷åíèé 207Îòñþäà σ1 = ikw, ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî k ýòèì ïîêàçàòå-ëÿì Ôëîêå ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íûé ìóëüòèïëèêàòîð, òî ìîæíî ïîëîæèòü k = 0è σ1 = 0.Ïóñòü òåïåðü 〈V2〉 6= 0. Äëÿ ðåøåíèÿ (8)�(9) ïåðåéäåì ê äâèæóùåéñÿ ñèñòåìåêîîðäèíàò:
y = z − 1

w

τ∫

0

〈V2〉(ξ)dξ.Â íîâûõ ïåðåìåííûõ (y, τ), ðàçûñêèâàÿ �óíêöèþ Ψ0
1(y, τ) = ψ0

1

(
y + 1

w

τ∫
0

〈V2〉(ξ)dξ, τ
)â âèäå ðÿäà

Ψ0
1 =

+∞∑

n=−∞,n 6=0

Cne
iny ,äëÿ âñåõ n, äëÿ êîòîðûõ Cn 6= 0, ïðèõîäèì ê óñëîâèþ:

e−i2π(
µ1
w

+
{〈V2〉}

w
n) = 1, σ1 = iµ1.Åñëè îòíîøåíèå ñðåäíåãî ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ïðî-äîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ê õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè ïîòîêà èððàöèîíàëüíî:

{〈V2〉}
w

/∈ Q, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íîìåð n = −m òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿðàâåíñòâî (8) è µ1 = {〈V2〉}m. Â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ (z, τ)

ϕ0
1(z, τ) = C0

1e
−im

{〈V2〉}
w

τe
−im(z− 1

w

τ∫
0

〈V2〉(ξ)dξ)
, σ1 = i{〈V2〉}m. (10)Çäåñü m � öåëîå ÷èñëî. Èç óñëîâèé ðàâåíñòâà íóëþ ñðåäíåãî ñëåäóåò, ÷òî m 6= 0.Ñëó÷àé {〈V2〉}

w
∈ Q îòíîñèòñÿ ê ðåçîíàíñíûì. Îí ðàññìîòðåí ëèøü äëÿ ñäâè-ãîâûõ òå÷åíèé (2), à òàêæå äëÿ òå÷åíèé, áëèçêèõ ê ïàðàëëåëüíûì (3). Äëÿ ýòèõòå÷åíèé ϕ0

1(z, τ) íàõîäèòñÿ èç ñëåäóþùèõ ðàçëîæåíèé ïî α è èìååò òîò æå âèä (10).Â ïîðÿäêå α2 îñðåäíåííîå ïî ïåðåìåííîé x1 óðàâíåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä:
w
∂〈ϕ1

1〉
∂τ

+ σ1〈ϕ1
1〉 + 〈V2〉(τ)

∂〈ϕ1
1〉

∂z
= g(z, τ), (11)ãäå �óíêöèÿ g(z, τ) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé:

g(z, τ) = −σ2ϕ
0
1(z, τ) + ν∗

∂2ϕ0
1

∂z2
− 1

ν∗

∂

∂z

(〈(∂θ
∂x

)2 〉∂ϕ0
1

∂z

)
.Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (11) � îðòîãîíàëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè ðåøå-íèþ îäíîðîäíîãî ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ � íàõîäèì σ2 è íóëåâîé ÷ëåí êðèòè÷å-ñêîãî çíà÷åíèÿ âÿçêîñòè

σ2 = 0, ν2
∗ =

{〈(∂θ
∂x

)2 〉}
. (12)



208 �åâèíà Ñ.Â.3. Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åíû ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿâ ðÿä ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó α � âîëíîâîìó ÷èñëó � íîðìàëüíûõ âîçìóùåíèéîñíîâíîãî ðåøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîêàçàòåëåé Ôëîêå. Ïðè ýòîì, åñëè íàèáî-ëåå îïàñíûìè ÿâëÿþòñÿ äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ, òî äëÿ ñäâèãîâîãî òå÷åíèÿè òå÷åíèÿ, áëèçêîãî ê ïàðàëëåëüíîìó, ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ìîæåò ïðîèñõîäèòüïðè ïðîõîæäåíèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ ÷åðåç +1 (êîãäà {〈V2〉}
w

= k), ÷åðåç −1 (êîãäà
{〈V2〉}
w

= k +
1

2
), â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü âûõîäÿò äâàêîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ìóëüòèïëèêàòîðà. Äëÿ òå÷åíèÿ îáùåãî âèäà â ïðåäïî-ëîæåíèè {〈V2〉}

w
/∈ Q ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.
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 of stability problem of time-periodi
 �ow. We
onsider the stability problem of time-periodi
 stream v = (αV1, V2) with respe
t to long-wave length disturban
es, when one of the spatial periods and time period tend to in�nity(the wave number α tends to zero). The expli
it formulas for the main asymptoti
 terms areobtained. Os
illation, monotoni
, and period-doubling bifur
ations take pla
e in this system.



ÎÖÅÍÊÈ ÑÒÀ�ØÈÕ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉËÈÍÅÀ�ÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÇÅÅÍÀ ÂÎ ÂÑÅÌÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÑàçîíîâ Ë.È.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, ÂëàäèêàâêàçÄëÿ ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîé íà óñòîé÷èâîì ñòàöèîíàðíîì ðåøåíèè ñèñòåìû Îçå-åíà ïîëó÷åíû ñòåïåííûå îöåíêè ïî âðåìåíè äëÿ íåêîòîðûõ íîðì ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.Ïðè èññëåäîâàíèè íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ âûäåëåííîé ãëàâ-íîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò îöåíêè ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàí-íûõ óðàâíåíèé [1�3℄. Ìåòîäû òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòüàñèìïòîòè÷åñêèå ïî âðåìåíè (t→ ∞) îöåíêè íîðì ðåøåíèé ïî ïðîñòðàíñòâåííûìïåðåìåííûì. Äëÿ ñèñòåìû Îçååíà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìûÍàâüå�Ñòîêñà íà ïîñòîÿííîì ðåøåíèè, òàêèå îöåíêè ïîëó÷åíû â [4�6℄. Â ðÿäå ðà-áîò àâòîðà [7�10℄ ïîëóãðóïïîâîé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ îöåíîê ðåøåíèé âîçìó-ùåííîé ñèñòåìû Îçååíà � ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà íà ñòàöèîíàðíîìðåøåíèè. Äàííîå èññëåäîâàíèå ïðîäîëæàåò ëèíèþ ýòèõ ðàáîò. Â íåì ïîëó÷åíûñòåïåííûå îöåíêè óáûâàíèÿ ïî âðåìåíè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ ïðî-èçâîäíûõ ðåøåíèé âîçìóùåííîé ñèñòåìû Îçååíà â ñëó÷àå, êîãäà ñòàöèîíàðíîåðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì óñëîâèÿì óñòîé÷èâîñòè.Ïóñòü v � ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà




∂u

∂t
= △u− (u,∇)u−∇p + f,

div u = 0â ïðîñòðàíñòâå R
n ïðè n > 2.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîëå v èìååò âèä v = u∞e1 + w, ãäå u∞ = const, à wâ îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè (ýòî óñëîâèå â äàëü-íåéøåì áóäåò óòî÷íåíî).Îñóùåñòâëÿÿ çàìåíó u ÷ u + v è ëèíåàðèçàöèþ íà ñòàöèîíàðíîì ðåøåíèè v,ïðèõîäèì ê âîçìóùåííîé ñèñòåìå Îçååíà




∂u

∂t
= △u− u∞∂1u− (w,∇)u− (u,∇)w −∇q,

div u = 0.
(1)Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sp = Sp(R

n) (1 6 p 6 ∞) ïîäïðîñòðàíñòâî â (Lp(R
n))n, ÿâëÿ-þùååñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà âñåõ ãëàäêèõ �èíèòíûõ ñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé.Ïðèìåíÿÿ ê ñèñòåìå (1) ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïðîåêòîð Π : (Lp(R

n))n → Sp(R
n)

(1 < p <∞), ñâåäåì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó Îçååíà ê ëèíåéíîìó ÎÄÓ â ïðîñòðàí-ñòâå Sp(Rn)
du

dt
= Au+Bu,
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Au = Π(△u− u∞∂1u), Bu = −Π((w,∇)u+ (u,∇)w).Îïåðàòîð Îçååíà A = Π(△ − u∞∂1) è âîçìóùåííûé îïåðàòîð Îçååíà Ã = A +B(ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé w � ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå è w, ∂jw ∈ (L∞(Rn))n) ñ îá-ëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ D(A) = D(Ã) = Sp(R

n) ∩W 2
p (Rn) ïîðîæäàþò â ëþáîì ïðî-ñòðàíñòâå Sp(Rn) (1 < p <∞) àíàëèòè÷åñêèå ïîëóãðóïïû T (t) è T̃ (t), ïðè÷åì äëÿïîëóãðóïïû Îçååíà T (t) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖∂αT (t)‖p→q 6 cαpqt
−

|α|
2
−n

2
(1/p−1/q),ãäå 1 6 p 6 q 6 ∞.Äëÿ âîçìóùåííîé ïîëóãðóïïû Îçååíà T̃ (t) áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëü-òàòû [7, 9℄.Òåîðåìà 1. Ïóñòü w ∈ Lρ1 ∩ L∞, ρ1 < n è âîçìóùåííûé îïåðàòîð Îçååíà Ãâ ëþáîì ïðîñòðàíñòâå Sq(Rn), q > (n + 1)/n íå èìååò ñîáñòâåííûõ �óíêöèé,îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì â ïîëóïëîñêîñòè {λ;Reλ > 0}. Òîãäà äëÿâîçìóùåííîé ïîëóãðóïïû Îçååíà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖T̃ (t)Π∂θ‖p→q 6 cpqt
−|θ|/2−(n/2)(1/p−1/q)ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé |θ| 6 1, 1 6 p 6 q < ∞, q > 1 ïðè |θ| = 0,

1 < p 6 q <∞ ïðè |θ| = 1.Ïóñòü w ∈ Lρ1 ∩ L∞, ρ1 < n, ∇w ∈ Lσ1 ∩ L∞, σ1 < n/2 è äëÿ îïåðàòîðà Ãâûïîëíåíî ñ�îðìóëèðîâàííîå âûøå ñïåêòðàëüíîå óñëîâèå. Òîãäà
‖∇T̃ (t)‖p→q 6 cpqt

−1/2−(n/2)(1/p−1/q),åñëè òîëüêî 1 < p 6 q < n.Îòìåòèì, ÷òî â [8, 9℄ äîêàçàíî, ÷òî ñ�îðìóëèðîâàííîå ñïåêòðàëüíîå ñâîéñòâîâëå÷åò óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Sn(Rn). Â [10℄ óñòà-íîâëåíû îöåíêè äëÿ ‖∇T̃ (t)‖p→q äëÿ âñåãî ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ 1 < p 6 q <∞.Îíè çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ, òàê êàê ïðåäëàãàåìûé íèæå ïîäõîä ïîçâîëÿåò óòî÷-íèòü îöåíêè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ è ïîëó÷èòü îöåíêè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Äàëååïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1.�àññìîòðèì âåêòîð-�óíêöèþ u(t) = T̃ (t)u0, ãäå u0 ∈ C∞
0 (Rn), div u0 = 0. Ó÷è-òûâàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

∇T̃ (t) = ∇T̃ (t/2)T̃ (t/2),ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îöåíêè ‖∇T̃ (t)‖q→q . Äëÿ u(t) èìååìïðåäñòàâëåíèå
u(t) = T (t)u0 +

t∫

0

T (t− s)Bu(s) ds. (2)



Îöåíêè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû Îçååíà 211Ôîðìàëüíî äè��åðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (2), äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåì ïðåä-ñòàâëåíèå
∂ju(t) = ∂jT (t)u0 +

t∫

0

∂jT (t− s)Bu(s) ds.�àññìîòðèì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Zj = −

t∫

0

∂jT (t− s)Π{
∑

k

wkZk} ds+ Fj , (3)ãäå
Fj(t) = −

t∫

0

∂jT (t− s)Π{(u,∇)w}(s) ds+ ∂jT (t)u0.Çàìåòèì,÷òî ïðè âñåõ q ∈ (1,∞] ñïðàâåäëèâû îöåíêè
‖Fj‖q 6 cq‖u0‖q

{
t−1/2, 1 < q 6 n;

t−1/2 + t−n/(2q), n 6 q 6 ∞.
(4)Äàëåå èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3) â êëàññåâåêòîð-�óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îöåíêàì âèäà (4). Ïðèìåíÿÿ ê ñèñòåìå (3) ðàñ-ïðîñòðàíåííûå íà ìàòðè÷íûé ñëó÷àé ìåòîäû ðàáîòû [7℄, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ,÷òî ïðè ñóùåñòâóåò åå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (Z1, Z2, ...Zn), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè

q ∈ (n/(n− 1),∞] îöåíêàì âèäà (4). �àññìîòðèì âåêòîð-�óíêöèþ
v(t) = −

t∫

0

T (t− s)Π{
∑

k

wkZk} ds−
t∫

0

T (t− s)Π{(u,∇)w}(s) ds+ T (t)u0.Î÷åâèäíî, ÷òî v(t) ∈ C((0,∞), Sq) ïðè n/(n−1) < q <∞ è Zj(t) = ∂jv(t). Ïîýòîìó
v(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

v(t) = −
t∫

0

T (t− s)Π{(w,∇)v + (u,∇)w}(s) ds+ T (t)u0.Íî îïåðàòîð-�óíêöèÿ u(t) = T̃ (t)u0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ è âñèëó åäèíñòâåííîñòè åãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì u(t) = v(t). Ñëó÷àé 1 < q 6 n/(n− 1)èññëåäóåòñÿ èíà÷å ñ èñïîëüçîâàíèåì óæå óñòàíîâëåííûõ îöåíîê.Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè
‖∂jT̃a(t)u0‖q 6 cq‖u0‖p

{
t−1/2−(n/2)(1/p−1/q), 1 6 p 6 q 6 n, q > 1

t−1/2−(n/2)(1/p−1/q)(1 + t)−n/(2q)+1/2, n 6 q 6 ∞.



212 Ñàçîíîâ Ë.È.Îòìåòèì ïðè q > n áîëåå ñëàáîå óáûâàíèå ïðè t→ ∞ ïðîèçâîäíûõ âîçìóùåí-íîé ïîëóãðóïïû ïî ñðàâíåíèþ ñ íåâîçìóùåííîé.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðèâå-äåì îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû.Òåîðåìà 3. Ïóñòü ∂αw ∈ Sp, ∀p ∈ [p1,∞], p1 < n/2, |α| = 1, 2, ...m, w ∈ S̺,
∀̺ ∈ [̺1,∞], ̺1 < n è äëÿ âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Îçååíà âûïîëíåíî ñïåêòðàëü-íîå ñâîéñòâî, ñ�îðìóëèðîâàííîå â òåîðåìå 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖∂αT̃ (t)‖p→q 6 cp,q(1 + t)−min(1,n/(2q))−−(n/2)(1/p−1/q) ,ãäå 1 6 p 6 q 6 ∞, q > 1, |α| = 2, ...m;

‖∂αT̃ (t)∂k‖p→q 6 cp,q(1 + t)−min(1/2,n/(2q))−1/2−(n/2)(1/p−1/q) ,ãäå 1 < p 6 q 6 ∞, q > 1, |α| = 2, ...m.Â çàêëþ÷åíèå â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3 ïîëó÷èì îöåíêè äëÿ ïðîèçâîä-íûõ dm

dtm
T̃ (t) ïðè áîëüøèõ t. Áóäåì èñõîäèòü èç ñîîòíîøåíèÿ

dm

dtm
T̃ (t) = (ÃT̃ (t/m))m.Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥∥∥∥
dm

dtm
T̃ (t)

∥∥∥∥
p→q

≤ ‖ÃT̃ (t/m)‖p→q(‖ÃT̃ (t/m)‖p→p)
m−1.Èç îöåíîê ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåì, ÷òî

‖ÃT̃ (t/m)‖p→q 6 cp,qt
−min(1/2,n/(2q))−−(n/2)(1/p−1/q) .Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3. Òîãäà

‖ d
m

dtm
T̃ (t)‖p→q 6 cp,q,mt

−δ(p,q,m),ãäå 1 < p 6 q 6 ∞,
δ(p, q,m) = min(1/2, n/(2q)) + (n/2)(1/p− 1/q) + (m− 1)min(1/2, (n/2p)).Îòìåòèì ÷àñòíûå ñëó÷àè äàííîé îöåíêè:ïðè 1 < p 6 q 6 n

‖ d
m

dtm
T̃ (t)‖p→q 6 cp,q,mt

−m/2−(n/2)(1/p−1/q);(â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé äëÿ íåâîçìóùåííîé ïîëóãðóïïû Îçåå-íà)ïðè 1 < p 6 n 6 q 6 ∞

‖ d
m

dtm
T̃ (t)‖p→q 6 cp,q,mt

−m/2−(n/2)(1/p−1/q)+1/2−n/(2q) ;ïðè n 6 p 6 q 6 ∞

‖ d
m

dtm
T̃ (t)‖p→q 6 cp,q,mt

−m/2−(n/2)(1/p−1/q)+1/2−n/(2q)+(m−1)(1/2−n/(2p)) .
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ÂÈÁ�ÎÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ Ò�ÅÕÑËÎÉÍÎÉÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ Ñ ÏÎËÈÌÅ�ÍÛÌÇÀÏÎËÍÈÒÅËÅÌÑà�ðîíåíêî Â. �., Òðè�îíîâ Â.Â., Øóòüêî Â.Ì.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó×èñëåííî èññëåäóþòñÿ âûíóæäåííûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè òðåõñëîéíîé ñòðóêòóðû ñ ïîëèìåðíûì ñâÿçóþùèì â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþùåãî îïèñàíû ñ ïîçèöèé òåîðèè òåð-ìîâÿçêîóïðóãîñòè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â îêðóæàþùåé ñðåäåèñïîëüçóåòñÿ èíòåãðàë �åëüìãîëüöà. �åàëèçóåòñÿ ÷èñëåííûé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ìåòîäàïðîãîíêè. Îïðåäåëÿþòñÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå è äèññèïàòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè îáî-ëî÷êè, à òàêæå äàëüíåå ïîëå çâóêîâîãî äàâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.1. �àññìîòðèì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ íåïîëîãîé îáîëî÷êè âðàùåíèÿ òðåõ-ñëîéíîé ñòðóêòóðû, ïîãðóæåííîé â ñæèìàåìóþ æèäêîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáî-ëî÷êà îòíåñåíà ê îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (α1, α2, α3), ïðè÷åì êîîðäè-íàòíàÿ ïîâåðõíîñòü α3 = 0 ñîâïàäàåò ñî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòüþ çàïîëíèòåëÿ.Ïðèìåì â äàëüíåéøåì ãèïîòåçó î ëîìàíîé ëèíèè äëÿ ïàêåòà [1℄, â ñîîòâåòñòâèè ñêîòîðîé êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä:
u

(1)
i = ui + [1 + ki(α3 − c)]cϕi + α3ϑi, c ≤ α3 6 c + h1;

u
(2)
i = ui − [1 + ki(α3 + c)]cϕi + α3ϑi, −c− h2 ≤ α3 6 −c;

u
(3)
i = ui + α3(αi + ϑi), −c ≤ α3 6 c i = 1, 2; (1)

u
(j)
3 = w, j = 1, 2, 3.Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ki, Ai � ãëàâíûå êðèâèçíû è êîý��èöèåíòûËÿìå, ui, w ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè, ϕ1, ϕ2 � óãëû ïîâîðîòàíîðìàëè â çàïîëíèòåëå, äîïîëíèòåëüíûå ê óãëàì ïîâîðîòà ϑ1 è ϑ2, h1, h2, 2c �òîëùèíû âíåøíèõ ñëîåâ è çàïîëíèòåëÿ.Äå�îðìàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â äå�îðìàöèÿõ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè Eij ,êðèâèçí è êðó÷åíèÿ Kij áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [2℄.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå (1), èìåþò âèä:

L1(T11, T22, S) + k1Q11 +X1 = a1ü1 + a2ϑ̈1 + a3ϕ̈1;

L2(T22, S) + k2Q22 +X2 = a1ü2 + a2ϑ̈2 + a4ϕ̈2;

L3(Q11, Q22) − k1T11 − k2T22 +X3 + p = a1ẅ;

L1(M11,M22, H) −Q11 = 0, L2(H,M22) −Q22 = 0; (2)
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L1(m11 + M̄11ck1, m22 + M̄22ck1;m12 + 2H̄ck1) −Q13 = 0;

L2(m12 + 2H̄ck2, m22 + M̄22ck2) −Q23 = 0.Çäåñü ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû:
L1(f1, f2, ϕ) = f ′

1 + ϕ• + ψ(f1 − f2), L2(f1, f2) = f ′
1 + f •

2 + 2f1f2 (3)
L3(f1, f2) = f ′

1 + f •
2 + ψf1.

Xr (r = 1, 2, 3), p � êîìïîíåíòû âíåøíåé íàãðóçêè è íîðìàëüíîé ðåàêöèè ñîñòîðîíû æèäêîñòè. Â (3) ââåäåíû îáîáùåííûå óñèëèÿ, ìîìåíòû è ïåðåðåçûâàþùèåñèëû, îñðåäíåííûå ïî ïàêåòó îáîëî÷êè.Ïóñòü îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè, öèêëè-÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè:
Xk(α1, α2, t) = qk(α1, α2)e

−iωt, (4)
qk � èíòåíñèâíîñòü íàãðóçêè, ω � ÷àñòîòà.Â àíàëîãè÷íîé �îðìå ïðåäñòàâèì âñå êèíåìàòè÷åñêèå, äå�îðìàöèîííûå è ñè-ëîâûå �àêòîðû. Â îòíîøåíèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ìàòåðèàëîâ ñëîåâïðèìåì, ÷òî îíè ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîçèöèé îðòîòðîïíîé òåðìîâÿçêîóïðóãî-ñòè [3℄. Â óñëîâèÿõ ãàðìîíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ è â ñëó÷àå ìàëûõ êîëåáàíèé îíèïðèíèìàþò äëÿ k-ãî ñëîÿ âèä:
σ

(k)
11 =

ˆ
E

(k)
1 /(1−ν̂(k)

1 ν̂
(k)
2 )(ε

(k)
11 +ν̂

(k)
2 ε

(k)
22 ) (1 ⇔ 2); σ

(k)
12 = Ĝk

12ε
k
12, σ

(k)
i3 = Ĝ3

i3ϕi. (5)Çäåñü ïðåäñòàâëåíû êîìïëåêñíîçíà÷íûå àìïëèòóäû íàïðÿæåíèé è äå�îðìà-öèé, à òàêæå êîìïëåêñíûå àíàëîãè ìîäóëåé Þíãà, êîý��èöèåíòîâ Ïóàññîíà èìîäóëåé ñäâèãà.Äëÿ çàìûêàíèÿ ñîîòíîøåíèé (1)�(5) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêóþ ðå-àêöèþ íà îáîëî÷êó ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, â êîòîðóþ îíà ïîãðóæåíà. Ýòî ìîæåòáûòü ïðîèçâåäåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ ëîêàëüíîãî èìïåäàíñà [4, 5℄.Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé è äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ìîæ-íî îïðåäåëèòü ïîëå äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â æèäêîñòè ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà�åëüìãîëüöà:
P (~r) =

1

4π

∫

S

[
P (~r1)

∂

∂n

(
eikR1

R1

)
− ∂P (~r1)

∂n

(
eikR1

R1

)]
dS,ãäå S � ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè, k1 � âîëíîâîå ÷èñëî, ~r , ~r1 ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷åê â æèäêîñòè è íà îáîëî÷êå: R1 = |~r1 − ~r|. Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëå-äîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ìîäàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì èñêîìûõ�óíêöèé â âèäå ðàçëîæåíèé â êîìïëåêñíîçíà÷íûå ðÿäû Ôóðüå.Ïîñëå îòäåëåíèÿ êîîðäèíàòû α2 è ïðèâåäåíèÿ âñåõ ñîîòíîøåíèé ê áåçðàçìåð-íîìó âèäó �îðìèðóåòñÿ êâàçèîäíîìåðíàÿ ñèñòåìà íîðìàëüíîãî âèäà 12 ïîðÿäêà,ðåøàåìàÿ ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè:

dy1

dαi
= Aif1(α1, m, ȳ), ȳ = yi. i = 1..12.



216 Ñà�ðîíåíêî Â. �., Òðè�îíîâ Â.Â., Øóòüêî Â.Ì.Èñïîëüçóåìûé ìåòîä ìîäàëüíîãî àíàëèçà ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü êîý��èöèåí-òû ïîãëîùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ìîäàì, à òàêæå åãî ñóììàðíîå çíà-÷åíèå.2. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ òðåõñëîéíóþ îáîëî÷êó, êî-ëåáëþùåéñÿ â ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âíåø-íèõ ñëîåâ ñîîòâåòñòâóþò ñòàëè: E(1) = E(2) = 2, 1 · 1011Í/ì2; ν(1) = ν(2) = 0;
ρ = 7,8 ã/ñì3.Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëèìåðíîãî çàïîëíèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþò ìîäåëè òåðìî-âÿçêîóïðóãîãî òåëà [6℄.×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ:
L = 350ìì; R = 100ìì; h1 = h2 = 0,2ìì, 2c = 1ìì; T = 22◦C. Íàãðóçêà åäè-íè÷íîé èíòåíñèâíîñòè ðàñïðåäåëåíà íà öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè, ðàñïîëîæåííîéâ ñåðåäèíå îáðàçóþùåé. Íà ðèñ. 1�3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîìîäî-âûõ è ñóììàðíûõ çíà÷åíèé À×Õ íîðìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ â öåíòðå ïëîùàäêèíàãðóæåíèÿ, êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè è ïîëÿ àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿâ æèäêîñòè íà ðàññòîÿíèè 50 ðàäèóñîâ îáîëî÷êè îò åå îñè âðàùåíèÿ íà ïðÿìîé,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ïëîùàäêè íàãðóæåíèÿ.

�èñ. 1.

�èñ. 2.Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óêàçûâàåò íà ñóùåñòâåííîå êîëè÷åñòâåííîå è êà÷å-ñòâåííîå îòëè÷èå À×Õ äëÿ óêàçàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé êàê äëÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ âæèäêîñòè, òàê è äëÿ íîðìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ. Óðîâíè ïîëÿ äèíàìè÷åñêîãî äàâ-ëåíèÿ è àìïëèòóä ïåðåìåùåíèÿ â ñëó÷àå æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ òîðöîâ îêàçûâàþò-ñÿ ñóùåñòâåííî âûøå ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèê â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ òîðöîâ
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�èñ. 3.

�èñ. 4.

�èñ. 5.

�èñ. 6.



218 Ñà�ðîíåíêî Â. �., Òðè�îíîâ Â.Â., Øóòüêî Â.Ì.(ðèñ. 1, 2, 4, 5). Ñ äðóãîé ñòîðîíû äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà îáîëî÷êè â ñëó÷àåñâîáîäíûõ òîðöîâ îêàçûâàþòñÿ çíà÷èòåëüíî ëó÷øå ÷åì ïðè æåñòêîì çàùåìëåíèè(ðèñ. 3, 6). Ýòî âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî â äàëüíåì àêóñòè÷åñêîì ïîëå â ðàññìîòðåí-íîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå îòñóòñòâóþò ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû (ðèñ. 4), îòìå÷åííûåâ À×Õ íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè (ðèñ. 5).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �ðèãîëþê Ý.È., ×óëêîâ Ï.Ï. Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ òðåõñëîéíûõ îáîëî÷åê.Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1973. 172 ñ.[2℄ Ñà�ðîíåíêî Â. �., Òðè�îíîâ Â. Â., Øóòüêî Â.Ì. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î êî-ëåáàíèÿõ è çâóêîèçëó÷åíèè òðåõñëîéíîé îáîëî÷êè èç ïîëèìåðíîãî êîìïîçèòà //Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Òð. XIV Ìåæäóíàðîäíîé êîí-�åðåíöèè, ã. Àçîâ, 19�24 èþíÿ 2010 ã. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âî ÞÔÓ, 2010. Ò. 2.Ñ. 300�304.[3℄ Èëüþøèí À.À., Ïîáåäðÿ Á. Å. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè òåðìîâÿçêîóïðóãî-ñòè. Ì.: Íàóêà, 1970. 280 ñ.[4℄ Cherto
k G. I. A
oust. So
. Amer. 1964. V.36. � 7. Pp. 1305�1313.[5℄ Þäèí À.Ñ., Àìáàëîâà Í.Ì. // Ïðèêë.ìåõ., 1989. T. 25. � 12. C. 63�68.[6℄ Ñòåïàíåíêî Þ.Ï., Èñàåâ Ê.Â., Àçàðîâ À.Ä. // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõà-íèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Òðóäû II Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè. �îñòîâ-íà-Äîíó.19�20 ñåíòÿáðÿ 1996 ã. Ò. 1. Ñ. 118�123.Safronenko V.G., Trifonov V.V., Shutko V.M. Vibroa
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�ÀÂÍÎÂÅÑÍÀß ÏÎÏÅ�Å×ÍÀß Ò�ÅÙÈÍÀ ÂÏÎËÓÏËÎÑÊÎÑÒÈ, ÓÑÈËÅÍÍÎÉ ÒÎÍÊÎÉ �ÈÁÊÎÉÍÀÊËÀÄÊÎÉÑîáîëü Á.Â., Êðàñíîù¼êîâ À.À.Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà ïëîñêàÿ ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ïîëóïëîñêîñòè,îñëàáëåííîé ïðÿìîëèíåéíûì ïîïåðå÷íûì ðàçðåçîì. �ðàíèöà ïîëóïëîñêîñòè óñèëåíàòîíêîé ãèáêîé íàêëàäêîé. Òðåùèíà ïîääåðæèâàåòñÿ â ðàñêðûòîì ñîñòîÿíèè íîðìàëü-íûìè óñèëèÿìè, ïðèëîæåííûìè ê åå áåðåãàì. Ïðèìåíåíèåì îáîáùåííîãî èíòåãðàëüíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå çàäà÷à ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿïåðâîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé �óíêöèè ðàñêðûòèÿ òðåùèíû. Ïîñòðîåíî ðåøå-íèå ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì êîëëîêàöèé â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïîïîëèíîìàì ×åáûøåâà ñ âûäåëåííîé îñîáåííîñòüþ. Ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòàèíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè êðàåâ òðåùèíû. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäåíà ñðàâíåíèÿìè ñ èçâåñòíûìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè. Ïðîâåäåíîèññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ íà ïðîöåññ ñõîäèìîñòè ìåòîäà è íà ñàìî ðåøåíèå çàäà÷è ðàçëè÷-íûõ �èçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè óïðóãîé ïîëó-ïëîñêîñòè y 6 0, îñëàáëåííîé ïðÿìîëèíåéíîé ïîïåðå÷íîé òðåùèíîé äëèíû 2a,ïåðïåíäèêóëÿðíîé ãðàíèöå. Öåíòð òðåùèíû ðàñïîëîæåí íà ðàññòîÿíèè h îò ïî-âåðõíîñòè. �ðàíèöà ïîëóïëîñêîñòè óñèëåíà ãèáêîé ïëàêèðóþùåé íàêëàäêîé. Êáåðåãàì òðåùèíû ïðèëîæåíû íîðìàëüíûå óñèëèÿ èíòåíñèâíîñòè p(y), ïîääåðæè-âàþùèå åå â ðàñêðûòîì ñîñòîÿíèè (ðèñ. 1).

�èñ. 1. �àâíîâåñíàÿ òðåùèíà â ïîëóïëîñêîñòè ñ íàêëàäêîé.Çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ ïðè ñëåäóþùèõóñëîâèÿõ íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè, ïðè y = 0 [1℄:
{

4G1h1u
′′

= (1 − ν1)τxy + 2ν1h1σ
′

y

σy = 0
(1)Çäåñü è äàëåå Gi, νi � ìîäóëü ñäâèãà è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, ñîîòâåòñòâåííî,íàêëàäêè (i = 1) è ïîëóïëîñêîñòè (i = 2), h1 � òîëùèíà íàêëàäêè, τxy, σy �



220 Ñîáîëü Á.Â., Êðàñíîù¼êîâ À.À.êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé â ïîëóïëîñêîñòè. Ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ ïî ïåðå-ìåííîé x.Äëÿ ðàçðûâîâ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u è v íà îñè òðåùèíû ââåäåìîáîçíà÷åíèÿ:
u|+0

−0 = X(y),
∂v

∂x

∣∣∣∣
+0

−0

= Ψ(y) (2)Ñèìåòðèÿ çàäà÷è îòíîñèòåëüíî îñè x=0 è îòñóòñòâèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèéíà ãðàíèöàõ òðåùèíû ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó èñêîìûìè �óíêöèÿìè:
Ψ(y) = −X ′

(y) (3)Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ îáîáùåííîå èíòåãðàëüíîåïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x ñ ó÷åòîì ðàçðûâîâ (2) è ñâÿçè (3). Óäîâëå-òâîðÿÿ äàëåå â ïîëó÷åííîì îáùåì ðåøåíèè ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1), ïåðåéäåì êîðèãèíàëàì Ôóðüå è óäîâëåòâîðèì óñëîâèþ íà ëèíèè òðåùèíû:
x = 0, h− a < y < h+ a, σx = p(y) (4)Â ðåçóëüòàòå ñâîäèì çàäà÷ó ê ðåøåíèþ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Iðîäà: ∫ −h+a

−h−a

X
′

(η)

[
1

η − y
+ S(η, y)

]
dη =

2πp

θ2
, y ∈ (−h− a,−h + a) (5)

S(η, y) =
y2 − η2 + 4yη

(n + y)3
− 12(aε− η)(2aε− y)E(η, y) + 4aεη − 8a2ε2

(n+ y)3
(6)

θi = Gi

(1−νi)
; ε = 4h1

a
θ2
θ1
; E(η, y) = e−

1
aε

(η+y)
∫∞

1
e

1
aε (η+y)t

t4
dt;Çäåñü ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ðàñêðûòèÿ òðåùèíû

X
′
(η).Ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5) ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å�ðè��èòñà î òðåùèíå â íåîãðàíè÷åííîé óïðóãîé ïëîñêîñòè. �åãóëÿðíàÿ ÷àñòü

S(η, y) ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïðè ε → 0 ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíîìó ñëó÷àþ çà-äà÷è äëÿ ïîëóïëîñêîñòè ñ ïîïåðå÷íûì ðàçðåçîì [2, 3℄.2. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ìåòîäîì êîëëîêàöèé. Ïåðåéäåì â èíòåãðàëüíîìóðàâíåíèè (5) ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì è ïàðàìåòðàì.
∫ 1

−1

ψ(ζ)[k0(ζ − z) +K(ζ, z)]dζ = πf(ζ), |z| < 1 (7)
ψ(ζ) = g

′

(ζ) =
1

2
X

′

(aζ − h);

f(z) =
p

θ2
= const

k0(ζ − z) = (ζ − z)−1 (8)
K(ζ, z) = (z−λ−1)2−(ζ−λ−1)2+4(ζ−λ−1)(z−λ−1)

(ζ+z−2λ−1)3

−12(ε+λ−1−ζ)(2ε+λ−1−z)E(ζ,z)+4ε(ζ−λ−1)−8ε2

(ζ+z−2λ−1)3

(9)
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ζ+z−2λ−1

ε

∫∞

1
e

ζ+z−2λ−1

ε
t 1
t4
dt; λ = a

h
õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëüíîå ðàñ-ñòîÿíèå îò òðåùèíû äî ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè; g(ζ) � �óíêöèÿ ðàñêðûòèÿ òðå-ùèíû.�åøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7) ñ ÿäðîì (8),(9) ñòðîèì ìåòîäîì êîëëî-êàöèè â âèäå, ÿâíî ó÷èòûâàþùåì îñîáåííîñòü â îêðåñòíîñòè êðàÿ òðåùèíû:

g
′

(ζ) =
1√

1 − z2

N∑

n=0

XnTn(ζ); (10)ïðè ýòîì èìååì g(ζ) =
√

1 − z2
∑N

n=0XnUn−1(ζ), ãäå Tn, Un � ïîëèíîìû ×åáûøåâàI è II ðîäà ñîîòâåòñòâåííî.Èç î÷åâèäíîãî óñëîâèÿ g(±1) = 0 îïðåäåëÿåì: X0 = 0.Â êà÷åñòâå óçëîâûõ òî÷åê ïðèíèìàåì êîðíè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà:
zm = cos

π(2m− 1)

2N
, (m = 1, 2, ..., N) (11)�åàëèçàöèÿ ïðåäñòàâëåíèé (10) â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè (7) 
 ÿäðîì (8,9),ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèéäëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ Xn:

AX = B (12)Âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòîâ aij =
∫ 1

−1
Tj(ζ)

1√
1−ζ2

[ 1
(ζ−zi)

+ K(ζ, zi)]dζ ñèñòå-ìû (12) îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà. Ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàá-ëè÷íûé èíòåãðàë [4℄
∫ 1

−1

Tn(ζ)
1√

1 − ζ2

1

ζ − z
dζ = πUn−1(z), (13)à ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü íàõîäèòñÿ ÷èñëåííî.3. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîâåä¼ííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëà ïðîàíàëèçèðî-âàòü ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êîëëîêàöèè ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíè-ÿì ïîäîáíîãî âèäà. Íà ðèñ. 2. ãðà�è÷åñêè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿèíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè I =

∫ 1

−1
g

′
dζ äëÿ ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà óçëîâ êîë-ëîêàöèè (òî÷íîå çíà÷åíèå I=0). �àññìîòðåíû ñëó÷àè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðà-ìåòðà λ−1. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïðèíÿòî: h1

a
= 0.01, ìàòåðèàë îñíîâàíèÿ � àëëþ-ìèíèé, ìàòåðèàë íàêëàäêè � ñòàëü. �åçóëüòàòû íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèéñâèäåòåëüñòâóþò î ñíèæåíèè ý��åêòèâíîñòè ìåòîäà êîëëîêàöèè äëÿ ìàëûõ çíà-÷åíèé îòíîñèòåëüíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó òðåùèíîé è ãðàíèöåé òåëà.�åçóëüòàòû ïðîâåä¼ííîãî èññëåäîâàíèé ïîçâîëÿþò â êàæäîì ñëó÷àå îïðåäå-ëèòü çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé, ÿâëÿþùå-ãîñÿ âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé â ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ.

KI = KI∞N (14)
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà êîëëîêàöèè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ.ãäå KI∞ � êîý��èöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå � çà-äà÷å î òðåùèíå â íåîãðàíè÷åíîé óïðóãîé ïëîñêîñòè [5℄, N � �àêòîð âëèÿíèÿ [6℄,ìíîæèòåëü õàðàêòåðèçóþùèé âëèÿíèå íà êîý��èöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæå-íèé çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.Íà ðèñ. 3. ïðåäñòâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ �àêòîðà N äëÿ ðàçëè÷íûõñî÷åòàíèé ìàòåðèàëîâ îñíîâíîé ïîëóïëîñêîñòè è íàêëàäêè è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
λ (êðèâûå 2 è 3).

�èñ. 3. Çíà÷åíèÿ �àêòîðà âëèÿíèÿ â îêðåñòíîñòè áëèæíåãî êðàÿ òðåùèíû äëÿ ðàçëè÷-íûõ ñî÷åòàíèé îñíîâíîãî ìàòåðèàëà è íàêëàäêè.Âûâîäû.1. �àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà, ðåøåíèå êîòîðîãî ïîëó÷åíî ìåòîäîì êîëëîêàöèé.



�àâíîâåñíàÿ ïîïåðå÷íàÿ òðåùèíà â ïîëóïëîñêîñòè 2232. Óñòàíîâëåíà âûñîêàÿ ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà êîëëîêàöèé äëÿ ðåøåíèÿ ðàñ-ñìîòðåííûõ çàäà÷.3. Òîíêàÿ íàêëàäêà, ïîìèìî ïëàêèðóþùåé �óíêöèè, òàêæå óìåíüøàåò èíòåí-ñèâíîñòü íàïðÿæåíèé ó êðàÿ òðåùèíû; ýòîò ý��åêò ïðîñëåæèâàåòñÿ äàæå â ñëó-÷àÿõ äîñòàòî÷íî òîíêèõ íàêëàäîê è áîëåå ìÿãêèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ îñíîâíûì ìàòå-ðèàëîì.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Áîðèñó Èâàíîâè÷ó Ñìåòàíèíó çà âíèìàíèåê ðàáîòå è öåííûå ñîâåòû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò �10-08-00839a).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Ìõèòàðÿí Ñ.Ì. Êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ òåë ñ òîíêèìè ïîêðû-òèÿìè è ïðîñëîéêàìè. Ì: Íàóêà, 1979. 486 ñ.[2℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Ñìåòàíèí Á.È., Ñîáîëü Á.Â. Òîíêèå êîíöåíòðàòîðû íàïðÿæå-íèé â óïðóãèõ òåëàõ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1993. 224 ñ.[3℄ Ïàíàñþê Â. Â., Ñàâðóê Ì.Ï., Äàöûøèí À.Ï. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé îêîëî òðå-ùèí â ïëàñòèíàõ è îáîëî÷êàõ. Êèåâ: Íàóêîâà Äóìêà, 1976. 443 
.[4℄ �ðàäøòåéí È.Ñ., �ûæèê È.Ì. Òàáëèöû èíòåãðàëîâ, ñóìì, ðÿäîâ è ïðîèçâåäåíèé.Ì.: Ôèçìàòãèç, 1963. 1100 ñ.[5℄ Paris P.C., Sih G.C. Stress analysis of 
ra
ks, ASTM STP 391, 1965. Pp. 30�81.[6℄ Ñîáîëü Á.Â. Îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ òðåõìåðíûõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèèóïðóãîñòè ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, Âåñòíèê Íèæåãîðîäñêîãî óíè-âåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, 2011, No 4 (4), C. 1778�1780.Sobol B.V., Krasnos
hekov A.A. Equilibrium transverse 
ra
k in half-spa
e reinfor
edby thin, �exible lining . Plane stati
 problem of elasti
ity theory for a half-plane weakened bya straight transverse 
ra
k was 
onsidered. The boundary of the half-plane is reinfor
ed by athin �exible plate. The 
ra
k is maintained in the opened state by normal for
es applied to itsfa
es. By applying the generalized Fourier integral transform the problem is redu
ed to solvinga singular integral equation of the �rst kind with respe
t to the derivative of 
ra
k opening.A solution of the resulting integral equation was 
onstru
ted with 
ollo
ation method as anexpansion in Chebyshev polynomials. The values of the stress intensity fa
tor near the edgesof the 
ra
k were 
al
ulated. Reliability of the results is 
on�rmed by 
omparisons with knownspe
ial 
ases.
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∗∗∗∗Áåëîðóññêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ÌèíñêÏðåäëîæåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ íîìåðà ñëîÿ èëè íîìåðà èíòåð�åéñíîé ãðàíèöû ìíî-ãîñëîéíîãî êîìïîçèòà, êîòîðûå ñîäåðæàò äå�åêòû. Ìåòîä îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè òåîðåìâçàèìíîñòè äëÿ íåïîâðåæäåííîãî òåëà è òåëà ñ äå�åêòîì è èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõàíàëèòè÷åñêèõ ïðîáíûõ ðåøåíèé äëÿ ìíîãîñëîéíîãî òåëà. Äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöè-åé äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ñëóæèò ïîëå ñìåùåíèé, èçìåðåííîå íà ãðàíèöå òåëà.�àññìîòðåíû ïðèìåðû òàêîé ðåêîíñòðóêöèè, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ äå�åêòû òèïà èíòåð-�åéñíûõ òðåùèí è ðàçðûâîâ ñëîåâ.1. Ââåäåíèå. �àíåå áûëè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðåêîíñòðóêöèè òðåùèí â óïðó-ãèõ îäíîðîäíûõ òåëàõ èëè ñîñòàâíûõ ñ äå�åêòîì íàõîäÿùèìñÿ íà èçâåñòíîé ãðà-íèöå ðàçäåëà [1-5℄, è â ñëîèñòûõ êîìïîçèòàõ, êîãäà èíòåð�åéñíàÿ ãðàíèöà, íåñó-ùàÿ òðåùèíó íåèçâåñòíà [6℄. Ïðîöåññ ðåêîíñòðóêöèè ðàçìåðà òðåùèíû îñîáåííîý��åêòèâåí, åñëè ýòà èíòåð�åéñíàÿ ãðàíèöà èëè ïëîñêîñòü, íåñóùàÿ òðåùèíóèçâåñòíû. Îñíîâîé ðåêîíñòðóêöèè âíóòðåííèõ äå�åêòîâ â óïðóãèõ è òåïëîïðî-âîäíûõ òåëàõ ìîãóò ñëóæèòü ìåõàíè÷åñêèå èëè òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ, èçìåðåííûåíà ïîâåðõíîñòè òåëà. Â ïðèâåäåííûõ ðàáîòàõ ìåòîäû èäåíòè�èêàöèè äëÿ îäíî-ðîäíûõ òåë, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè íåêëàññè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé èëè ïðèìåíåíèÿ òåîðåì âçàèìíîñòè äëÿ ïîâðåæäåííîãî è íåïîâðåæäåí-íîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì íàáîðà ïðîáíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ óñòà-íîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé èëè ñòàöèîíàðíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-íîñòè. Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ òåë, íàïðèìåð, ñëîèñòûõ êîìïîçèòîâ, íàáîð òàêèõðåøåíèé îãðàíè÷åí, îäíàêî îí ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ÷àñòè÷íóþ ðåêîíñòðóêöèþ åäè-íè÷íûõ äå�åêòîâ.2. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è ðåêîíñòðóêöèè òðåùèíû. Â äåêàðòî-âîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 (x = (x1, x2, x3)) ðàññìàòðèâàåò-ñÿ êîíå÷íîå ñîñòàâíîå óïðóãîå òåëî, çàíèìàþùåå îáëàñòü V =
⋃K
k=1 Vk (ðèñ. 1)è îãðàíè÷åííóþ ïîâåðõíîñòüþ S. Ïîäîáëàñòè Vk ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîè, Sint �âíóòðåííèå èíòåð�åéñíûå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïîäîáëàñòåé. Íà ïîâåðõíîñòè S çà-äàí âåêòîð íàïðÿæåíèé. Èìååòñÿ ñèñòåìà íåïåðåñåêàþùèõñÿ òðåùèí Γ =

⋃M
q=1 Γq,(Γq = Γ

(+)
q ∪ Γ

(−)
q ), êîòîðûå ðàñïîëîæåíû ëèáî íà âíóòðåííèõ ïîâåðõíîñòÿõ Sint(ðàññëîåíèÿ), ëèáî ñîîòâåòñòâóþò ðàçðûâó ñëîåâ, ëèáî îäíîâðåìåííî ðàññëîåíèþè ðàçðûâó ðèñ. 1. Êðàåâàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé êðîìå îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêÍÄÑ, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ãåîìåòðèþ ñèñòåìû òðåùèí Γ, �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäó-þùèì îáðàçîì. Îíà ñîñòîèò èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãî-ñòè [7℄
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�èñ. 1. Îáðàçåö ñ äå�åêòàìè.
σ

(k)
ij,j + fi = 0, k = 1, 2, ..., K x ∈ Vk (1)

σ
(k)
ij = c

(k)
ijmlu

(k)
m,l (2)ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðÿìîé çàäà÷è

t
(k)
i |S = σ

(k)
ij nj |S = pi, (3)óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè íà Sint\Γ

u
(k)
i |Sint\Γ = u

(k+1)
i |Sint\Γ, t

(k)
i |Sint\Γ = t

(k+1)
i |Sint\Γ (4)óñëîâèé íà áåðåãàõ òðåùèí

t
(k)
i |Γ±

q
= 0, q = 1, 2, ...,M (5)è äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, îòâå÷àþùèõ èçìåðåíèþ âåêòîðà ñìåùåíèé íà S
u

(k)
i |S = u0

i (6)ãäå σ(k)
ij , c(k)ijml � êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ, u(k)

iêîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèé, fi ìàññîâûå ñèëû, nj � êîìïîíåíòû åäèíè÷íûõâåêòîðîâ âíåøíåé íîðìàëè ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïîâåðõíîñòÿì.Çàìå÷àíèå 1. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî çàäàåòñÿ íå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà ïåðåìå-ùåíèé âñþäó íà S, à çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé â íåêîòîðîì íàáîðå òî÷åê, ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ìåñòàì óñòàíîâêè äàò÷èêîâ, ïðè÷åì àíàëîã (5) èìååò âèä:
u

(k)
i (xm) = u0

im, xm ∈ S, m = 1, 2, ...M (7)3. Ïðîáíûå ðåøåíèÿ. �àññìîòðèì ïðîáíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ðàâíîâå-ñèÿ (1) äëÿ òåëà áåç äå�åêòà. Ïåðâûé íàáîð òàêèõ ðåøåíèé óäîâëåòâîðÿþùèõîäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïå-ðåìåùåíèé U (k)
i i = 1, 2, 3

U
(k)
i = 0, i = 1, 2; U

(k)
3 = akx3 + bk (8)



226 Ñîëîâüåâ À.Í., Ñïîæàêèí À.Ñ., Íàïðàñíèêîâ Â.Â.Êîý��èöèåíòû ak, bk îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé íåïðåðûâíîñòè íà èíòåð-�åéñíûõ ãðàíèöàõ
ak+1 = ak

c
(k)
33

c
(k+1)
33

, bk+1 = bk + hk(ak − ak+1) (9)Âòîðîé íàáîð ïðîáíûõ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîäíîðîäíûì óðàâíåíè-ÿì äëÿ òåëà áåç äå�åêòîâ, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðàïåðåìåùåíèé Q(k)
i i = 1, 2, 3

Q
(k)
i = 0, i = 1, 2; Q

(k)
3 = Akx

2
3 +Bk (10)ìàññîâûå ñèëû ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ êàê

fi = 0, i = 1, 2; f3 = −2c
(k)
33 Akïðè x ∈ Vk (11)Êîý��èöèåíòû Ak, Bk îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé íåïðåðûâíîñòè íà èíòåð-�åéñíûõ ãðàíèöàõ

Ak+1 = Ak
c
(k)
33

c
(k+1)
33

, Bk+1 = Bk + h2
k(Ak − Ak+1) (12)Çàìå÷àíèå 2. Êîëè÷åñòâî íàáîðîâ ïðîáíûõ ðåøåíèé ìîæåò áûòü óâåëè÷åíîåñëè â êà÷åñòâå íåíóëåâûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ñìåùåíèé â (8) è (10) âûáèðàòüïåðâóþ èëè âòîðóþ êîìïîíåíòó,òîãäà â óñëîâèÿõ ñòûêîâêè è â ìàññîâûõ ñèëàõâìåñòî ìîäóëÿ c(k)33 áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäóëè ñäâèãà.4. Ïðèíöèï âçàèìíîñòè ðàáîò è ðåêîíñòðóêöèÿ òðåùèíû. Ïóñòü èìå-åòñÿ äâà íàïðÿæåííî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðîâ ïå-ðåìåùåíèé ui è u∗i , âûçâàííîãî äâóìÿ íàáîðàìè âíóòðåííèõ è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë:

fi, pi è f ∗
i , p

∗
i ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ñòàòèêè óïðóãîãî òåëà èìååò ìåñòî òåîðåìà îâçàèìíîñòè ðàáîò [7℄

∫

V

(fiu
∗
i − f ∗

i ui)dV +

∫

S

(piu
∗
i − p∗iui)dS = 0 (13)�àññìîòðèì äàëåå çàäà÷ó ðåêîíñòðóêöèè åäèíè÷íîé òðåùèíû ñ ïëîñêèìè èí-òåð�åéñíûìè ãðàíèöàìè ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñè êîîðäèíàò Ox3 è èñïîëüçó-åì (13), êîãäà â êà÷åñòâå âòîðîãî íàáîðà âíóòðåííèõ ñèë âçÿòû 0 è (11), à íàïîâåðõíîñòè ñëåäû ïðîáíûõ ðåøåíèé (8) è (10) - Pi è Ti ñîîòâåòñòâåííî, â ðåçóëü-òàòå, ó÷èòûâàÿ (9) è (13) ïîëó÷èì:

−a1c
(1)
33 I1 +

∫

S

(piUi − Piu
0
i )dS = 0 (14)

2c
(1)
33 A1I2 − 2c

(1)
33 A1 h I1 +

∫

S

(piQi − Tiu
0
i )dS = 0 (15)
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∫

Γ+

(u+
3 −u−3 )dS èíòåãðàëüíûé ñêà÷åê òðåòüåé êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìå-ùåíèÿ íà òðåùèíå, I2 =

∫
V

u3dV , x3 − h = 0 � óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ñ òðåùèíîé.Èç ñîîòíîøåíèÿ (14) íàõîäèòñÿ I1 è åãî çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò íóëåâîãî (ñ ó÷å-òîì ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé ïîëÿ ñìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè òåëà) ïîêàçûâàåò íà-ëè÷èå ñêà÷êà ïåðåìåùåíèé, à ñëåäîâàòåëüíî íàëè÷èå äå�åêòà. Òàê êàê ðåøàåò-ñÿ çàäà÷à ñ ñèëîâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, òî ðàâåíñòâî I2 = 0 ìîæåò áûòüïðèíÿòî â êà÷åñòâå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîñòè âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, òîãäà èçóðàâíåíèÿ (15) ìîæåò áûòü íàéäåíà êîîðäèíàòà ïëîñêîñòè ñ äå�åêòîì
h =

a1

∫
S

(piQi − Tiu
0
i )dS

2A1

∫
S

(piUi − Piu
0
i )dS

(16)Ïîñëå òîãî, êàê íîñèòåëü òðåùèíû íàéäåí, ðåêîíñòðóêöèþ åå ðàçìåðîâ ìîæíîïðîâåñòè îäíèì èç ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ ðàíåå è ïðèâåäåííûõ âî ââåäåíèè.Â ñëó÷àå ðàçðûâà ñëîåâ èëè ðàçðûâà è ðàññëîåíèÿ îäíîâðåìåííî ñîîòíîøå-íèå (15) ïðèíèìàåò âèä
−2c

(1)
33 A1 I3 +

∫

S

(piQi − Tiu
0
i )dS = 0, I3 =

∫

Γ+

x3(u
+
3 −u−3 )dS (17)Òîãäà âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà x∗3 âíóòðåííåé òî÷êè äå�åêòà ìîæåò áûòüîïðåäåëåíà ÷åðåç I1 è I3, êîòîðûå îïðåäåëÿòñÿ èç (14), (17) î÷åâèäíûì îáðàçîì

x∗3 = I3/I1 (18)5. ×èñëåííûå ïðèìåðû ðåêîíñòðóêöèè òðåùèí. Â ïåðâîì ïðèìåðå ïðî-âîäèòñÿ ðåêîíñòðóêöèÿ ðàññëîåíèÿ ìåæäó òðåòüèì è ÷åòâåðòûì ñëîÿìè ìíîãî-ñëîéíîé ïëèòû, äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå è ðàñïðåäåëåíèå âåðòèêàëüíîãî ñìå-ùåíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ âåðòèêàëüíîé êî-îðäèíàòû èíòåð�åéñíîé ãðàíèöû ñ ðàññëîåíèåì ïî �îðìóëå (16) ñîñòàâèëà 1.3 %.
�èñ. 2. �åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ñ ðàññëîåíèåì.Âî âòîðîì ïðèìåðå îïðåäåëÿëàñü âíóòðåííÿÿ òî÷êè äå�åêòà, ïðåäñòàâëÿþùåãîñîáîé íàêëîííûé ðàçðûâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ñëîåâ òîé æå ïëèòû (ðèñ. 3). Òðå-ùèíà çàêëþ÷åíà â îòðåçêå x∗3 ∈ [0.001, 0.002] (ì), ïðè ýòîì çíà÷åíèå êîîðäèíàòûâû÷èñëåííîé ïî �îðìóëå (18) ñîñòàâèëî x∗3 = 0.00154ì.
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�èñ. 3. �åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ñ ðàçðûâîì ñëîåâ�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêè �ÔÔÈ (ãðàíòû 10-08-01296-à, 10-01-00194-à, 10-08-00093-à).
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ßÂÍÛÅ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÖÅÍÊÈ ×ÀÑÒÎÒ ÂÈÕ�ÅÂÛÕÏÓËÜÑÀÖÈÉ ÄËß ÂÛÑÎÊÎÑÊÎ�ÎÑÒÍÎ�ÎÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÎ�Î ÏÎÒÎÊÀ Â ÊÀÍÀËÅÑóìáàòÿí Ì.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÄëÿ ðàçâèòîãî âûñîêîñêîðîñòíîãî òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà â êàíàëå ïðåäëàãàåòñÿ íî-âûé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü ÿâíûå îöåíêè äëÿ ÷àñòîò âèõðåâûõïóëüñàöèé. Ìåòîä îñíîâàí íà ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà äëÿ íåñæèìàåìîéæèäêîñòè íà �îíå îñíîâíîãî îñðåäíåííîãî ïîòîêà. �àñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè â îñðåäíåí-íîì ïîòîêå çàðàíåå íåèçâåñòíî è äîëæíî íàõîäèòüñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ìà-òåìàòè÷åñêèé àïïàðàò îñíîâàí íà ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà ïî âðåìåíè è ìåòîäå ÂÊÁâ ñî÷åòàíèè ñ àíàëèòè÷åñêèì èññëåäîâàíèåì ñëîæíîãî òðàíñöåíäåíòíîãî õàðàêòåðèñòè-÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ÷àñòîò ïóëüñàöèé, êîðíè êîòîðîãî óäàåòñÿ íàéòè â ÿâíîì âèäå.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ãèïîòåçû. Èçâåñòíî [1℄, ÷òî ñ óâåëè÷åíè-åì ñêîðîñòè ðàçâèòîãî òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà ðàñïðåäåëåíèå îñðåäíåííîé ñêîðîñòè
U(y) âñå áîëüøå ïðèáëèæàåòñÿ ê íåêîòîðîìó ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ U0 â ñðåäíåéçîíå òå÷åíèÿ ñ ðåçêèì ñïàäîì äî íóëÿ â ïîãðàíñëîÿõ. Äàííûé ñïàä îáúÿñíÿåòñÿíåîáõîäèìîñòüþ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ íà ñòåíêàõ êàíàëà. Â ïåðâîìïðèáëèæåíèè çàðàíåå íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäîëüíîé ñêîðîñòèîñðåäíåííîãî ïîòîêà ìîæíî ïðèáëèçèòü ëîìàíîé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Äëÿ ïðî-ñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ðåøåíèåì, ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî îñè êàíàëà y = 0.

�èñ. 1. Ïðî�èëü ñêîðîñòè îñðåäíåííîãî ïîòîêà: âíåøíÿÿ è ïîãðàíñëîéíàÿ îáëàñòè.Ïðè òàêîì ïîäõîäå âåëè÷èíà y1 = h − y0 îáîçíà÷àåò øèðèíó ïîãðàíñëîÿ(y1 ≪ h), à çíà÷åíèå ñêîðîñòè â öåíòðàëüíîé çîíå êàíàëà |y| 6 y0 àñèìïòîòè÷å-ñêè ðàâíî ñðåäíåé ñêîðîñòè ïîòîêà U0.2. Îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå ìà-ëûå âîçìóùåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè íà �îíå îñíîâíîãî ïîòîêà ïðèâîäÿò



230 Ñóìáàòÿí Ì.À.ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì â òåðìèíàõ �óíêöèè òîêà:
vx(x, y, t) = U(y) + v′x(x, y, t) , vy(x, y, t) = v′y(x, y, t) , Ψ(y) =

y∫

−h

U(y)dy ,

v′x(x, y, t) =
∂ψ′

∂y
, v′y(x, y, t) = − ∂ψ′

∂x
, ψ(x, y, t) = Ψ(y) + ψ′(x, y, t).

(1)Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà è îòáðàñûâàÿ ìàëûå âå-ëè÷èíû âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì
∂(△ψ′)

∂t
+ U(y)

∂(△ψ′)

∂x
− U ′′(y)

∂ψ′

∂x
− νU ′′′(y) − ν△△ψ′ = 0. (2)Óðàâíåíèå (2) äëÿ �óíêöèè òîêà âîçìóùåííîãî ïîòîêà íåîáõîäèìî ðåøèòüñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ: ψ′ = ∂ψ′/∂y = 0, y = ±h .Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðàçóìíî ïîñòàâèòü íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî ðàçâèòûé òóð-áóëåíòíûé ïîòîê äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâ ê íåáîëüøèì èçìåíåíèÿì âîçìóùåííîéêîìïîíåíòû ñêîðîñòè, êîòîðóþ ìîæíî âûáðàòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî â êëàññå�óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðèëèïàíèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíîçàäàòü íà÷àëüíîå óñëîâèå â âèäå:

v′x(x, y, 0) = ε

(
1 − y2

h2

)
cos(x/L) , v′y(x, y, 0) = 0 , (3)ãäå L � íåêîòîðûé õàðàêòåðíûé ðàçìåð âäîëü îñè êàíàëà, à ε � ìàëàÿ àìïëèòóäà.Òåïåðü óðàâíåíèå (2) íåîáõîäèìî ðåøèòü îòäåëüíî â öåíòðàëüíîé è â ïîãðàíñ-ëîéíîé îáëàñòÿõ. Ïðè ýòîì â òî÷êàõ ñîïðÿæåíèÿ y = ±y0 íåîáõîäèìî äîáèòüñÿíåïðåðûâíîñòè �óíêöèè ψ′ è åå ïåðâûõ òðåõ ïðîèçâîäíûõ ïî y. Ïîñêîëüêó â îáå-èõ çîíàõ U ′′(y) = U ′′′(y) ≡ 0, òî (2) ýêâèâàëåíòíî

∂(△ψ′)

∂t
+ U(y)

∂(△ψ′)

∂x
− ν△△ψ′ = 0 . (4)Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (4) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî t ñ ïàðàìåòðîì p :

p△ψ̂′ + U(y)
∂(△ψ̂′)

∂x
− ν△△ψ̂′ = △ψ′|t=0 =

=
∂v′x(x, y, 0)

∂y
= − 2ε

h2
y cos(x/L) = − ε

h2
y
(
eix/L + e−ix/L

)
.

(5)Â ñèëó ëèíåéíîñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, ðàññìîòðèì åãî ëèøü ñ ïðàâîé ÷àñòüþâ âèäå ïåðâîé ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèè. �åøåíèå äëÿ âòîðîé ýêñïîíåíòû ÿâëÿ-åòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé �óíêöèåé ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîé.Åñëè çàìåòèòü, ÷òî ψ̂′(x, y) = ψ̂′(y)eix/L, òî óðàâíåíèå (5) ñòàíîâèòñÿ ýêâèâà-ëåíòíûì ïàðå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
p g(y) +

iU(y)

L
g(y) − ν

[
d 2g(y)

d y2
− g(y)

L2

]
= −2ε

h2
y ,

d 2ψ̂′(y)

d y2
− ψ̂′(y)

L2
= g(y) . (6)



Îöåíêè ÷àñòîò âèõðåâûõ ïóëüñàöèé äëÿ òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà â êàíàëå 231Òàêîé ïîäõîä ñ ââåäåíèåì âñïîìîãàòåëüíîé �óíêöèè g âìåñòî ψ̂′ ïîçâîëÿåòïîñòðîèòü ðàâíîìåðíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðà-ìåòðà p ïðè U0 → ∞. Â îòëè÷èå îò ýòîãî ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ðàññìàòðèâàåìîãîïîäõîäà ê óðàâíåíèþ (5) ïðèâåëî áû ê óðàâíåíèþ 4-ãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîãîõàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðè p = iU(y)/L èìååò êðàòíûå êîðíè. Â ýòîìñëó÷àå ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ÂÊÁ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òî÷êè ïîâîðîòà [2℄.Â ïðèìåíåííîì æå íàìè ïîäõîäå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îáîèõóðàâíåíèé â (6) � âñåãäà ïðîñòûå. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (6)ñòðîèòñÿ â ÿâíîì âèäå.Óðàâíåíèÿ (6) â öåíòðàëüíîé çîíå êàíàëà 0 6 y 6 y0, ãäå U(y) ≡ U0, èìåþòïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû. Ïîýòîìó â ýòîé çîíå ðåøåíèå ëåãêî ñòðîèòñÿ â âèäå
ψ̂′

1(y) = L

y∫

0

sh
y − η

L
g(η) dη + C1 sh

y

L
, 0 6 y 6 y0 ,

g(y) = C2
sh(γ0 y)

γ0
− ε y

h2νγ2
0

, γ0 =

√
p

ν
+
iU0

Lν
+

1

L2
.

(7)Íà èíòåðâàëå y0 6 y 6 h ââåäåì íîâóþ ëîêàëüíóþ ïåðåìåííóþ ỹ = h − y,
0 6 ỹ 6 y1. Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå â (6) ïðèìåò âèä

d 2g(ỹ)

d ỹ2
−
(
p

ν
+
i U0 ỹ

L ν y1
+

1

L2

)
g(ỹ) =

ε

h2ν
(h− ỹ) , 0 6 ỹ 6 y1 . (8)Åãî ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ÂÊÁ [2℄:

g(ỹ) = C3
eξ(ỹ)

γ(ỹ)
+ C4

e−ξ(ỹ)

γ(ỹ)
− ε(h− ỹ)

h2νγ2(ỹ)
, ψ̂′

2(ỹ) = L

ỹ∫

0

sh
ỹ − η

L
g(η) dη ,

γ(ỹ) =

√
p

ν
+
i U0 ỹ

L ν y1
+

1

L2
, ξ(ỹ) =

ỹ∫

0

γ(η)dη =
2νỹ

3iU0

[
γ3(ỹ)−

(
p

ν
+

1

L2

)3/2
]
.

(9)Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå ðåøåíèå (9) àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëî-âèÿì ïðèëèïàíèÿ ïðè ỹ = 0 è çàïèñàíî â îáùåé íåñèììåòðè÷íîé �îðìå, ò. ê. íàîòðåçêå 0 6 ỹ 6 y1 ó ðåøåíèÿ íåò íèêàêîé ñèììåòðèè.3. Îñíîâíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå è åãî êîðíè. ×åòûðå ïðî-èçâîëüíûå ïîñòîÿííûå â �îðìóëàõ (7), (9) äîëæíû áûòü íàéäåíû èç 4-õ óñëîâèéñîïðÿæåíèÿ âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ðåøåíèé, � âïëîòü äî òðåòüåé ïðîèçâîäíîéâêëþ÷èòåëüíî â òî÷êå ñîïðÿæåíèÿ y = y0 , èëè ỹ = y1. Îöåíèâàÿ âîçíèêàþùèåïðè ýòîì èíòåãðàëû ìåòîäîì Âàòñîíà [2℄, ïðèõîäèì ê íåêîòîðîé ëèíåéíîé àëãåá-ðàè÷åñêîé ñèñòåìå 4× 4. Îáðàùåíèå â íîëü äåòåðìèíàíòà ýòîé ñèñòåìû ïðèâîäèòê òðàíñöåíäåíòíîìó óðàâíåíèþ, êîðíè êîòîðîãî p = iω, åñëè îíè ñóùåñòâóþò ââèäå ìíèìûõ çíà÷åíèé, îïðåäåëÿþò ÷àñòîòû âèõðåâûõ òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé.Â ïðåäïîëîæåíèè áîëüøèõ ÷èñåë �åéíîëüäñà è ìàëîñòè òîëùèíû ïîãðàíñëîÿ ïîñðàâíåíèþ ñ øèðèíîé êàíàëà äàííîå òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ êâèäó:
e ξ1 =

1 + cth(y0/L)/(γ0L)

γ
3/2
0

(
p

ν
+

1

L2

)3/4

. (10)



232 Ñóìáàòÿí Ì.À.Èçó÷èì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ âèäà p = iω, ñîîò-âåòñòâóþùèõ äîñòàòî÷íî áîëüøèì äëèíàì L. Â ýòîì ñëó÷àå âî âñåõ âûðàæåíèÿõ,âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå (10), âåëè÷èíó 1/L2 ìîæíî îòáðîñèòü, à òàêæå ïðåíåáðå÷ü÷ëåíîì cth(y0/L) ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Òîãäà (10) çàìåòíî óïðîùàåòñÿ:
e ξ1 =

(
ω

ω + U0/L

)3/4

, ξ1 =
2νy1L

3iU0

{[
i

ν

(
ω +

U0

L

)]3/2

−
(
iω

ν

)3/2}
. (11)�àññìîòðèì íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ:

1) ω +
U0

L
> 0 , ω > 0. (12)Òîãäà óðàâíåíèå (11) ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

eα(cosα+i sinα)=

(
ω

ω + U0/L

)3/4

, α =

√
2 y1L

3U0

√
ν

[(
ω +

U0

L

)3/2
− ω3/2

]
. (13)Ïîñêîëüêó ñïðàâà ñòîèò ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ, òî è ñëåâà äîëæíà áûòü ïîëî-æèòåëüíàÿ. Ýòî âîçìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ:

1a) Ln > 0. (14)
1b) Ln < 0. (15)Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âåëè÷èíà α ïîëîæèòåëüíà, ïîýòîìó ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (13)ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ, ëèøü åñëè

α=αn=2πn > 0, (n=1, 2 . . . ), e2πn=

(
ω

ω + U0/L

)3/4

, =⇒ ωn=− U0/Ln
1−e−8πn/3

, (16)÷òî â ñëó÷àå 1a) ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (12) ïîëîæèòåëüíîñòè âåëè÷èíû ω. Â ñëó-÷àå æå 1b) èìååì
ωn +

U0

Ln
= − (U0/Ln)e

−8πn/3

1 − e−8πn/3
, =⇒ Ln =

U0 (1 − e−4πn)2 y2
1

18 ν (1 − e−8πn/3)3 (πn)2
, (17)÷òî ïðîòèâîðå÷èò îòðèöàòåëüíîñòè âåëè÷èíû Ln.

1c) α = αn = π ± 2πn, (n = 0, 1, 2 . . . ). (18)Â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (13) îòðèöàòåëüíà, à ïðàâàÿ ïîëîæèòåëüíà,÷òî ïðîòèâîðå÷èâî.
2) ω +

U0

L
> 0 , ω < 0. (19)Ýòîò ñëó÷àé òðåáóåò îñîáîãî èññëåäîâàíèÿ è áóäåò ðàññìîòðåí â îäíîé èç áëèæàé-øèõ ðàáîò àâòîðà.

3) ω +
U0

L
< 0 , ω > 0. (20)
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4) ω +

U0

L
< 0 , ω < 0. (21)Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (11) ïðèíèìàåò âèä

eα(cosα+i sinα)=

(
ω

ω + U0/L

)3/4

, α =

√
2 y1L

3U0

√
ν

[
(−ω)3/2−

(
−ω−U0

L

)3/2
]
. (22)Çäåñü âîçìîæíû ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè:

4a) Ln > 0, =⇒ α = αn = 2πn > 0, (n = 1, 2 . . . ). (23)Â ýòîì ñëó÷àå
e2πn=

(
ω

ω + U0/L

)3/4

, =⇒ ωn = − U0/Ln
1 − e−8πn/3

,

ωn +
U0

Ln
= − (U0/Ln)e

−8πn/3

1 − e−8πn/3
, =⇒ Ln =

U0 (1 − e−4πn)2 y2
1

18 ν (1 − e−8πn/3)3 (πn)2
.

(24)Î÷åâèäíî, âñå ââåäåííûå ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëû(24) äàþò èñòèííîå ðåøåíèå çàäà÷è, ÷òî ïîäòâåðæäàþò ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû.
4b) Ln < 0, =⇒ α = αn = 2πn > 0, (n = 1, 2 . . . ). (25)Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïîëó÷èòü ωn = − (U0/Ln)/(1−e−8πn/3) > 0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èòâòîðîìó íåðàâåíñòâó â (21).�àáîòà ïîääåðæàíà ÔÖÏ ¾Èññëåäîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè ïî ïðèîðèòåòíûì íà-ïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî êîìïëåêñà �îññèè íà 2007�2013 ãî-äû¿, �îñêîíòðàêò �16.516.11.6106.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Øëèõòèíã �.È. Òåîðèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ì.: Íàóêà, 1974. 712 ñ.[2℄ Ôåäîðþê Ì.Â. Ìåòîä ïåðåâàëà. Ì.: Íàóêà, 1977. 368 ñ.Sumbatyan M.A. Expli
it analyti
al estimates for the frequen
ies of vortex pulsations inthe high-speed 
hannel turbulent �ow . For a developed high-speed turbulent �ow in the 
hannelwe propose a new analyti
al method whi
h permits expli
it estimates for the wave frequen
iesof the vortex pulsations. The method is founded upon a linearization of in
ompressibleNavier-Stokes equations near the basi
 averaged stream. The distribution of velo
ities inthe averaged stream is not known a priori and should be determined in the solving pro
ess.The mathemati
al te
hnique is based on the Lapla
e transform in time and WKB method, ina 
ombination with an analyti
al study of a 
omplex trans
endental 
hara
teristi
 equationfor pulsation frequen
ies, whose roots 
an be found in an expli
it form.



ÊÎÍÂÅÊÖÈß Ï�È ÝËÅÊÒ�ÎÔÎ�ÅÇÅ, ÂÛÇÂÀÍÍÀßÄÂÈÆÅÍÈÅÌ ��ÀÍÈÖÛ ÌÅÆÄÓ ÇÎÍÀÌÈÖûâåíêîâà Î.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÄëÿ çàäà÷è î êîíâåêöèè ïðè ýëåêòðî�îðåçå ïîñòðîåíî ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå ìåõà-íè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ, è ïîëó÷åíà ñèñòåìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë ïîòåðèóñòîé÷èâîñòè. �åøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìåõàíè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ, ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé âîëíó, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè.1. Ââåäåíèå. Ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññà ðàçäåëåíèÿ âåùåñòâà ýëåêòðè÷åñêèìïîëåì îñîáûå èíòåðåñ âûçûâàåò ïîâåäåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà ìåæäó çîíàìè, êîòî-ðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî ïî ðàçëè÷íûå ñòîðîíû ãðàíè-öû ïëîòíîñòü æèäêîñòè ðàçëè÷íà. Â ñëó÷àå, êîãäà ïîëå òÿæåñòè íàïðàâëåíî ïåð-ïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöå ðàçäåëà, çàäà÷à ïîäîáíà çàäà÷å Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà îïîâåäåíèè ãðàíèöû ðàçäåëà ìåæäó äâóìÿ æèäêîñòÿìè ñ ðàçëè÷íîé ïëîòíîñòüþ [1℄.Îäíàêî, â ðàññìàòðèâàåìîì äàëåå ñëó÷àå ¾ãðàíèöà ðàçäåëà¿ ¾ðàçìûòà¿ è äâèæåò-ñÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ òÿæåñòè. Ýòî äâèæåíèå îáóñëîâëåíî äåéñòâèåì ýëåê-òðè÷åñêîãî ïîëÿ, êîòîðîå òàêæå íå äàåò ãðàíèöå ðàçðóøèòüñÿ. Ïðî�èëÿ êîíöåí-òðàöèè â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ðàçäåëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñãëàæåííóþ �óíêöèþ,áëèçêóþ ê êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé. Ýòî ïîçâîëÿåò â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöà ðàçäåëàäîñòàòî÷íî äàëåêî îò ãðàíèö ïëîñêîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ñëîÿ, óäàëèòü ãðàíèöûðàññìàòðèâàåìîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ñëîÿ íà áåñêîíå÷íîñòü.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �ðàâèòàöèîííàÿ êîíöåíòðàöèîííàÿ êîíâåêöèÿ ïðèýëåêòðî�îðåçå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà-Áóññè-íåñêà (áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå) [2, 3℄:
div v = 0,

dv

dt
= −∇p + µ∆v + k

n∑

j=1

βkck, (1)
d ck
dt

+ div ik = 0, ik = −εγk∇ck + γk zk ck E, k = 1, . . . , n, (2)
div j = 0, j = σE, E = −∇ϕ, σ = σ0

(
1 +

n∑

k=1

αk ck

)
. (3)Çäåñü v �� ñêîðîñòü ñìåñè â öåëîì, p � äàâëåíèå, ck, ik � êîíöåíòðàöèÿ è ïëîò-íîñòü ïîòîêà êîìïîíåíòû ñìåñè (k = 1, 2, . . . , n), j � ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãîòîêà, E, ϕ � íàïðÿæåííîñòü è ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, σ � ïðîâîäèìîñòüðàñòâîðà (σ0 � ïðîâîäèìîñòü ðàñòâîðà ïðè ck = 0, k = 1, 2, . . . n), µ, ε, βk, αk �êîý��èöèåíòû êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, äè��óçèè, êîíöåíòðàöèîííîãî ñæàòèÿ,âëèÿíèÿ êîíöåíòðàöèè íà ïðîâîäèìîñòü ñìåñè, γk, zk � ïîäâèæíîñòü è çàðÿä k-îéêîìïîíåíòû ñìåñè.Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùåãî ìåõàíè-÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ è ïîñòðîåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä âîçìóùåíèé.



Êîíâåêöèÿ ïðè ýëåêòðî�îðåçå 2352. Îäíîêîìïîíåíòíàÿ ìîäåëü. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåìîäíîêîìïîíåíòíîé ìîäåëè (n = 1), êîãäà èìååòñÿ ëèøü îäèí äâèæóùèéñÿ ñêà-÷îê ïðî�èëÿ êîíöåíòðàöèè â ñëó÷àå ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ìíîãîêîìïî-íåíòíîé ñèñòåìû êàæäàÿ êîíöåíòðàöèÿ ìîæåò èìåòü ñêà÷îê ïðî�èëÿ è, åñëè ýòèñêà÷êè äîñòàòî÷íî äàëåêî óäàëåíû äðóã îò äðóãà, òî èõ èññëåäîâàíèå ìîæíî âåñòèíåçàâèñèìî, ÷åì è îïðàâäûâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå îäíîêîìïîíåíòíîé ìîäåëè.Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå îäíîé êîìïîíåíòû ñìåñè, èìååòâèä (èíäåêñû èäåíòè�èöèðóþùèå êîìïîíåíòó, îïóùåíû):
div v = 0, div j = 0, j = −σ0 (1 + α c)∇ϕ, (4)
dv

dt
= −∇p + µ∆v + k β c (5)

d c

dt
= εγ∆c− P j · ∇

(
c

1 + α c

)
, P =

γ z

σ0
. (6)3. Ìåõàíè÷åñêîå ðàâíîâåñèå. �åøåíèå, îòâå÷àþùåå ìåõàíè÷åñêîìó ðàâíî-âåñèþ, èùåì â âèäå:

v = 0, c0 = c0(x3, t), p0 = p0(x3, t), j0 = (0, 0, j0(x3)). (7)Ïîäñòàâëÿÿ (7) â (4)�(6), ïîëó÷èì ñèñòåìó:
∂p0

∂x3
= βc0,

∂j0
∂x3

= 0, ∇ϕ0 = − j0

σ0 (1 + α c0)
, (8)

∂c0
∂t

− εγ
∂2c0
∂x2

3

+ P j0 ·
∂

∂x3

(
c0

1 + α c0

)
= 0, (9)ðåøåíèå êîòîðîé èùåì â âèäå áåãóùåé âîëíû. Äëÿ ýòîãî ââåäåì çàìåíó ïåðåìåí-íûõ (îãðàíè÷èìñÿ ïîñòðîåíèåì ðåøåíèÿ ëèøü äëÿ êîíöåíòðàöèè c0(ξ)).

ξ = x3 − V t, c0 = c0(x3 − V t) = c0(ξ), (10)çäåñü V� ñêîðîñòü áåãóùåé âîëíû.Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (9) ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:
ε γ c′′0(ξ) + V c′0(ξ) − P j0

(
c0

1 + α c0

)′

= 0. (11)Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé íà ±∞:
c0

∣∣∣
−∞

= c−; c0

∣∣∣
+∞

= c+, (12)ãäå c−, c+ � çàäàííûå êîíöåíòðàöèè.Èíòåãðèðóÿ çàäà÷ó (11), (12), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå äëÿ ñêîðîñòè áåãóùåé âîë-íû V è ðåøåíèå â íåÿâíîì âèäå:
V =

γ z j0
σ0 (1 + α c−)(1 + α c+)

, (13)
|c0 − c+|1+α c+ = A |c0 − c−|1+α c− · e−

α V (c+−c−)

ε γ
ξ, (14)



236 Öûâåíêîâà Î.À.ãäå A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, âîçíèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå òîãî, ÷òî íà áåñêîíå÷íîéîñè íå �èêñèðîâàíî íà÷àëî îòñ÷åòà.Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèåäëÿ îïðåäåëåíèÿ c0 = c0(ξ), íî áîëåå óäîáíî áðàòü îáðàòíóþ �óíêöèþ ξ = ξ(c0),êîòîðàÿ äëÿ ñëó÷àÿ A = 1 èìååò âèä
ξ = − ε γ

V α (c+ − c−)

(
(1 + α c+) ln |c0 − c+| − (1 + α c−) ln |c0 − c−|

)
. (15)Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âûáîð êîíñòàíòû â óðàâíåíèè (14) âëèÿåò íà çíà÷åíèå

ξ0, â êîòîðîì ïðî�èëü c0(ξ) èìååò ïåðåãèá, òî åñòü c′′0(ξ0) = 0.
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x

�èñ. 1. �ðà�èê êîíöåíòðàöèè ïðè ìåõàíè÷åñêîì ðàâíîâåñèè.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ïðî�èëè c0(ξ) äëÿ ðàçëè÷íûõ A è z: îäèí èç ãðà�èêîâîòâå÷àåò çíà÷åíèþ A = 1, z = 1, äðóãîé � A = 2, z = 1, à òðåòèé A = 1, z = −1.Ïðè ðàñ÷åòàõ âûáèðàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ε = 10−6, α = 0.1,
β = 0.1, γ = 10−6, σ0 = 1, j0 = 1, c− = 1, c+ = 2. Â ñëó÷àå A = 1, z = 1 çíà÷åíèå
ξ0 = 1.484926269.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàê âåäåòñåáÿ êîíöåíòðàöèÿ ïðè ìåõàíè÷åñêîì ðàâíîâåñèè. Â äàëüíåéøåì ïðè ðåøåíèèçàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè ïðî�èëü c0(ξ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
c′0(ξ) = −V α

ε γ

(1 + α c0)

(c0 − c+)(c0 − c−)
, c0(0) =

1

α

(√
(1 + α c−)(1 + α c+) − 1

)
, (16)ãäå íà÷àëüíîå óñëîâèå c0(0) ïîëó÷åíî ïóòåì âûáîðà íà÷àëà îòñ÷åòà íà îñè ξ â òî÷êåïåðåãèáà, ò. å. c′′0(0) = 0.Çàäà÷à (16) ðåøàëàñü íà îòðåçêå (−10, 10) ìåòîäîì �óíãå�Êóòòà âïðàâî è âëåâîîò òî÷êè ïåðåãèáà. Îêàçàëîñü, ÷òî âáëèçè íóëÿ êîíöåíòðàöèÿ äîâîëüíî áûñòðîâûõîäèò íà çíà÷åíèÿ c+ è c−.3. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ âîçìóùåíèé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãîðåøåíèÿ, îòâå÷àþùåãî ìåõàíè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ, áûë âûïîëíåí ïåðåõîä ê íîâîé



Êîíâåêöèÿ ïðè ýëåêòðî�îðåçå 237ïåðåìåííîé ξ = z − V t, ãäå V � ñêîðîñòü áåãóùåé âîëíû. Ïðè èññëåäîâàíèèóñòîé÷èâîñòè òàêæå ñëåäóåò ïåðåéòè ê íîâîé ïåðåìåííîé ξ. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà(4)�(6) ïðèìåò âèä
div ṽ = 0, div j̃ = 0, (17)
∂ṽ

∂t
− V

∂ṽ

∂ξ
+ (ṽ,∇) ṽ = −∇p̃ + µ∆ṽ + k βc̃, (18)

∂ c̃

∂t
− V

∂c̃

∂ξ
+ (ṽ,∇) c̃ = εγ∆c̃− P j̃ · ∇

{
c̃

1 + α c̃

}
= 0. (19)Âûïîëíÿÿ çàìåíó:

c̃ = c0(ξ) + δ ˜̃c(x1, x2, ξ, t), ṽj = δ ˜̃vj(x1, x2, ξ, t), j = 1, 2, 3, (20)
j̃ = j̃0 + δ˜̃j(x1, x2, ξ, t), ϕ̃(x1, x2, ξ) = ϕ0(ξ) + δ ˜̃ϕ(x1, x2, ξ),ëèíåàðèçóåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ âîçìóùåíèé èìååò âèä (çíàê äâîéíîé òèëüäû îïóùåí):
∂ c

∂t
− εγ∆ c+ P j0

2α

(1 + α c0)3
c′0(ξ) c+

(
P j0

(1 + α c0)2
− V

)
∂c

∂ξ
=

= −
(
P j3

1

(1 + α c0)2
+ v3

)
c′0(ξ), (21)

∂v1

∂t
− V

∂v1

∂ξ
= − ∂p

∂x1
+ µδv1, (22)

∂v2

∂t
− V

∂v2

∂ξ
= − ∂p

∂x2

+ µδv2, (23)
∂v3

∂t
− V

∂v3

∂ξ
= −∂p

∂ξ
+ µδv3 + βc1, (24)

(1 + α c0)∆ϕ+ αϕ′′
0(ξ) c+ αϕ′

0(ξ)
∂c

∂ξ
+ α c′0(ξ)

∂ϕ

∂ξ
= 0. (25)4. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä âîçìóùåíèé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòüïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ïî x1 è x2:

c(x1, x2, ξ) = eλt ĉ(ξ) ei k1 x+i k2 y, (26)
j3(x1, x2, ξ) = eλt ĵ3(ξ) e

i k1 x+i k2 y, (27)
vi(x1, x2, ξ) = eλt v̂i(ξ) e

i k1 x+i k2 y, i = 1, 2, 3.. (28)Äëÿ àìïëèòóä âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
εγ(ĉ)′′ − (ĉ)′

[
P j0

(1 + α c0)2
− V

]
− ĉ

[
λ+ εγ K2 − 2αP j0 c

′
0(ξ)

(1 + α c0)3

]
=

=
P j3 c

′
0(ξ)

(1 + α c0)2
+ c′0(ξ) v̂3, (29)
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µ v̂3

IV (ξ) + V v̂3
′′′(ξ) −−(λ + 2µK2) v̂3

′′(ξ) − V K2 v̂3
′(ξ) +

+(λ+K2 µ)K2 v̂3 = K2 β ĉ, (30)
(1 + α c0)

(
−K2 ϕ̂+

∂2 ϕ̂

∂ξ2

)
+ α c′0(ξ)

∂ ϕ̂

∂ξ
=

=
α j0

σ0 (1 + α c0)

(
∂ĉ

∂ξ
+

α c′0(ξ)

(1 + α c0)
ĉ

)
. (31)Çàìåòèì, ÷òî äëÿ àìïëèòóäû ĵ3(ξ) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

ĵ3 = −σ0 (1 + α c0)
∂ϕ̂

∂ξ
+

α j0
1 + α c0

ĉ. (32)Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ âîëíîâîãî ÷èñëà
K2 = k2

1 + k2
2. (33)�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ: ¾Èññëåäîâàíèÿ è ðàç-ðàáîòêè ïî ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî êîì-ïëåêñà �îññèè íà 2007�2013 ãîäû¿ (ãîñêîíòðàêò 16.516.11.6106), ¾Íàó÷íûå è íàó÷-íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãã., ãîñêîíòðàêò14.740.11.0877, è ãðàíòà �ÔÔÈ 10-01-00452.
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trophoreti
 
onve
tion indu
ed by bounary motion betweenzones. The stationary solution for the problem of 
onve
tion motion within the ele
trophoresispro
ess is 
onstru
ted and the equations for determination 
riti
al values of stabilityparameters is obtained. This stationary solution is a traveling wave that moves along gravitydire
tion.



ÊÎÍÒÀÊÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎ�Î ÑËÎßÑ Ï�ÎÄÎËÜÍÛÌÈ Ï�ÎÒÅÊÒÎ�ÍÛÌÈ ÂÑÒÀÂÊÀÌÈÂ ÂÈÄÅ ÑÏÈ�ÀËÅÉ×åáàêîâ Ì.È., �àççàåâ Ä.À., Êîëîñîâà Å.Ì.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÑ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè óïðó-ãîãî öèëèíäðà ñ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòüþ öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ êîíå÷íîé äëèíû, ñîäåð-æàùåãî ñïèðàëåâèäíûå ïðîòåêòîðíûå âñòàâêè, êîòîðûå èìåþò ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà,îòëè÷íûå îò ñâîéñòâ ñëîÿ. Âíåøíÿÿ ãðàíèöà ñëîÿ æ¼ñòêî çàêðåïëåíà, â çîíå êîíòàê-òà îòñóòñòâóåò òðåíèå. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîìïüþòåð-íàÿ ìîäåëü ðàáîòû áèíàðíîãî ïîäøèïíèêà, øèðîêî èñïîëüçóåìîãî â ìàøèíîñòðîåíèè.Èçó÷åíî âëèÿíèå ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è íà íàïðÿæ¼ííî-äå�îðìèðóåìîå ñîñòîÿíèå öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ.Èññëåäîâàíèþ áèíàðíûõ ïîäøèïíèêîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1�6℄ è äð.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, ϕ, z) ðàññìîòðèì êóñî÷íî-íåîäíîðîä-íûé öèëèíäðè÷åñêèé ñëîé êîíå÷íîé äëèíû (R1 6 r 6 R2, 0 6 z 6 −l) 
 ïåðèî-äè÷åñêè èçìåíÿþùèìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïî êîîðäèíàòå ϕ (óãîë ϕ = 0◦ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ îñè r âåðòèêàëüíî âíèç) ñ ïåðèîäîì α = 2π/N . Âñòàâêè(N øòóê) øèðèíû a, âûñîòû b, äëèíà ïðîåêöèè êîòîðàõ íà îñü z ðàâíà l, ïðèóñëîâèè a < 2R1 sin(α/2) ðàñïîëàãàþòñÿ â ñëîå ïî ñïèðàëè âäîëü îñè z (ðèñ. 1 à).

�èñ. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Âñòàâêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �èãóðû, ïîëó÷åííûå ïåðåìåùåíèåì êðèâîëèíåé-íîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ïî âèíòîâîé ëèíèè âäîëü îñè z. Öèëèíäðè÷åñêèé ñëîé èìååòñîîòâåòñòâóþùèå âñòàâêàì âûåìêè. Âåðõíÿÿ ãðàíü âñòàâîê ðàñïîëîæåíà íà ïî-âåðõíîñòè ñëîÿ r = R1, ëèáî, åñëè âñòàâêè âûñòóïàþò çà ïðåäåëû ñëîÿ, ïàðàë-ëåëüíî ýòîé ïîâåðõíîñòè íàä íåé íà ðàññòîÿíèè δ.



240 ×åáàêîâ Ì.È., �àççàåâ Ä.À., Êîëîñîâà Å.Ì.Ïîâåðõíîñòü r = R2 æ¼ñòêî çàêðåïëåíà, à â ïîâåðõíîñòü r = R1 − δ âäàâ-ëèâàåòñÿ óñèëèåì P óïðóãèé öèëèíäð ðàäèóñà R0 = R1 − h − δ äëèíû l + 2d,ðàñïîëîæåííûé âäîëü îñè z â îáëàñòè d 6 z 6 −l − d, îñü êîòîðîãî ïàðàëëåëüíàîñè öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ è ñìåùåíà îòíîñèòåëüíî íå¼ âíèç íà âåëè÷èíó h > 0.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåíèå ìåæäó óïðóãèì öèëèíäðîì è êóñî÷íî-íåîäíîðîäíûìöèëèíäðè÷åñêèì ñëîåì îòñóòñòâóåò.2. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå.Â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòàðèÿ ïðè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçî-âàëñÿ ïàêåò ANSYS 11.0 è åãî êîìàíäíûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ APDL [7, 8℄.Äëÿ óäîáñòâà ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà íà ìàêðîÿçûêåAPDL ANSYS 11.0, ïîçâîëÿþùàÿ ìîäåëèðîâàòü çàäà÷ó ñ ââåäåíèåì ïàðàìåòðè-÷åñêèõ âõîäíûõ äàííûõ. Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ îäíîé ïðîãðàììû ïðîâîäè-ëèñü ðàñ÷åòû çàäà÷ î êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè óïðóãîãî öèëèíäðà è êóñî÷íî-íåîäíîðîäíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ ñ ñïèðàëåâèäíûìè âñòàâêàìè ïðè ðàçëè÷-íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ âõîäíûõ ïàðàìåòðàõ. Ïðîâîäèëîñü òåñòèðî-âàíèå ïðîãðàììû ïðè çàäàíèè óïðóãèõ êîíñòàíò âñòàâîê ðàâíûìè óïðóãèì êîí-ñòàíòàì ñëîÿ. �åçóëüòàòû êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèéâ ñëó÷àå îäíîðîäíîñòè ñëîÿ è ñîèçìåðèìîñòè âåëè÷èíû çîíû êîíòàêòà ñ òîëùè-íîé ñëîÿ íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àëèñü îò àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íàîñíîâå �îðìóë òåîðèè �åðöà.3. ×èñëîâûå ðàñ÷åòû.Áûëî ïðîèçâåäåíî èññëåäîâàíèå êîíòàêòíûõ σr(R1 − δ, ϕ, z) è ýêâèâàëåíòíûõ
σe(r, ϕ, z) íàïðÿæåíèé â íåîäíîðîäíîì öèëèíäðè÷åñêîì ñëîå â çàâèñèìîñòè îò ìå-õàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ãäå

σe(r, ϕ, z) =
1√
2

√
(σy − σx)2 + (σy − σz)2 + (σx − σz)2 + 6(τ 2

xy + τ 2
xz + τ 2

yz) .Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü ñóïåðêîìïüþòåðíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿ-ùàÿ èç ÷åòûð¼õ âû÷èñëèòåëüíûõ êëàñòåðîâ Edge-8 ¾Ò-Ïëàò�îðìû¿ ñ ïðîèçâîäè-òåëüíîñòüþ ïî 300 ãèãà�ëîïñ êàæäûé, è ëèöåíçèîííîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèåANSYS 11.0 ñ âîçìîæíîñòÿìè ïðîâåäåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Îòìåòèì,÷òî èìåþùååñÿ îáîðóäîâàíèå è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ïîçâîëÿëî ðàññ÷èòûâàòüêîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäåëè ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì óçëîâ, äîáèâàÿñü íåîáõîäè-ìîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ çàäàâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïà-ðàìåòðîâ. Êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà è ìîäóëè Þíãà îñíîâíîãî ìàòåðèàëà öèëèí-äðè÷åñêîãî ñëîÿ ïîëàãàëèñü ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî ν = 0.3 è E = 105 ÌÏà,à äëÿ öèëèíäðà � νc = 0.3 è Ec = 2.1 · 105ÌÏà, ïðèëîæåííîå óñèëèå P = 30êH.�àäèóñû öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ ïîëàãàëèñü ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî R1 = 0.025ìè R2 = 0.031ì, ðàäèóñ öèëèíäðà ïîëàãàëñÿ ðàâíûì R0 = 0.249ì â òåõ ñëó÷àÿõ,êîãäà âñòàâêè íå âûñòóïàëè çà ïðåäåëû öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ, è R0 = 0.0245ìïðè âûñòóïàþùèõ âñòàâêàõ, äëèíà ñëîÿ l = 0.03ì è d = 0.00375ì.Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòåðèàë âñòàâîê öè�ðîé 1, êîãäà åãî êîý�-�èöèåíò Ïóàññîíà νv = 0.4, ìîäóëü Þíãà Ev = 0.5 · 105ÌÏà, è íàçîâåì òàêîéìàòåðèàë ¾æ¼ñòêèì¿, öè�ðîé 2 îáîçíà÷èì ¾ìÿãêèé¿ ìàòåðèàë, êîãäà νv = 0.4,



Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ 241
Ev = 0.1 · 105ÌÏà. Êîãäà ìàòåðèàë âñòàâîê ñîâïàäàåò ñ îñíîâíûì ìàòåðèàëîìñëîÿ, áóäåì îáîçíà÷àòü åãî öè�ðîé 0.Â ïðèâåä¼ííîé òàáëèöå â ñòîëáöå, îáîçíà÷åííîì ¾in¿, ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòûðàñ÷¼òîâ ìàêñèìàëüíûõ ïî ìîäóëþ ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé íà âíóòðåííåé ïî-âåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ, â ñòîëáöå, îáîçíà÷åííîì ¾out¿, � íà âíåøíåé.Íîìåð Óãîë Óãîë |σmax

r | σmax
e (ÌÏà)ñåðèè ïîâîðîòà çàêðó÷èâàíèÿ (ÌÏà) in outöèëèíäðà θ (◦) âñòàâîê ψ(◦) z=0 z=l z=0 z=lA - - 110 105 105 106 1060 0 73.3 85.1 85.1 110 11010 97.0 85.2 103 110 11910 0 97.1 103 103 116 11610 98.9 104 106 115 118B 0 0 72.2 80.1 80.1 125 12510 88.7 80.0 92 124 12410 0 88.4 89.9 89.9 119 11910 105 90.3 104 114 129C 0 0 83.7 85.0 85.0 94.2 94.210 91.6 85.4 93.5 95.3 10710 0 91.8 93.5 93.5 108 10810 92.1 94.2 90.1 108 100D - - 265 336 336 138 1380 0 241 308 308 133 13310 248 307 316 131 11310 0 235 304 304 100 10010 244 322 317 102 125Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êîíòàêòíûõ è ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé â ñëîå.Áûëî ïðîèçâåäåíî íåñêîëüêî ñåðèé ðàñ÷¼òîâ çàäà÷è, â êîòîðûõ âàðüèðîâàëèñüãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ìàòåðèàë è êîëè÷åñòâî âñòàâîê. Äëÿ íåêîòîðûõ èçýòèõ ñåðèé â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìàêñèìàëüíûõ ïî ìîäóëþêîíòàêòíûõ σmax

r = maxσr(R − δ1, ϕ, z) è ýêâèâàëåíòíûõ σmax
e íàïðÿæåíèé â ñëîåïðè ðàçëè÷íûõ óãëàõ çàêðó÷èâàíèÿ âñòàâîê, ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèÿõ âñòàâîê ïîîòíîøåíèþ ê îáëàñòè êîíòàêòà, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîâîðîòîì öèëèíäðà íàóãîë θ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ìàòåðèàë âñòàâîê â ýòèõ ñåðèÿõ � ¾æ¼ñòêèé¿. Áóê-âîé A îáîçíà÷åíà ñåðèÿ ðàñ÷¼òîâ, â êîòîðîé ÷èñëî âñòàâîê N = 9 è èõ ðàçìåðû

a = 0.01ì, b = 0.0036ì. Â ñåðèè ðàñ÷¼òîâ B áûëè ðàññìîòðåíû áîëåå øèðîêèåâñòàâêè, èõ ÷èñëî N = 5, øèðèíà âñòàâîê çäåñü ðàâíà a = 0.015ì è âûñîòà âñòà-âîê b = 0.0044ì. Â ñåðèÿõ C è D ðàññìàòðèâàëèñü áîëåå óçêèå âñòàâêè, øèðèíàâñòàâîê çäåñü ðàâíà a = 0.005ì, âûñîòà � b = 0.003ì, ÷èñëî âñòàâîê N =16. Â ñå-ðèÿõ A, B è C âñòàâêè íå âûñòóïàþò çà ãðàíèöó ñëîÿ, òî åñòü δ = 0, â ñåðèè D �
δ = 3 · 10−4 ì. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, â ñåðèÿõ A è D ïðèâåäåíûçíà÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòåðèàë âñòàâîê àíàëîãè÷åí îñíîâíîìó ìàòåðèàëóñëîÿ.



242 ×åáàêîâ Ì.È., �àççàåâ Ä.À., Êîëîñîâà Å.Ì.4. Âûâîäû.Èç ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñåðèè A âèäíî, ÷òî äëÿ âñòàâîê ñðåäíåãî ðàçìåðà ïðè óâå-ëè÷åíèè óãëà çàêðó÷èâàíèÿ âñòàâîê ïðè θ = 0◦ìàêñèìàëüíûå êîíòàêòíûå íàïðÿ-æåíèÿ ðàñòóò, à ïðè θ > 0◦ � ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿþòñÿ. Ïðè íåíóëåâîì óãëåïîâîðîòà ìàêñèìàëüíûå ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ êîíöåíòðèðóþòñÿ â îêðåñò-íîñòè òî÷åê ñîïðÿæåíèÿ ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ íà òîðöàõ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíî-ñòè, ïðè íåíóëåâîì óãëå çàêðó÷èâàíèÿ � â îêðåñòíîñòè òî÷åê ñîïðÿæåíèÿ ðàçíûõìàòåðèàëîâ íà òîðöå ïðè z = l öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.Ïî ðåçóëüòàòàì ñåðèé B è C ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àåâ øèðîêèõ è óçêèõâñòàâîê ïðè óâåëè÷åíèè óãëà ïîâîðîòà öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ èëè óãëà çàêðó÷è-âàíèÿ âñòàâîê, ìàêñèìàëüíûå ýêâèâàëåíòíûå è êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ óâåëè÷è-âàþòñÿ.Èç ðåçóëüòàòîâ äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ δ > 0, âèäíî, ÷òî ïðè æ¼ñòêîììàòåðèàëå âñòàâîê ìàêñèìàëüíûå ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ êîíöåíòðèðóþòñÿ âîáëàñòè öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âñòàâêîé, à ïðè ìÿãêîì ìàòåðè-àëå âñòàâîê � âäîëü ãðàíèöû ñîïðÿæåíèÿ ìàòåðèàëîâ âñòàâîê è öèëèíäðè÷åñêîãîñëîÿ ñ ìàêñèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè âáëèçè òîðöîâ, ïðè íåíóëåâîì óãëå çàêðó÷è-âàíèÿ âñòàâîê � âáëèçè òîðöà ïðè z = l.Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ D, òî åñòü ñëó÷àé âûñòóïàþùèõ âñòàâîê,
δ > 0, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè óãëà çàêðó÷èâàíèÿ âñòàâîê è óãëà ïî-âîðîòà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ìàêñèìàëüíûå êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ âîç-ðàñòàþò. Êðîìå òîãî, ìàêñèìàëüíûå ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ êîíöåíòðèðóþòñÿâäîëü ãðàíèöû ñîïðÿæåíèÿ ìàòåðèàëîâ âñòàâîê è öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè âîêðåñòíîñòè âûñòóïàþùåé îáëàñòè âñòàâîê.Èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî èñïîëüçîâàíèåâñòàâîê, âûñòóïàþùèõ çà ãðàíèöû âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ,íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê ýòî âåä¼ò ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ ìàêñèìàëüíûõýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé. Åù¼ îäíèì âûâîäîì èç àíàëèçà òàáëèöû ÿâëÿåòñÿ òî,÷òî øèðèíà âñòàâîê îêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé, è ÷åì øèðå âñòàâêà, òåì âûøå çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëü-íûõ ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ ìàòåðèàëîâ âñòàâîê èöèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà δ = 0, ïðè æ¼ñòêîì ìàòåðèà-ëå âñòàâîê ìàêñèìàëüíûå ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ êîíöåíòðèðóþòñÿ â îáëàñòèöèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âñòàâêîé, à ïðè ìÿãêîì ìàòåðèàëå âñòà-âîê � âäîëü ãðàíèöû ñîïðÿæåíèÿ ìàòåðèàëîâ âñòàâîê è öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿñ ìàêñèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè âáëèçè òîðöîâ, ïðè íåíóëåâîì óãëå çàêðó÷èâàíèÿâñòàâîê � âáëèçè òîðöà ïðè z = l. Òàêæå èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ìîæ-íî çàêëþ÷èòü, ÷òî ìîäåëü ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âñòàâîê íåáîëüøîãî ðàçìåðàÿâëÿåòñÿ áîëåå ïåðñïåêòèâíîé äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ, ÷åì ìîäåëè ñ ìåíüøèìêîëè÷åñòâîì áîëåå øèðîêèõ è âûñîêèõ âñòàâîê.�àçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà è ïðîâ¼äåííîå ïðî÷íîñòíîå èññëåäîâàíèå ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàíî ïðè ïðîåêòèðîâàíèè öèëèíäðè÷åñêîãî ïîäøèïíèêà ñêîëüæåíèÿ ñïðîäîëüíûìè ïðîòåêòîðíûìè âñòàâêàìè â âèäå ñïèðàëåé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû �� 09-08-01195,11-08-00909).



Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ 243
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �óáèí Ì.Á., Áàõàðåâà Â.Å. Ïîäøèïíèêè â ñóäîâîé òåõíèêå: Ñïðàâî÷íèê. Ë.: Ñó-äîñòðîåíèå, 1987. 344 ñ.[2℄ Èâàíîâ Â.À., Õîñåí �è. Ïðîãðåññèâíûå ñàìîñìàçûâàþùèåñÿ ìàòåðèàëû íà îñíîâåýïîêñèäî�òîðîïëàñòîâ äëÿ òðèáîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Õàáàðîâñê: Èçä-âî Õàáàð. ãîñ.òåõí. óí-òà, 2000. 429 ñ.[3℄ Êîëåñíèêîâ Â.È., Ìÿñíèêîâà Í.À. �àçðàáîòêà àíòè�ðèêöèîííûõ ñàìîñìàçûâàþ-ùèõñÿ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ íà îñíîâå ÿâëåíèÿ �ðèêöèîííîãî ïåðåíîñà //Âåñòíèê ��ÓÏÑ. 2004. � 3. Ñ. 22�25.[4℄ Êîëîñîâà Å.Ì., ×åáàêîâ Ì.È. Ìîäåëèðîâàíèå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãî-ãî öèëèíäðà ñ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòüþ êóñî÷íî-íåîäíîðîäíîãî óïðóãî öèëèíäðè-÷åñêîãî ñëîÿ // Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ ×ÝÑ. 2009. � 3. Ñ. 49�55[5℄ Êîëîñîâà Å.Ì. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âêîìáèíèðîâàííîì ïîäøèïíèêå ñêîëüæåíèÿ ñ ó÷åòîì òåïëîâûäåëåíèÿ îò òðåíèÿ //Èçâåñòèÿ Âóçîâ Ñåâ.-Êàâêàçñ. ðåã. òåõí. íàóê. 2010. � 5. Ñ. 35�39[6℄ Êîëîñîâà Å.Ì., ×åáàêîâ Ì.È. Ïðîñòðàíñòâåííûå êîíòàêòíûå çàäà÷è î âçàèìîäåé-ñòâèè âàëà è öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ ñ ïðîòåêòîðíûìè âñòàâêàìè // Âiñíèê Ñõiä-íîóêðà¨íñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Â. Äàëÿ. 2010. � 1 (143). ×. 1.Ñ. 381�383[7℄ Áàñîâ Ê.À. ANSYS â ïðèìåðàõ è çàäà÷àõ. Ì.: Êîìïüþòåð ïðåññ, 2002. 224 ñ.[8℄ Ìîðîçîâ À.Þ., Ìóéçåìíåê À.Ñ., Øàäñêèé Å.Ì. ANSYS â ðóêàõ èíæåíåðà: ìåõà-íèêà ðàçðóøåíèÿ. Ì.: ËÅÍÀÍÄ, 2008. 456 ñ.Chebakov M. I., Gazzaev D.A., Kolosova E.M. Conta
t problem for a 
ylindri
allayer with longitudinal tread inserts in the form of spirals. Through the �nite element methodresear
hed the problem of the intera
tion of an elasti
 
ylinder with an internal surfa
e
ylindri
al layer of �nite length, 
ontaining a spiral tread inserts that have me
hani
alproperties di�erent from properties of the layer. The outer boundary layer is rigidly se
uredin the 
onta
t zone there is no fri
tion. The problem 
an be regarded as a 
omputer model ofa binary bearing, widely used in industry. Has been studied the in�uen
e of me
hani
al andgeometri
al parameters of the problem on the stress-deformed state of 
ylindri
al layer.



ÏËÎÑÊÈÅ È Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÍÍÛÅ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÄËß Ò�ÅÕÑËÎÉÍÛÕ ÎÑÍÎÂÀÍÈÉ×åáàêîâ Ì.È., Êîëîñîâà Å.Ì.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíû ïëîñêèå è ïðîñòðàíñòâåííûå êîíòàêòíûå çàäà÷è ñ ó÷åòîì ñèë òðåíèÿäëÿ òðåõñëîéíîãî óïðóãîãî îñíîâàíèÿ, ëåæàùåãî íà æåñòêîì îñíîâàíèè èëè óïðóãîìïîëóïðîñòðàíñòâå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëîè æåñòêî ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé è ñ ïîëó-ïðîñòðàíñòâîì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî â çîíå êîíòàêòà íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûåíàïðÿæåíèÿ ñâÿçàíû çàêîíîì Êóëîíà, à íà øòàìï äåéñòâóþò íîðìàëüíûå è êàñàòåëü-íûå óñèëèÿ, ïðè ýòîì ñèñòåìà øòàìï � òðåõñëîéíîå îñíîâàíèå íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è øòàìï â ïðîöåññå äå�îðìàöèè ñëîÿ íå ïîâîðà÷èâàåòñÿ. Â ïëîñ-êîì ñëó÷àå ïîäîøâà øòàìïà èìååò �îðìó ïàðàáîëû èëè ïëîñêàÿ, â ïðîñòðàíñòâåííîìñëó÷àå èìååò �îðìó ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì àíàëèòè÷åñêèõâû÷èñëåíèé âïåðâûå ïîëó÷åíû òî÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà ñ ÿäðàìè,ïðåäñòàâëåííûìè â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Èçó÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ÿäåð èíòå-ãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîñòðîåíû ñõåìû ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñ ïîìîùüþïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ïðîèçâîäåí ðàñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, ðàç-ìåðîâ îáëàñòè êîíòàêòà, âçàèìîñâÿçè ïåðåìåùåíèÿ øòàìïà è äåéñòâóþùèõ íà íåãî ñèë,íàïðÿæåííî-äå�îðìèðóåìîãî ñîñòîÿíèÿ âî âíóòðåííèõ îáëàñòÿõ, îñîáåííî íà ãðàíèöàõðàçäåëà ñëîåâ ñ ðàçíûìè ìåõàíè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõè ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñëîåâ è êîý��èöèåíòà òðåíèÿ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëü-òàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Â ïëîñêîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x, y) îá-ëàñòü y 6 h1 ñîñòîÿùóþ èç òðåõ ñëîåâ 0 6 y 6 h1 (ñëîé 1), −h2 6 y 6 0 (ñëîé 2)
−h3 6 y 6 h2, −∞ < x < ∞ (ðèñ. 1) è ïîëóïëîñêîñòè y 6 h3, ãäå (x, y) � äåêàð-òîâû êîîðäèíàòû. Ïóñòü ñëîè è ïîëóïëîñêîñòü, èìåþùèå ðàçíûå óïðóãèå ïîñòî-ÿííûå, æåñòêî ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé, à ãðàíü y = h1 ñëîÿ 1 âçàèìîäåéñòâóåò ñîøòàìïîì, íàõîäÿùèìñÿ ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîé ñèëû P è ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû
T = µP . Ïóñòü â çîíå êîíòàêòà íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñâÿçàíûçàêîíîì Êóëîíà τxy = µσy (µ � êîý��èöèåíò òðåíèÿ).Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ: øòàìï èìååò ïîäîøâó â âèäå ïàðàáîëû ñ ðà-äèóñîì êðèâèçíû R â âåðøèíå � çàäà÷à 1 è øòàìï èìååò �îðìó ïðÿìîóãîëüíè-êà � çàäà÷à 2. Â çàäà÷å 1 çîíà êîíòàêòà ïåðåìåííà, à â çàäà÷å 2 �èêñèðîâàíà.�àññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, ñèëà P ïðèëîæåíà ê øòàìïóñ íåêîòîðûì ýêñöåíòðèñèòåòîì òàêèì îáðàçîì, ÷òî îí íå ïîâîðà÷èâàåòñÿ â ïðî-öåññå äå�îðìèðîâàíèÿ ñëîÿ.Â ñëó÷àå ïëîñêîé äå�îðìàöèè çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì Ëàìå ïðè ñî-îòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ïðè ýòîì íàïðÿæåíèÿ â ïîëóïëîñêîñòè
y < −h2 − h3 ïðè y → −∞ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
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a∫

−a

q (ξ) k

(
ξ − x

h1

)
dξ = πθ(δ − f (x)), (−a 6 x 6 b) , θ =

G1

1 − ν1

, (1)
k (t) = k1 (t) − ε k2 (t) , ε =

(1 − 2ν1)

2 (1 − ν1)
,

k1 (t) =

∞∫

0

L1 (u)

u
cos ut du, k2 (t) =

∞∫

0

L2 (u)

u
sin ut du,

f (x) = β x2/(2R) (çàäà÷à 1), f (x) = 0 (çàäà÷à 2). Â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àåàíàëîãè÷íûì îáðàçîì â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x, y, z) ðàññìîòðèìîáëàñòü z 6 h1 ñîñòîÿùóþ èç òðåõ ñëîåâ: 0 6 z 6 h1 (ñëîé 1), −h2 6 y 6 0 (ñëîé2), −h3 6 z 6 h2, −∞ < x < ∞ (ðèñ. 1) è ïîëóïëîñêîñòè z 6 h3. Ñëîè è ïîëó-ïðîñòðàíñòâî òàêæå èìåþò ðàçíûå óïðóãèå ïîñòîÿííûå, æåñòêî ñîåäèíåíû ìåæäóñîáîé, à ãðàíü z = h1 ñëîÿ 1 âçàèìîäåéñòâóåò ñî øòàìïîì â �îðìå ýëëèïòè÷åñêîãîïàðàáîëîèäà, íàõîäÿùèìñÿ ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîé ñèëû P è ãîðèçîíòàëüíîéñèëû T = µP , äåéñòâóþùåé â íàïðàâëåíèè îñè x. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïëîñêîñòèñèììåòðèè øòàìïà ñîâïàäàþò ñ ïëîñêîñòÿìè x = 0 è y = 0. Ïóñòü â çîíå êîí-òàêòà íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñâÿçàíû çàêîíîì Êóëîíà τzx = µσz.(ðèñ. 1).

�èñ. 1.Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæå-íèé σz(x, y, h1) = −q(x, y) ïðèíèìàåò âèä
∫∫

Ω

q(η, ξ)k(x− η, y − ξ)dηdξ =
2πG1

1 − ν1
(δ − f(x, y)), (x, y) ∈ Ω (2)

k(t, τ) = k1(t, τ) − εk2(t, τ), ε = µ(1 − 2ν1)/(2 − 2ν1)

k1(t, τ) =
1√

t2 + τ 2
+

∞∫

0

(L1(γh) − 1)J0(γ
√
t2 + τ 2)dγ, γ =

√
α2 + β2
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k2(t, τ) =

1

t2 + τ 2
+

t

t2 + τ 2

∞∫

0

(L2(γh) − 1)J1(γ
√
t2 + τ 2)dγ.Ôóíêöèÿ f(x, y) = x2/(2R1)+y2/R2 õàðàêòåðèçóåò �îðìó øòàìïà, R1 è R2 ðàäèó-ñû êðèâèçí øòàìïà â òî÷êå ïåðâîíà÷àëüíîãî êàñàíèÿ â ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷åñîîòâåòñòâåííî â ïëîñêîñòÿõ x = 0 è y = 0. Äëÿ äëÿ ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííîéçàäà÷è δ � ïåðåìåùåíèå øòàìïà â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè,

Li (u) = Li1(u)/Li2(u), (3)ãäå �óíêöèè Lij (u) (i, j = 1, 2) ïðåäñòàâèìû â âèäå ðàçëîæåíèé ïî âåëè÷èíàìîòíîñèòåëüíûõ ìîäóëåé ñäâèãà Gi1 = Gi/G1, ãäå Gi (i =1, 2, 3, 4) � ñîîòâåòñòâåííîìîäóëè ñäâèãà ñëîåâ 1, 2, 3 è ïîëóïðîñòðàíñòâà
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2
31.Îòìåòèì, ÷òî L12(u) = (1 − 2ν1)L22(u)/2. Ôóíêöèè nijklm(u) ïîëó÷åíû â ÿâ-íîì âèäå, ñîäåðæàò ãèïåðáîëè÷åñêèå è ñòåïåííûå �óíêöèè àðãóìåíòà, çàâèñÿòòîëüêî îò êîý��èöèåíòîâ Ïóàññîíà è îòíîñèòåëüíûõ òîëùèí ñëîåâ H2 = h2/h1,

H3 = h3/h1. Çäåñü �óíêöèè nijklm(u) íå ïðèâîäÿòñÿ èç-çà ãðîìîçäêîñòè, íî èõ âèäïîçâîëÿåò èçó÷èòü îñíîâíûå ñâîéñòâà òðàíñ�îðìàíò (3) ÿäåð èíòåãðàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ, à èìåííî: ïîâåäåíèå â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè.
L1(u)/u = A−1u

−1 + A0 +O(u)(u→ 0), L1(u) = 1 (u→ ∞),
A−1 =

1 − ν4

G41(1 − ν1)
, A0 =

n1

d1

,

L2(u)/u = B−1u
−1 +B0 +O(u)(u→ 0), L2(u) = 1 (u→ ∞),

B−1 = − 1 − 2ν4

G41(1 − 2ν1)
, B0 =

−2(1 − ν4)n2

d2

,

d1 = 2G21G31G
2
41(1 − ν1)

2(1 − ν2)(1 − ν3),

n1 = n012G31G
2
41 + n102G21G

2
41 + n110G21G31 + n111G21G31G41 + n112G21G31G

2
41+

+n120G21G31, n012 = H2(1 − ν1)(1 − ν3)(1 − 2ν2),

n102 = H3(1 − ν1)(1 − ν2)(1 − 2ν3), n110 = (1 − ν2)(1 − ν3)(1 − 2ν4)
2,

n111 = −2(1 − 2ν4)[H3ν3(1 − ν1)(1 − ν2) +H2ν2(1 − ν1)(1 − ν3) + ν1(1 − ν2)(1 − ν3)],
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n112 = (1 − 2ν1)(1 − ν3)(1 − ν2), n120 = −H3(1 − 2ν4)

2(1 − ν1)(1 − ν2),

d2 = G2
41(1 − 2ν1)(1 − ν3)(1 − ν2)(1 − ν1),

n2 = −G21H2(1 − 2ν4)(1 − ν3)(1 − ν1) −G31H3(1 − 2ν4)(1 − ν2)(1 − ν1)+

+G41 [H2(1 − ν3)(1 − 2ν2)(1 − ν1) +H3(1 − 2ν3)(1 − ν2)(1 − ν1)+

+(1 − ν3)(1 − ν2)(1 − 2ν1)], H2 = h2/h1, H3 = h3/h1.Îòìåòèì, ÷òî ïðè G41 → ∞ B−1 → 0, B0 → 0, à A0 ïðèìåò áîëåå ïðîñòîé âèä
A0 =

n01G31 + n10G21 + n11G21G31

2G21G31(1 − ν1)2(1 − ν2)(1 − ν3)
, n01 = H2(1 − ν1)(1 − ν3)(1 − 2ν2),

n10 = H3(1 − ν1)(1 − ν2)(1 − 2ν3), n11 = (1 − ν2)(1 − ν3)(1 − 2ν1),÷òî ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì [1℄.Ôîðìóëû (4) ïîçâîëÿåò ïóòåì ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ ïðè G41 → ∞ ïðèéòèê çàäà÷å äëÿ òðåõ ñëîåâ íà æåñòêîì îñíîâàíèè. Òàêæå àíàëîãè÷íî âûïîëíÿåòñÿïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê äâóì ñëîÿì è îäíîìó ñëîþ íà æåñòêîì îñíîâàíèè. Åñëèïîëîæèòü Gi1 = 1 (i=1, 2, 3), G4 = ∞, ν2 = ν1, ν3 = ν1, ν4 = ν1, ïîëó÷èì õîðîøîèçó÷åííóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîãî ñëîÿ òîëùèíû h1 + h2 + h3 [2℄. Îòìåòèì, ÷òî äëÿçàäà÷è 2 åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî b = a.Â ñëó÷àå çàäà÷è äëÿ òðåõ ñëîåâ, æåñòêî ñîåäèíåííûõ ñ íåäå�îðìèðóåìûì îñ-íîâàíèåì �óíêöèè Lij (u) (i = 1, 2) ïðèíèìàþò áîëåå ïðîñòîé âèä
Lij(u) = nij02(u)G

2
31 + nij11(u)G21G31 + nij12(u)G21G

2
31 + nij20(u)G

2
21+

+nij21(u)G
2
21G31 + nij22(u)G

2
21G

2
31 + nij30(u)G

3
21 + nij31(u)G

3
21G31 + nij40(u)G

4
21 (5)Ïðèâåäåì çäåñü íåêîòîðûå âûðàæåíèÿ �óíêöèé nijkm(u), èìåþùèõ íàèáîëååïðîñòóþ ñòðóêòóðó, äðóãèå �óíêöèè nijkm(u) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïðèâå-ñòè â ðàìêàõ ýòîé ñòàòüè

n11
02(u) = 16(2u+ sh2u)m02(u),

n11
12(u) = −8 [a42sh2u− a04sh2u(1 −H2) − a00sh2u(1 +H2)+

+a20ch2uH2 + a22/2 ]m12(u), a42 = −2η1(2u
2H2

2 + γ2), a20 = −4uκ2η2,

a04 = κ2κ12, a00 = −κ2β12, a22 = u(2u2H2
2 − 4H2η12 + γ2),

n11
22(u) = 8(2u− κ1sh2u)m22(u),

n21
02(u) = 16 [η1(ch2u− 1) + 2u2]m02(u),

n21
12(u) = 4[c44ch2u(1 +H2) + c04ch2uH2 + c42ch2u(1 −H2)+

+c04ch2u+ c22]m12(u), c44 = −κ2η1β12, c04 = 2η2
2(2u

2H2
2 + γ2),

c42 = γ2κ12, c40 = 2γ2(2u
2 − κ1),

c22 = −8u4H2
2 + 4u2(κ1H

2
2 + 8η12H2 − γ2) + 2γ2κ1,

n21
22 = 8 [γ1(ch2u− 1) − 2u2]m22(u), n12

02(u) = n22
02(u) = 32(u2 − sh2u)m02(u),
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n12

12(u) = n22
12(u) = 8(b44ch2u(1 +H2) + b42ch2u+ b40ch2u(1 −H2)+

+b24ch2uH2 + b22/2)m12(u), b44 = −κ2γ12, b42 = 2η1(2u
2H2

2 + γ2),

b40 = κ2κ12, b24 = −2η2κ2(2u
2 − η1),

b22 = 16u4H2
2 − u2(8H2

2η1 + 64H2η12 − 8γ2) − 4η1γ2,

n12
22(u) = n22

22(u) = −8(2u2 + κ1ch2u+ β1)m22(u),

m02(u) = (κ2
2sh

2uH2 − u2H2
2)m12(u), m12(u) = 2u2H2

3 + κ3ch2uH3 + β3,

m22(u) = (2u2H2
2 + κc2h2uH2 + β2)m12(u).Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

βi = 8ν2
i − 12νi + 5, βij = 8νiνj − 6(νi + νj) + 5, γi = 8ν2

i − 10νi + 3 = κiηi,

ηi = 1 − 2νi ηij = (1 − νi)(1 − νj), κi = 3 − 4νi, κij = 3 − 2νi − 2νj .Âèäèì, ÷òî �óíêöèè ni1km(u), ni2km(u) ñ îäèíàêîâûìè íèæíèìè èíäåêñàìè èìåþòîäèíàêîâûå �óíêöèè-ìíîæèòåëè m02(u), m12(u), m22(u), ÷òî ïîçâîëÿåò ëåãêî ïðî-ñëåäèòü îòìå÷åííûé âûøå ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè G31 → ∞è G21 → ∞ è ïîëó÷èòü ðàíåå èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ [2℄.ßäðî ÈÓ (2) èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü è äëÿ ñëó÷àÿ G4 = ∞ åãîðåøåíèå ïîëó÷åíî êîëëîêàöèé [3℄.Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è èñïîëü-çîâàí ìåòîä íåëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ óðàâíåíèé òèïà �àììåðøòåéíà [4℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû �� 09-08-01195,11-08-00909). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Èâàíî÷êèí Ï.�., Êîëåñíèêîâ Â.È., Ôëåê Á.Í., ×åáàêîâ Ì.È. Êîíòàêòíàÿ ïðî÷-íîñòü äâóõñëîéíîãî ïîêðûòèÿ ïðè íàëè÷èè ñèë òðåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà //Èçâ. �ÀÍ, ÌÒÒ. 2007. � 1. Ñ. 183�192.[2℄ Âîðîâè÷ È.È., Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Áàáåøêî Â.À.Íåêëàññè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷èòåîðèè óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1974. 456 ñ.[3℄ Âîðîíèí Â. Â., Öåöåõî Â.À. ×èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíè 1 ðîäà ñ ëî-ãàðè�ìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ìåòîäîì èíòåðïîëÿöèè è êîëëîêàöèè // Æ. âû÷èñë.ìàòåì. è ìàòåì. �èçèêè. 1981. Ò. 21. � 1. Ñ. 40�53.[4℄ �àëàíîâ Á.À. Ìåòîä ãðàíè÷íûõ óðàâíåíèé òèïà �àììåðøòåéíà äëÿ êîíòàêòíûõçàäà÷ â ñëó÷àå íåèçâåñòíûõ îáëàñòåé êîíòàêòà // ÏÌÌ. Ò. 40. Âûï. 5. Ñ. 827�835.Chebakov M. I., Kolosova E.M. Plane and three-dimensional 
onta
t problems for athree-layer base. The plane and three-dimensional 
onta
t problem taking into a

ount thefri
tion for
es for a three-layer elasti
 base, lying on hard ground or on an elasti
 half spa
eis 
onsidered. It is assumed that the layers are rigidly 
onne
ted to ea
h other and with thehalf-spa
e. It is also assumed that in the 
onta
t normal and tangential stresses asso
iatedCoulomb's law.



ÂÛÏÓ×ÈÂÀÍÈÅ Ê�Ó�ËÎÉ ÏÎ�ÈÑÒÎÉ Ò�ÅÕÑËÎÉÍÎÉÏËÈÒÛ Ï�È �ÀÄÈÀËÜÍÎÌ ÑÆÀÒÈÈØåéäàêîâ Ä.Í.∗, Øåéäàêîâ Í.Å.∗∗
∗Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýêîíîìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò (�ÈÍÕ)Â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè òðåõìåðíûõ òåë ïðîâåäåí àíàëèç áè�óðêàöèèðàâíîâåñèÿ ïðè ðàäèàëüíîì ñæàòèè êðóãëîé ïëèòû, ñîñòîÿùåé èç ìåòàëëè÷åñêîé èëèïîëèìåðíîé ïåíû, ïîêðûòîé æåñòêîé îáîëî÷êîé. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïåíû ïðèìå-íÿåòñÿ ìîäåëü êîíòèíóóìà Êîññåðà. Ïîñòðîåíû ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿêðóãëîé òðåõñëîéíîé ïëèòû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îäèíàêîâûõ âåðõíåì è íèæíåì ïîêðû-òèÿõ ñóùåñòâóåò äâà íåçàâèñèìûõ êëàññà ðåøåíèé äàííûõ óðàâíåíèé. Ïóòåì ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ êîíêðåòíîãî ïîðèñòîãî ìàòåðèàëàè ïîêðûòèé íàéäåíû ñïåêòðû êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé óäåëüíîãî ðàäèàëüíîãî ñæàòèÿ è ñî-îòâåòñòâóþùèå èì ìîäû âûïó÷èâàíèÿ. Ïðîàíàëèçèðîâàí ðàçìåðíûé ý��åêò è âëèÿíèåñâîéñòâ ïîêðûòèé íà ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè òðåõñëîéíûõ ïëèò ñ ïîðèñòîé îñíîâîé.1. �àâíîâåñèå òðåõñëîéíîé êðóãëîé ïëèòû ïðè ðàäèàëüíîì ñæàòèè.�àññìîòðèì òðåõñëîéíóþ êðóãëóþ ïëèòó ðàäèóñà r1 è òîëùèíû H . Ïîâåäåíèåïîðèñòîé îñíîâû òîëùèíîé 2a îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ ìèêðîïîëÿðíîãî óïðóãîãîòåëà. Âåðõíåå ïîêðûòèå òîëùèíîé h+ è íèæíåå ïîêðûòèå òîëùèíîé h− âûïîëíå-íû èç êëàññè÷åñêèõ íåïîëÿðíûõ ìàòåðèàëîâ. Â ñëó÷àå ðàäèàëüíîãî ñæàòèÿ ïëè-òû ïîëîæåíèå ÷àñòèöû òåëà â äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðàìè R, R+ è R− (çäåñü è äàëåå, èíäåêñîì `+' è `−' îáîçíà÷åíû âåëè÷èíû,îòíîñÿùèåñÿ ê âåðõíåìó è íèæíåìó ïîêðûòèÿì, ñîîòâåòñòâåííî, áåç èíäåêñîâ `+',`−' � ê ïîðèñòîé îñíîâå òðåõñëîéíîé ïëèòû):
R = αr, 0 6 r 6 r1

Φ = ϕ, 0 6 ϕ 6 2π
, Z =






f+(z), a 6 z 6 a + h+

f(z), |z| 6 a
f−(z), −(a+ h−) 6 z 6 −a

(1)
R+ = αreR + f+(z)eZ , a 6 z 6 a + h+

R = αreR + f(z)eZ , |z| 6 a

R− = αreR + f−(z)eZ , −(a+ h−) 6 z 6 −a
(2)Çäåñü r, ϕ, z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè (ëàãðàí-æåâû êîîðäèíàòû), R,Φ, Z � ýéëåðîâû öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, {er, eϕ, ez}è {eR, eΦ, eZ} � îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå áàçèñû ëàãðàíæåâûõ è ýéëåðîâûõêîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâåííî, α � êîý��èöèåíò ðàäèàëüíîãî ñæàòèÿ, f(z) è f±(z) �íåèçâåñòíûå �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå òîëùèííóþ äå�îðìàöèþ ïëèòû.Êðîìå òîãî, ïðè |z| 6 a çàäàí ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé òåíçîð ìèêðîïîâî-ðîòà H, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ïîâîðîò ÷àñòèöû ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû è ïðèðàññìàòðèâàåìîé äå�îðìàöèè ðàâåí:

H = er ⊗ eR + eϕ ⊗ eΦ + ez ⊗ eZ (3)



250 Øåéäàêîâ Ä.Í., Øåéäàêîâ Í.Å.Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (1), (2), ãðàäèåíòû äå�îðìàöèè C è C± ðàâíû (çäåñü èäàëåå ′ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî z):
C+ = grad R+ = αer ⊗ eR + αeϕ ⊗ eΦ + f ′

+
ez ⊗ eZ , a 6 z 6 a+ h+

C = grad R = αer ⊗ eR + αeϕ ⊗ eΦ + f ′ez ⊗ eZ , |z| 6 a

C− = grad R− = αer ⊗ eR + αeϕ ⊗ eΦ + f ′
−
ez ⊗ eZ , −(a + h−) 6 z 6 −a

(4)ãäå grad � ãðàäèåíò â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ.Èç ñîîòíîøåíèé (3), (4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìèêðîïîëÿðíîé îñíîâû ïëèòû
(|z| 6 a) òåíçîð èçãèáíîé äå�îðìàöèè L ðàâåí íóëþ, à ìåðà äå�îðìàöèè òèïàÊîøè Y âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Y = C · HT = αer ⊗ er + αeϕ ⊗ eϕ + f ′ez ⊗ ez (5)Ñîãëàñíî (4), äëÿ âåðõíåãî (a 6 z 6 a+ h+) è íèæíåãî (−a− h− 6 z 6 −a) ïî-êðûòèé âûðàæåíèÿ ìåðû èñêàæåíèÿ U± è òåíçîðà ìàêðîïîâîðîòà A± èìåþò âèä:
U± =

(
C± ·CT

±

) 1
2 = αer ⊗ er + αeϕ ⊗ eϕ + f ′

±
ez ⊗ ez

A± = U−1
±

· C± = er ⊗ eR + eϕ ⊗ eΦ + ez ⊗ eZ

(6)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðóãèå ñâîéñòâà ïëèòû îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ �èçè÷åñêèëèíåéíîãî ìàòåðèàëà, óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèè êîòîðîãî âñëó÷àå ìèêðîïîëÿðíîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìîé òåíçîðîâ Y−E è L:
W (Y,L) = 1

2
λtr2 (Y − E) + 1

2
(µ+ κ) tr

(
(Y − E) · (Y −E)T

)
+

+1
2
µtr (Y −E)2 + 1

2
γ1tr

2L + 1
2
γ2tr

(
L · LT

)
+ 1

2
γ3tr L2

µ+ κ > 0, λ+ 2µ+ κ > 0, γ2 > 0, γ1 + γ2 + γ3 > 0

(7)à â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãî íåïîëÿðíîãî ìàòåðèàëà � êâàäðàòè÷íîé �îðìîé òåíçîðà
U± −E:

W± (U±) =
1

2
λ±tr2 (U± − E) + µ±tr (U± −E)2 , µ± > 0, λ± + 2µ± > 0 (8)Çäåñü λ, µ è λ±, µ± � êîíñòàíòû Ëÿìå îñíîâû è ïîêðûòèé ïëèòû, ñîîòâåòñòâåííî,

κ, γ1, γ2, γ3 � ìèêðîïîëÿðíûå óïðóãèå êîíñòàíòû, E � åäèíè÷íûé òåíçîð.Èç âûðàæåíèÿ (7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîðèñòîé îñíîâû òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿ-æåíèé òèïà Ïèîëû G ðàâåí íóëþ ïðè ðàäèàëüíîì ñæàòèè òðåõñëîéíîé ïëèòû, àòåíçîð íàïðÿæåíèé òèïà Ïèîëû D ðàâåí
D =

∂W

∂Y
· H =

(
λtr (Y −E)E + µ

(
YT −E

)
+ (µ+ κ) (Y −E)

)
· H (9)Ñîãëàñíî (8), âûðàæåíèÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé Ïèîëû D± äëÿ ïîêðûòèé èìå-þò âèä:

D± =
∂W±

∂U±

·A± = (λ±tr (U± − E)E + 2µ± (U± − E)) · A± (10)
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divD = 0, divG +

(
CT · D

)
×

= 0 (11)ãäå div � äèâåðãåíöèÿ â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ.Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êëàññè÷åñêîé (íåïîëÿðíîé) íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãî-ñòè ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë èìåþò âèä:
divD± = 0 (12)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ez · D+|z=a+h+
= 0, ez · D−|z=−(a+h−) = 0

ez · D±|z=±a = ez · D|z=±a , f± (±a) = f (±a) , f (0) = 0
(13)âûðàæàþò îòñóòñòâèå âíåøíèõ íàãðóçîê íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ òðåõñëîéíîéïëèòû, æåñòêîå ñöåïëåíèå âåðõíåãî è íèæíåãî ïîêðûòèé ñ ïîðèñòîé îñíîâîé, àòàêæå îòñóòñòâèå âåðòèêàëüíîãî ñìåùåíèÿ íà ïëîñêîñòè z = 0.�åøàÿ êðàåâóþ çàäà÷ó (11) � (13) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (5), (6), (9), (10),íàõîäèì íåèçâåñòíûå �óíêöèè f (z) è f± (z)

f (z) = α3z, f+ (z) = α+

3 (z − a) + aα3, f− (z) = α−

3 (z + a) − aα3

α3 = 1 + 2λ(1−α)
λ+2µ+κ

, α±

3 = 1 + 2λ±(1−α)
λ±+2µ±2. Âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîìèìî îïèñàííîãî âûøå ñî-ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òðåõñëîéíîé ïëèòû ïðè òåõ æå âíåøíèõ íàãðóçêàõ ñóùåñòâóåòáåñêîíå÷íî áëèçêîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, îïðåäåëÿåìîå: äëÿ ìèêðîïîëÿðíîé îñ-íîâû � ðàäèóñ-âåêòîðîì R + ηv, è òåíçîðîì ìèêðîïîâîðîòà H − ηH × ω; äëÿïîêðûòèé � ðàäèóñ-âåêòîðàìè R± + ηv±. Çäåñü η � ìàëûé ïàðàìåòð, v è v± �âåêòîðà äîáàâî÷íûõ ïåðåìåùåíèé, ω � ëèíåéíûé âåêòîð äîáàâî÷íîãî ïîâîðîòà,õàðàêòåðèçóþùèé ìàëûé ïîâîðîò ÷àñòèö ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû, îòñ÷èòûâàåìûéîò íà÷àëüíîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.Âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ óðàâ-íåíèÿìè:

divD• = 0, divG• +
[
gradvT ·D + CT · D•

]
×

= 0 (14)
D• =

(
λ (trY•)E + (µ+ κ)Y• + µY•T

)
·H−

−
(
λtr (Y − E)E + µ

(
YT − E

)
+ (µ+ κ) (Y − E)

)
· H × ω

G• =
(
γ1 (trL•)E + γ2L

• + γ3L
•T
)
·H −

(
γ1 (trL)E + γ2L + γ3L

T
)
· H × ω

Y• = (gradv + C × ω) · HT, L• = grad ω · HTÇäåñü D• è G• � ëèíåàðèçîâàííûå òåíçîðû íàïðÿæåíèé è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèéòèïà Ïèîëû, Y• � ëèíåàðèçîâàííàÿ ìåðà äå�îðìàöèè òèïà Êîøè, L• � ëèíåàðè-çîâàííûé òåíçîð èçãèáíûõ äå�îðìàöèé.



252 Øåéäàêîâ Ä.Í., Øåéäàêîâ Í.Å.Óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â ðàìêàõ íåïîëÿðíîé íåëèíåéíîé òåîðèèóïðóãîñòè èìåþò âèä:
div D•

± = 0 (15)
D•

± = (λ±tr (U± −E)E + 2µ± (U± −E)) · U−1
± ·

(
gradv± − U•

± · A±

)
+

+
(
λ±

(
trU•

±

)
E + 2µ±U

•
±

)
· A±Çäåñü D•

±
� ëèíåàðèçîâàííûå òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû, U•

±
� ëèíåàðèçîâàííûåìåðû èñêàæåíèÿ.Ëèíåàðèçîâàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ òðåõñëîéíîé ïëè-òû è íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ez · D•
+

∣∣
z=a+h+

= 0, ez · D•
−

∣∣
z=−(a+h−)

= 0

ez · D•
±

∣∣
z=±a

= ez · D•|z=±a , v±|z=±a = v|z=±a , ez · G•|z=±a = 0
(16)Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà êðàå ïëèòû (r = r1) îòñóòñòâóþò ñèëû òðåíèÿ è çàäàíîïîñòîÿííîå íîðìàëüíîå ïåðåìåùåíèå. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ëèíåàðèçîâàí-íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:1) äëÿ ïîðèñòîé îñíîâû ïëèòû:

er · D• · eΦ|r=r1 = er · D• · eZ |r=r1 = er · v|r=r1 = 0

er · G• · eR|r=r1 = eϕ · ω|r=r1 = ez · ω|r=r1 = 0
(17)2) äëÿ âåðõíåãî è íèæíåãî ïîêðûòèé:

er · D•
± · eΦ

∣∣
r=r1

= er · D•
± · eZ

∣∣
r=r1

= er · v±|r=r1 = 0 (18)Çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðîâ äîáàâî÷íûõ ïåðåìåùåíèé v è v±, è äîáàâî÷-íîãî ïîâîðîòà ω â áàçèñå ýéëåðîâûõ êîîðäèíàò:
v = vReR + vΦeΦ + vZeZ , v± = v±

ReR + v±

ΦeΦ + v±

ZeZ , ω = ωReR + ωΦeΦ + ωZeZÂûðàæåíèÿ (14), (15), îïèñûâàþùèå âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òðåõ-ñëîéíîé ïëèòû, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó 12 óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõîòíîñèòåëüíî 12 íåèçâåñòíûõ �óíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ r, ϕ, z. Ïîäñòàíîâêà
vR = VR (r, z) cosnϕ, v±

R = V ±

R (r, z) cosnϕ, ωR = ΩR (r, z) sin nϕ

vΦ = VΦ (r, z) sinnϕ, v±

Φ = V ±

Φ (r, z) sinnϕ, ωΦ = ΩΦ (r, z) cosnϕ

vZ = VZ (r, z) cosnϕ, v±

Z = V ±

Z (r, z) cosnϕ, ωZ = ΩZ (r, z) sinnϕïðèâîäèò ê îòäåëåíèþ ïåðåìåííîé ϕ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ, ñâîäÿ èññëåäîâàíèå óñòîé-÷èâîñòè ê ðåøåíèþ îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (14)�(18) äëÿ ñèñòåìû 12 óðàâíå-íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ r, z.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé (n = 0) èñïîëüçîâàíèå áîëååïðîñòîé ïîäñòàíîâêè
vR = VR (z) J1 (βr) , v±

R = V ±

R (z) J1 (βr) , ωR = 0

vΦ = 0, v±

Φ = 0, ωΦ = ΩΦ (z) J1 (βr)

vZ = VZ (z) J0 (βr) , v±

Z = V ±

Z (z) J0 (βr) , ωZ = 0
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β = ξm/r1, J1 (ξm) = 0, m = 1, 2, ...ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðèòü ëèíåàðèçîâàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì (17), (18) è ñâå-ñòè èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà-÷è (14)�(16) äëÿ ñèñòåìû 7 îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå îäèíàêîâûõ âåðõíåãî è íèæíåãî ïîêðûòèé

(h+ = h−, λ+ = λ−, µ+ = µ−) êðàåâàÿ çàäà÷à (14)�(16) èìååò äâà íåçàâèñèìûõêëàññà ðåøåíèé. Ïåðâûé êëàññ îáðàçîâàí ðåøåíèÿìè, äëÿ êîòîðûõ ïðîãèá ïëè-òû ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé �óíêöèåé êîîðäèíàòû z:
0 6 z 6 a






VR(z) = VR(−z)
VZ(z) = −VZ(−z)
ΩΦ(z) = −ΩΦ(−z)

; a 6 z 6
H

2

{
V +

R (z) = V −

R (−z)
V +

Z (z) = −V −

Z (−z)Äëÿ ðåøåíèé âòîðîãî êëàññà, íàîáîðîò, ïðîãèá � ÷åòíàÿ �óíêöèèÿ z:
0 6 z 6 a





VR(z) = −VR(−z)
VZ(z) = VZ(−z)
ΩΦ(z) = ΩΦ(−z)

; a 6 z 6
H

2

{
V +

R (z) = −V −

R (−z)
V +

Z (z) = V −

Z (−z)Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó êðàåâîé çàäà÷è (14)�(16), ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé-÷èâîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü âåðõíþþ ïîëîâèíó òðåõñëîéíîé ïëèòû
(0 6 z 6 H/2). Èç ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè �óíêöèé VR, VZ ,ΩΦ ïî êîîðäèíàòå zñëåäóþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè z = 0:a) äëÿ ïåðâîãî êëàññà ðåøåíèé:

V ′
R(0) = VZ(0) = ΩΦ(0) = 0 (19)b) äëÿ âòîðîãî êëàññà ðåøåíèé:
VR(0) = V ′

Z(0) = Ω′
Φ(0) = 0 (20)Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îäèíàêîâûõ âåðõíåãî è íèæíåãî ïîêðûòèé, èññëå-äîâàíèå óñòîé÷èâîñòè òðåõñëîéíîé ïëèòû ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõ ëèíåéíûõîäíîðîäíûõ êðàåâûõ çàäà÷ � (14)�(16), (19) è (14)�(16), (20) � äëÿ ñèñòåìû 5îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòà �Ô (ãðàíò ÌÊ-6315.2010.1)è �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 09-01-00459-à è 11-08-01152-à).Sheydakov D.N., Sheydakov N.E. Bu
kling of 
ir
ular porous sandwi
h plate subje
tto radial 
ompression. In the framework of a general stability theory for three-dimensionalbodies the bu
kling analysis has been 
arried out for a 
ir
ular sandwi
h plate subje
t to radial
ompression. The plate 
onsists of a metalli
 or polymer foam layer, 
overed by a hard andsti� fa
e sheets. To des
ribe the behavior of a foam the Cosserat 
ontinuum model is used.The linearized equilibrium equations have been derived for a 
ir
ular sandwi
h plate. Bysolving these equations numeri
ally, for some spe
i�
 materials the 
riti
al spe
tra of relativeradial 
ompression have been found. The size e�e
t and in�uen
e of 
oating properties on thebu
kling of elasti
 sandwi
h plates with porous 
ore has been analyzed.



ÎÁ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÄÈÀ��ÀÌÌÛ ÑÂÎÉÑÒÂ ËÈÑÒÎÂÎ�ÎÌÀÒÅ�ÈÀËÀ Ï�È ÔÎ�ÌÎÂÊÅ ÊÓÏÎËÀ ÈÇ Ê�Ó�ËÎÉÏËÀÑÒÈÍÛÞäèí Ñ. À., Þäèí À. Ñ., Áåëèêîâ Í. Â.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÄëÿ èäåíòè�èêàöèè ñâîéñòâ ëèñòîâûõ ìàòåðèàëîâ èñïîëüçóåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå ðåøå-íèå è íåêîòîðûå èçìåðåíèÿ â òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå ïëàñòè÷åñêîé âûòÿæêè êóïîëà.Ïðåäñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, èñïîëüçóåìûå äëÿ èäåíòè�èêàöèè ñâîéñòâëèñòîâîãî ìàòåðèàëà òåîðåòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíûì ìåòîäîì, è ìåòîäèêà ïîäáîðà ïàðà-ìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé àïïðîêñèìèðóþùåé êðèâîé.Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì àíàëèçà ïðî÷íîñòè òîíêîñòåííûõ ñâàðíûõ ñîñóäîâ,ðàáîòàþùèõ ïîä âûñîêèì âíóòðåííèì äàâëåíèåì, òåõíîëîãèÿ èñïûòàíèé ëèñòî-âûõ ìàòåðèàëîâ ðàçâèòà â [1℄. Â íåé ïðèâåäåíî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå âîïðî-ñîâ ïðî÷íîñòè òîíêîñòåííûõ ñîñóäîâ, èñïîëüçóåìûõ â ñîâðåìåííûõ ëåòàòåëüíûõàïïàðàòàõ è äðóãèõ òðàíñïîðòíûõ óñòàíîâêàõ. Óäåëåíî òàêæå âíèìàíèå îáîáùå-íèþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, à òàêæå �îðìóëèðîâàíèþ êîíñòðóêòîðñêèõ èòåõíîëîãè÷åñêèõ ðåêîìåíäàöèé ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîåêòèðîâàíèþ è èçãîòîâëåíèþñâàðíûõ òîíêîñòåííûõ ñîñóäîâ. Â ïðåäñòàâëåííîé ìåòîäèêå èñïûòàíèé è òåõíèêåçàìåðîâ òðåáóåòñÿ ïîëó÷àòü èí�îðìàöèþ ñ òåíçîäàò÷èêîâ, êîíòðîëèðîâàòü èçìå-íåíèå òîëùèíû ïëàñòèíêè â ïðîöåññå âûòÿæêè, çàìåðÿòü êðèâèçíó îáîëî÷êè ââåðøèíå.Äëÿ çàäà÷ ñâåðõïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêè â [2℄ ïðåäëîæåíà ñõåìà ðåøåíèÿ îá-ðàòíûõ çàäà÷ èäåíòè�èêàöèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïî ðåçóëüòàòàì òåõíî-ëîãè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ �îðìîâêè îáîëî÷åê ïðîñòîé ãåîìåòðèè (öèëèíäðè÷åñ-êèõ, ñ�åðè÷åñêèõ) â ìàòðèöàõ ñîîòâåòñòâóþùåé �îðìû íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿáåçìîìåíòíîé òåîðèè îáîëî÷åê. Ïðîâåäåíèå èñïûòàíèé âûïîëíÿåòñÿ ëèáî íà ïðî-èçâîäñòâåííîì îáîðóäîâàíèè, ëèáî íà ñïåöèàëüíûõ óñòàíîâêàõ.Ñîâðåìåííàÿ òåõíîëîãèÿ �îðìîâêè êóïîëîîáðàçíûõ õëîïàþùèõ ìåìáðàíâêëþ÷àåò ýòàï ñâîáîäíîé ïëàñòè÷åñêîé âûòÿæêè ïëàñòèíû ãèäðîñòàòè÷åñêèìäàâëåíèåì äî, ïðèìåðíî, 85% îò çàäàííîé âûñîòû. Äàëüíåéøèé ïðîöåññ �îðìîâ-êè êóïîëà ðàñòóùèì äàâëåíèåì âûïîëíÿåòñÿ ñ ó÷àñòèåì àðòè�èöèðóþùåé ñèëûîïðåäåë¼ííîé âåëè÷èíû.�ðà�èê pý(H) ¾äàâëåíèå-âûñîòà ïîäú¼ìà¿ ïåðâîãî ýòàïà ìîæíî èñïîëüçîâàòüäëÿ èäåíòè�èêàöèè äèàãðàììû óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà ëèñòîâîé çàãîòîâêè. Äëÿýòîãî ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [3℄. Íàîñíîâå ñðàâíåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé pò(H) è ýêñïåðèìåíòàëüíîé pý(H) äèàãðàìì êîð-ðåêòèðóþòñÿ êîîðäèíàòû ðåïåðíûõ òî÷åê ñòåïåííîé òåîðåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè
σ(ε) ¾íàïðÿæåíèå-èíòåíñèâíîñòü äå�îðìàöèé¿ òàê, ÷òîáû pò(H) è pý(H) áûëèìàêñèìàëüíî ñáëèæåíû. Ïðè÷¼ì, âíà÷àëå ìîæíî äîáèâàòüñÿ ñîâïàäåíèÿ òî÷åêñ íàèáîëüøåé âûñîòîé ïîäú¼ìà. Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, óæå



Îá èäåíòè�èêàöèè äèàãðàììû ñâîéñòâ ëèñòîâîãî ìàòåðèàëà 255òàêîé ñïîñîá äà¼ò ðåçóëüòàòû ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ, ïîñêîëüêó íåîäíîðîäíîñòüñâîéñòâ ëèñòà äà¼ò ðàçáðîñû îðäèíàò pý(H) ïðè ïîâòîðÿþùèõñÿ ýêñïåðèìåíòàõäî ±4÷5%. Îöè�ðîâàííûå äàííûå pý(H) äëÿ âûáîðî÷íûõ âîñüìè ýêñïåðèìåíòîâèç ïîðÿäêà 60 ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1. Äàííûå ïîëó÷åíû íà àâòîìàòèçèðîâàííîéòåõíîëîãè÷åñêîé óñòàíîâêå ¾ÀÑÄ-Ìåìáðàíà¿, ïðåäñòàâëåííîé â [3℄. Ïàðàìåòðûêðóãîâûõ ïëàñòèí-çàãîòîâîê áûëè ñëåäóþùèìè: äèàìåòð D = 200ìì; òîëùèíàçàãîòîâêè ho = 0.3ìì; òåìïåðàòóðà èñïûòàíèé T ◦ = 20◦. Êîíå÷íàÿ âûñîòà êóïîëà
H > 35ìì. Äëÿ èäåíòè�èêàöèè ñâîéñòâ äîñòàòî÷íî âûñîòû 30ìì. Ìàòåðèàë �íåðæàâåþùàÿ ñòàëü 12X18H9, ìîäóëü Þíãà E = 2.1 · 105ÌÏà. Äëÿ èçãîòîâëåíèÿè, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èñïûòàíèé ìîãóò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ íåðæàâåéêè òèïà
08X18H9, 12X18H10T , à òàêæå ñòàëè 10X13, 20X13, 30X13, ìîíåëü-ìåòàëë,ëàòóíè Ë-62, Ë-68, àëþìèíèé.H pý1(H) pý2(H) pý3(H) pý4(H) pý5(H) pý6(H) pý7(H) pý8(H)0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.01.5 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.012.0 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.013.0 0.03 0.03 0.03 0.03 0.04 0.04 0.03 0.043.5 0.06 0.06 0.05 0.07 0.07 0.06 0.05 0.074.5 0.11 0.11 0.10 0.11 0.11 0.11 0.11 0.116.0 0.15 0.15 0.15 0.17 0.16 0.16 0.15 0.167.5 0.20 0.20 0.19 0.19 0.20 0.20 0.19 0.219.0 0.24 0.24 0.24 0.25 0.25 0.25 0.25 0.2510.5 0.30 0.30 0.29 0.30 0.30 0.30 0.30 0.3012.0 0.35 0.35 0.34 0.36 0.35 0.35 0.35 0.3613.5 0.41 0.41 0.40 0.41 0.41 0.41 0.40 0.4115.0 0.46 0.46 0.46 0.48 0.47 0.47 0.47 0.4716.5 0.53 0.53 0.52 0.53 0.53 0.53 0.53 0.5318.0 0.58 0.58 0.57 0.59 0.59 0.59 0.58 0.5919.5 0.65 0.65 0.64 0.66 0.65 0.66 0.65 0.6621.0 0.71 0.71 0.71 0.73 0.73 0.72 0.72 0.7322.5 0.79 0.78 0.78 0.80 0.80 0.80 0.78 0.8024.0 0.85 0.85 0.85 0.87 0.87 0.86 0.86 0.8725.5 0.93 0.92 0.92 0.95 0.94 0.93 0.93 0.9427.0 1.01 1.00 1.00 1.02 1.01 1.01 1.00 1.0228.5 1.08 1.07 1.07 1.09 1.09 1.08 1.08 1.0930.0 1.16 1.15 1.16 1.18 1.17 1.17 1.16 1.1831.5 1.24 1.25 1.25 1.26 1.25 1.26 1.24 1.2633.0 1.32 1.32 1.32 1.34 1.34 1.33 1.32 1.34Òàáëèöà 1.Äàííûå, ïðèâåä¼ííûå â òàáë. 1, ñíÿòû ñ ãðà�èêîâ, âûäàâàåìûõ ñèñòåìîé¾ÀÑÄ-Ìåìáðàíà¿ ñ òî÷íîñòüþ 0.01 è øàãîì, äîñòàòî÷íûì äëÿ îòðàæåíèÿ âèäàêðèâûõ pý(H) � ¾äàâëåíèå-âûñîòà ïîäú¼ìà¿. Ïðè îöè�ðîâêå íàâåäåíèåì êóðñîðà



256 Þäèí Ñ.À., Þäèí À.Ñ., Áåëèêîâ Í.Â.,íà êðèâóþ ñèñòåìà âûäàåò èí�îðìàöèþ î ïîïàäàíèè íà òî÷êó çàìåðà è å¼ êîîð-äèíàòû ñ óêàçàííîé âûøå òî÷íîñòüþ. Äëÿ ïðèìåðà, íà ðèñ. 1 ïîêàçàí âàðèàíòêðèâîé âûòÿæêè, ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáöó pý1(H) òàáë. 1.Áîëåå îáøèðíàÿ èí�îðìàöèÿ î ñíèìàåìûõ çàìåðàõ (òûñÿ÷è òî÷åê) ñîäåðæèòñÿ�àéëàõ áàçû äàííûõ, ñîáèðàåìûõ ñèñòåìîé àâòîìàòèçèðîâàííîãî ñú¼ìà èí�îðìà-öèè. Â òàáëèöå 1 ñòîëáöàì ñîîòâåòñòâóþò �àéëû áàçû ÀÑÄ: pý1(H) − bel1.MD,
pý2(H) − bel10.MD, pý3(H) − bel11.MD, pý4(H) − bel12.MD, pý5(H) − bel13.MD,
pý6(H) − bel14.MD, pý7(H) − bel15.MD, pý8(H) − bel16.MD.

�èñ. 1.Íàïðèìåð, òåêñòîâîé �àéë bel1.MD ñîäåðæèò 1618 ñòðîê äàííûõ. Ïîñëå âû-ïîëíåíèÿ ïðîðåæèâàíèÿ ýòîãî ìàññèâà èí�îðìàöèÿ ïåðåäàåòñÿ â èíòåãðèðîâàí-íûé ïàêåò MathCad äëÿ îáðàáîòêè, ãäå òåêñòîâîé �àéë ïðåîáðàçóåòñÿ â ìàòðèöó.Íà îñíîâå ìàòðèöû ìîæíî ñòðîèòü ãðà�èêè è àïïðîêñèìèðóþùèå êðèâûå.Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå òåõíîëîãèè ïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêè è ïîëó÷åííîãîòåîðåòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñïîñîáîì ïëàñòè÷åñêîé âûòÿæêè êóïîëîîáðàçíîéîáîëî÷êè èç êðóãëîé ïëàñòèíêè, çàùåìë¼ííîé íà âíåøíåì êîíòóðå, ìîæíî ðåàëè-çîâàòü ìåòîä èäåíòè�èêàöèè ïëàñòè÷åñêîé äèàãðàììû ìàòåðèàëà. Ìåòîä àïðîáè-ðîâàí äëÿ ìåòàëëîâ è äà¼ò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü èñïûòàíèÿ. Â í¼ìíåò íåîáõîäèìîñòè â òåíçîìåòðèðîâàíèè, ïîñêîëüêó äîñòàòî÷íî èìåòü òîëüêî çà-âèñèìîñòè, ñâÿçûâàþùèå �îðìîîáðàçóþùåå äàâëåíèå ñ ïåðåìåùåíèåì âåðøèíûêóïîëà. Ýòè ñâÿçè ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëüþ [3℄, â êîòîðîé îïðåäå-ëÿþòñÿ âñå äå�îðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè. Â ýòîé ìîäåëè ïðèìåíÿåòñÿ ìîìåíò-íàÿ òåîðèÿ äëÿ áîëüøèõ íåëèíåéíûõ äå�îðìàöèé. Ïî ìèíèìèçàöèè îòêëîíåíèéýêñïåðèìåíòàëüíîé è òåîðåòè÷åñêîé êðèâûõ íàãðóæåíèÿ ïîäáèðàþòñÿ ïàðàìåòðûàïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, ðèñ. 2.
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�èñ. 2.Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîé âûòÿæêå èíòåíñèâíîñòü äå�îð-ìàöèé ïî ìåðèäèàíó ïîëó÷àåìîãî êóïîëà ìåíÿåòñÿ îò íóëÿ íà êîíòóðå çàùåì-ëåíèÿ äî íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â âåðøèíå, äîñòàòî÷íî ñðàâíèâàòüè ïðèâîäèòü ê ñîâïàäåíèþ ýêñïåðèìåíòàëüíóþ è òåîðåòè÷åñêóþ âûñîòó ïîäú¼ìàîáîëî÷êè. Ïîýòîìó â èñïûòàíèÿõ äîñòàòî÷íî çàìåðÿòü òîëüêî âûñîòó ñåãìåíòàè ñîîòâåòñòâóþùåå åé äàâëåíèå âûòÿæêè. Äàëåå âûïîëíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-äåëèðîâàíèå, îñíîâàííîå íà ïîëóàíàëèòè÷åñêîì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ. Âà-ðüèðóÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ìàòåðèàëà σB (ñèãìà âðåìåííîå), ìîæíî äîáèòüñÿ ñîâ-ïàäåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé âûñîò êóïîëà ïðè îäíîì è òîì æåäàâëåíèè. Çíà÷åíèå σB, êîòîðîå ýòî îáåñïå÷èâàåò, è ÿâëÿåòñÿ óòî÷í¼ííûì ïàðà-ìåòðîì ñòåïåííîé àïïðîêñèìàöèè êðèâîé ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà.Òàêàÿ èäåíòè�èêàöèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïðîâåðåíà â çàäà÷å �îðìîâêè àðòè-�èöèðîâàííûõ îáîëî÷åê è ïîçâîëèëà óëó÷øèòü ñîãëàñîâàíèå òåîðèè è ýêñïåðè-ìåíòà ñ 3% äî 1.5%. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êóðêèí, Ñ.À. Ïðî÷íîñòü ñâàðíûõ òîíêîñòåííûõ ñîñóäîâ, ðàáîòàþùèõ ïîä äàâëåíè-åì: ìîíîãðà�èÿ. Ì: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1976. 184 ñ.[2℄ Âàñèí, �. À. Îá èäåíòè�èêàöèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïî ðåçóëüòàòàì òåõíî-ëîãè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ // Èçâ. �ÀÍ. Ìåõ. òâ. òåëà. 2003. � 2. Ñ. 111�123.[3℄ Þäèí, À.Ñ. Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ êîíñòðóêòèâíî-àíèçîòðîïíûõ è àðòè�èöè-ðîâàííûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ: ìîíîãðà�èÿ. �îñòîâ í/Ä: Èçä-âî ÞÔÓ, 2011. 362 ñ.Yudin S.A., Yudin A. S., Belikov N.V. About identi�
ation of the diagram of sheetmaterial properties at forming domes from a 
ir
ular plate. For identi�
ation of properties ofsheet materials the theoreti
al de
ision and some measurements in te
hnologi
al pro
ess of aplasti
 extension of a dome is used. The experimental data used for identi�
ation of propertiesof a sheet material and a te
hnique of parameters sele
tion of a 
orresponding approximating
urve are presented.



ON EIGEN-FREQUENCIES OF AN ELASTIC BODYWITH SURFACE STRESSESAltenba
h H.∗, Eremeyev V.A.∗∗, ∗∗∗, Lebedev L.P.∗∗, ∗∗∗∗
∗Otto von Gueri
ke University, Magdeburg
∗∗South Federal University, Rostov-na-Donu

∗∗∗South S
ienti�
 Center of RAS
i, Rostov-na-Donu
∗∗∗∗Universidad Na
ional de Colombia, ColombiaFollowing [1, 2℄ a mathemati
al investigation of the eigenvalue problems for elasti
 bodiesin
luding surfa
e stresses is presented. Weak setup of the problems is based on the Rayleighvariational prin
iple. Certain spe
tral properties are established for the problems under
onsideration. In parti
ular, bounds for the eigenfrequen
ies of an elasti
 body with surfa
estresses are presented. These bounds demonstrate in
reases in both the rigidity of the bodyand of the eigenfrequen
ies over those of the body with surfa
e stresses negle
ted.1. Basi
 relations of linear elasti
ity with surfa
e stresses. Suppose anelasti
 body o

upies a bounded volume V ⊂ R

3 with a pie
ewise smooth boundary Ω.We 
onsider a problem with mixed boundary 
onditions. Let a nonempty portion Ω1of Ω be �xed so that the displa
ement u = 0 at ea
h point of Ω1. Surfa
e stresses τ a
tover the remainder of the boundary Ω2 = Ω \ Ω1. The initial-boundary value problemis given by the relations
∇ · σ = ρü, x ∈ V, u|Ω1

= 0, n · σ|Ω2
= ∇S · τ , x ∈ Ω, (1)where σ is the stress tensor,∇ is the three-dimensional nabla operator, ρ is the materialdensity, n is the exterior unit normal to Ω, τ is the surfa
e stress tensor, ∇S = ∇−

n ∂/∂z is the surfa
e nabla operator, and z is the 
oordinate along n. An overdotdenotes di�erentiation with respe
t to time t. The dot symbol �·� between variablesstands for the dot produ
t in R
3. For simpli
ity, we 
onsider a homogeneous boundaryvalue problem without volume for
es or external surfa
e for
es.In the 
ase of an isotropi
 material, equations (1) should be supplemented as follows.Inside V we require

W = W (ε) ≡ 1

2
λtr 2ε + µε : ε, (2)

σ =
∂W

∂ε
≡ 2µε + λItr ε, ε = ε(u) ≡ 1

2

(
∇u + (∇u)T

)
, (3)whereW is the bulk strain energy density, ε is the volume strain tensor, λ, µ are Lam�e'smoduli for the bulk material, and the symbol �:� stands for the inner produ
t in thespa
e of se
ond order tensors. Be
ause the displa
ement ve
tor for points of Ω is the
ontinuation of u in the volume, it is also denoted by u. On Ω2 we require

U = U(ǫ) ≡ 1

2
λStr

2ǫ + µSǫ : ǫ, (4)



On eigen-frequen
ies of an elasti
 body with surfa
e stresses 259
τ =

∂U

∂ε
≡ 2µSǫ + λSAtr ǫ, ǫ = ǫ(u) ≡ 1

2

(
∇Su · A + A · (∇Su)T

)
, (5)where U is the surfa
e strain energy density, ǫ is the surfa
e strain tensor, A = I−n⊗nis the surfa
e unit tensor, I is the three-dimensional unit tensor, and λS, µS are thesurfa
e elasti
 Lam�e's moduli.When λS = µS = 0, equations (1) redu
e to the mixed boundary value problem of
lassi
al linear elasti
ity:

∇ · σ = ρü, x ∈ V ; u|Ω1
= 0, n · σ|Ω2

= 0. (6)When λS, µS → ∞, be
ause u = 0 on the boundary of Ω2, equations (1) redu
e to thedynami
 equations of 
lassi
al elasti
ity for a body with �xed boundary:
∇ · σ = ρü, x ∈ V ; u|Ω = 0. (7)These relations for the problems allow us to 
ompare their ordered sets of eigenfre-quen
ies.Let us seek the displa
ement �eld in the form u(x, t) = w(x) exp(iωt).Equations (1) redu
e to

∇ · σ = −ρω2w, x ∈V ; w
∣∣
Ω1

= 0, (n · σ −∇S · τ )
∣∣
Ω2

= 0. (8)These, when supplemented with the appropriately transformed relations (2)�(5),
onstitute the eigenfrequen
y problem for a body V with surfa
e stresses. We referto it as Problem Pss.The spe
trum of Problem Pss will be 
ompared with the spe
tra of two problemsobtained by substituting u(x, t) = w(x) exp(iωt) into (6) and (7). For (6), theeigenos
illation equations are
∇ · σ = −ρω2w, x ∈ V ; w|Ω1

= 0, n · σ|Ω2
= 0. (9)Supplemented with the 
orrespondingly transformed relations (3), they 
onstituteProblem Pf . Finally, the equations

∇ · σ = −ρω2w, x ∈ V ; w|Ω = 0 (10)supplemented with the 
orrespondingly transformed relations (3), 
onstitute eigen-frequen
y Problem P0 for a body V with �xed boundary.Note that the operators of the boundary value problems for elasti
 bodies withsurfa
e stresses have properties similar to those for the operators of linear elasti
ity;these are well established. Weak setup of boundary value problems in the theory ofelasti
ity with surfa
e stresses is studied in [1℄.2. The least eigenfrequen
y. The estimation of the least eigenfrequen
y is animportant problem in engineering. For solids with surfa
e stresses, the eigenvalueProblem Pss 
an be formulated using Rayleigh's variational prin
iple [1℄.The properties of the 
onsidered fun
tional spa
es and fun
tionals allow us to provethe following



260 Altenba
h H., Eremeyev V.A., Lebedev L.P.Theorem 1. The least eigenfrequen
y of a bounded elasti
 body with surfa
e stresses(Problem Pss) is no less than the least eigenfrequen
y for the same body with freeboundary Ω2 (Problem Pf), and it is no greater than the least eigenfrequen
y for thesame body with �xed boundary (Problem P0):
ωfmin 6 ωmin 6 ω◦min. (11)Two results follow from Theorem 1.Corrollary 1. The equality ωmin = ωfmin holds if and only if U(ǫ(wmin)) = 0 on Ω2.By positive de�niteness, U = 0 if and only if ǫ(wmin) = 0 on Ω2. Hen
e thedispla
ement wmin of Ω2 des
ribes an in�nitesimal isometri
 deformation of Ω2. Inparti
ular, ǫ = 0 if wmin des
ribes a rigid body motion.Corrollary 2. The equality ωmin = ω◦min holds if and only if wmin = 0 on Ω2, whi
h iswhen wmin ∈ H0.Cases when ǫ(wmin) = 0 or wmin = 0 on Ω2 should be rare for an elasti
 body ofgeneral shape and with general boundary 
onditions. Hen
e, in general we 
an expe
tthe stri
t inequalities ωfmin < ωmin < ω◦min. This extends the inequality ωfmin < ω◦min,well known in the theory of elasti
ity and mathemati
al physi
s.The least eigenfrequen
y ωmin depends on λS and µS. An in
rease in the surfa
eelasti
 moduli implies an in
rease in the least eigenfrequen
y of Problem Pss. Indeed,let us 
onsider two bodies of equal shape and equal internal moduli λ and µ, but withdi�erent values of λS and µS. Denote the surfa
e moduli of the bodies by λ

(1)
S , µ(1)

Sand λ(2)
S , µ(2)

S , respe
tively. Denote the least eigenfrequen
ies of the bodies by ω(1)min and
ω

(2)min, respe
tively.Theorem 2. Let 0 < µ
(1)
S 6 µ

(2)
S , 0 < λ

(1)
S + µ

(1)
S 6 λ

(2)
S + µ

(2)
S . Then

ω
(1)min 6 ω

(2)min. (12)The least eigenfrequen
y depends 
ontinuously on the values of λS and µS.Theorem 3. For any number ε > 0, there exists a number δ > 0 su
h that |ω(1)min −
ω

(2)min| 6 ε whenever |µ(1)
S − µ

(2)
S | 6 δ and |λ(1)

S − λ
(2)
S | 6 δ.From Theorem 3 we get an important 
on
lusions.Corrollary 3. The least eigenfrequen
y of a bounded elasti
 body with surfa
e stressestends to the least eigenfrequen
y for the same body with free boundary Ω2:

ωmin → ωfmin as λS → 0 and µS → 0.Note that Theorems 1�3 are valid when λS and µS are pie
ewise 
ontinuous on Ω2.In other words, they hold true for a body with nonhomogeneous surfa
e properties.3. Higher eigenfrequen
ies. The three eigenvalue Problems Pss, Pf , and P0have dis
rete spe
tra, and the eigenmodes 
onstitute 
omplete orthogonal sets in the
orresponding energy spa
es and in the spa
e (L2(V ))3. The eigenfrequen
ies of theseproblems 
an be 
ompared using Courant's minimax prin
iple. We prove
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e stresses 261Theorem 4. Let ωk be eigenfrequen
ies of a bounded elasti
 body with surfa
estresses enumerated in in
reasing order as ω0 6 ω1 6 ω2, . . ., and let ωfk and ω◦
k be
orrespondingly ordered eigenfrequen
ies of the elasti
 body with free boundary Ω2 andwith �xed boundary, respe
tively. Then

ωfk 6 ωk 6 ω◦
k, k = 1, 2, 3, . . . . (13)Theorem 5. Let ω(1)

k be eigenfrequen
ies of a bounded elasti
 body with moduli λ, µ andsurfa
e elasti
 moduli λ(1)
S , µ

(1)
S , ordered as ω(1)

0 6 ω
(1)
1 6 ω

(1)
2 , . . .. Let ω(2)

k be the orderedeigenfrequen
ies for the elasti
 body with moduli λ, µ but with surfa
e moduli λ(2)
S , µ

(2)
S .Let µ(1)

S 6 µ
(2)
S , λ

(1)
S + µ

(1)
S 6 λ

(2)
S + µ

(2)
S . Then ω(1)

k 6 ω
(2)
k for k = 1, 2, 3, . . . .Theorems 1�5 
an be proved for more general boundary 
onditions on Ω1. Forexample, they hold true for boundary 
onditions of the form

w|
Ω

(1)
1

= 0, n · σ|
Ω

(2)
1

= 0, n · w|
Ω

(3)
1

= 0, n · σ · (I − n ⊗ n)|
Ω

(3)
1

= 0,where Ω1 = Ω
(1)
1 ∪ Ω

(2)
1 ∪ Ω

(3)
1 , Ω

(1)
1 ∩ Ω

(2)
1 = ∅, and Ω

(2)
1 ∩ Ω

(3)
1 = ∅.These theorems 
an also be proved when Ω1 = ∅, i.e., when Problems Pf and Pssare formulated for a body free from geometri
al 
onstraints. In this 
ase the �rst sixeigenfrequen
ies are equal to zero, and the 
orresponding eigenmodes 
onstitute thebasis for the translations and rotations of a rigid body.4. Radial os
illations of an elasti
 sphere with surfa
e stresses. To illustratethe spe
tral properties of Problems Pss, Pf , and P0, we 
onsider the os
illations of anelasti
 sphere � a problem that admits analyti
al solution.For simpli
ity we introdu
e the normalized eigenfrequen
y η by η2 = ρω2

λ+2µ
. ForProblem Pss, the dependen
ies of ηk on α are given in Fig. 1, where α = 4(λS +µS)/µais a dimensionless parameter, a is the radius of the sphere. Here the dashed and stroke-dashed lines 
orrespond to ηfk and η◦k for Problems Pf and P0, respe
tively. Note that

α → 0 as a → ∞, while α → ∞ as a → 0. With the given elasti
 moduli, theeigenfrequen
y depends on a, whi
h is a so-
alled size e�e
t. It follows that ηk = ηfkwhen α = 0 and ηk → η◦k when α → ∞. Thus, the bounds (13) 
annot be strengthened,in general.Con
lusions. We established lower and upper bounds for the eigenfrequen
ies ofan elasti
 body with surfa
e stresses. These bounds 
annot be improved. For the ktheigenfrequen
y, the lower bound is the kth eigenfrequen
y of the same body with freeboundary, while the upper bound is the kth eigenfrequen
y of the same body with �xedboundary (the eigenfrequen
ies are numbered in in
reasing order, taking into a

ountmultipli
ity of the modes). An in
rease in the values of surfa
e elasti
 moduli impliesan in
rease in the eigenfrequen
ies. The proof is based on Rayleigh's minimal prin
ipleand Courant's maximum-minimum prin
iple.The in
rease in the eigenfrequen
ies for the elasti
 body with surfa
e stresses, in
omparison with the same body with free boundary, 
an be interpreted as the in
reasein the sti�ness. This 
on
lusion 
oin
ides qualitatively with the results for nano-porous
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αα�èñ. 1. Dependen
ies of the normalized eigenfrequen
ies ηk on α for k = 1, 2, . . . , 7.or nano-
ellular media, and with the in
rease in sti�ness parameters of nanosizedplates and shells. The in�uen
e of the surfa
e elasti
ity is more signi�
ant for highereigenfrequen
ies and for bodies with surfa
e imperfe
tions. The sti�ening e�e
t is alsomore signi�
ant when the body sizes de
rease, i.e., for nano-sized bodies.The se
ond author was supported by DFG grant No. AL 341/33-1 and by the RFBRunder grant No. 09-01-00459. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Altenba
h H., Eremeyev V.A., Lebedev L. P. On the existen
e of solution in the linearelasti
ity with surfa
e stresses // ZAMM. 2010. Vol. 90. � 7. Pp. 535�536.[2℄ Altenba
h H., Eremeyev V.A., Lebedev L. P. On the spe
trum and sti�ness of an elasti
body with surfa
e stresses // ZAMM. 2011. Vol. 91 � 9. Pp. 699�710.Àëüòåíáàõ Õ., Åðåìååâ Â.À., Ëåáåäåâ Ë.Ï. Î ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ óïðóãîãîòåëà ñ ïîâåðõíîñòíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ÷àñòîò äëÿ óïðóãîãî òåëà ïðè ó÷åòå ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé. Ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà çà-äà÷è èñïîëüçóåò âàðèàöèîííûé ïðèíöèï �ýëåÿ. Óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà ñïåêòðà. Â ÷àñò-íîñòè, äàíû îöåíêè äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò ïîâûøåíèå æåñò-êîñòè óïðóãîãî òåëà ñ ïîâåðõíîñòíûìè íàïðÿæåíèÿìè ïî ñðàâíåíèþ ñ òàêèì æå óïðóãèìòåëîì, íå îáëàäàþùèì ñâîéñòâàìè ïîâåðõíîñòíîé óïðóãîñòè.



STEADY STREAMING BETWEEN TWO VIBRATING PLANESAT HIGH REYNOLDS NUMBERSMorgulis A.B.∗, ∗∗, Ilin K. I.∗∗∗
∗Southern Federal University, Rostov-na-Donu
∗∗Southern Mathemati
al Institute, Vladikavkaz

∗∗∗The University of YorkWe 
onsider the in
ompressible �ows in a gap between two walls driven by the periodi
aldeforming of the walls. Su
h driving gives rise to the steady streaming (steady mean �ows)whi
h are in the fo
us of our study. Our approa
h invovlves the asymptoti
 integration ofthe Navier�Stokes system in the 
ase when both the wall displa
ements and the thi
kness ofthe Stokes layer are small but of the same order of magnitude. We employ Vishik�Lyusternikte
hnique and apply it dire
tly to the variable �ow domain.The present 
ommuni
ation is very brief version of E-print [21℄.Consider the vis
ous in
ompressible and homogeneous �ows in a gap between twowalls driven by the periodi
al deforming of the walls. The �ow parameters are theamplitude and frequen
y of the deforming, the mean distan
e between the walls andthe kinemati
 vis
osity of the �uid. They are denoted as a, ω, d and ν∗ respe
tively.There are two dimensionless parameters
ε = a/d = V ∗

0 /ωd, Rs = V ∗2
0 /ων∗ (1)where V ∗

0 = ωa is the amplitude of the velo
ity of the wall. The present paper dealswith the �ow regimes with Rs ∼ 1, ε ≪ 1. Note that Rs/ε is nothing more than thestandard Reynolds number R = V ∗
0 d/ν

∗ whi
h is great, therefore.The vibrations of the walls gives rise to the steady mean �ows that are widelyknown as the steady streaming. Most 
lassi
al �ows (e.g. indu
ed by the os
illatingrigid sphere or by the surfa
e waves) were treated by many authors in a wide rangeof Rs [1�10℄). The 
onsiderations of the deforming walls relates to the theory of theperistalti
 �ows (see e.g. [11�17℄). As far as we know, the pre
eding resear
h in thisarea was restri
ted to small Rs while the 
ase Rs ∼ 1 has not been treated before. Ourtreatment employs the asymptoti
 solution for ε→ +0 whi
h we 
onstru
t with the useof the Vishik�Lyusternik te
hnique. In some respe
ts our 
onstru
tion resembles thatof Levenshtam [18℄ who 
onsidered periodi
ally driven �ows in general �xed domain.Also, similar te
hniques were involved in [19, 20℄. We build the asymptoti
 solutiondire
tly for the the variable �ow domain. Note that our assumptions imply that theamplitude of the wall displa
ement is of the same order of magnitude as the thi
knessof the Stokes layer. As a result, the boundary 
onditions on the deforming walls 
annotbe transferred to the �xed mean positions of the walls. This is what gives 
ertainpe
uliarity to the employing of the Vishik�Lyusternik s
heme.1. Formulation of the problem.We write the dimensionless Navier�Stokes equations
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onditions in the form
vτ + ε (v · ∇)v = −∇p + ε2ν∇v, ∇ · v = 0; εf < z < 1 + εg (2)
v
∣∣
z=εf

= fτ ez, v
∣∣
z=1+εg

= gτ ez. (3)where ν = R−1
s ∼ 1; f = f(x, y, τ) and g = g(x, y, τ) are given fun
tions that possessesboth temporal and spatial periodi
ity with periods Lx, Ly and 2π in x, y and τ . Inaddition, we assume that both spatial and temporal averaged values both of f and of

g are equal to zero. We seek for the asymptoti
 solutions (v, p) possessing spatial andtemporal periodi
ity with periods spe
i�ed above in the 
ase of ε → 0 and ν = O(1).2. The asymptoti
 solution has the form
v = ṽ0 + vb0 + ε(v̄1 + ṽ1 + vb1) +O(ε2), ε→ +0.Here the �elds bearing supers
ript b represent the boundary layer 
orre
tions, `tilde-terms' are time-periodi
 fun
tions vanishing on average (here we mean the temporalaveraging) while `bar-term' is the time-independent �eld. One may think that v̄1des
ribes the long-term drift of the material parti
les (the time s
ale for the driftis T = ε−2ω−1) but this is not the 
ase. The a
tual drift velo
ity has the form
vL = v̄1 + V; 2V = [ζτ , ζ], ζτ = ṽ0; ζ̄ = 0.Here the overlining denotes the temporal averaging. We note that ṽ0 is the irrotational�ow 
aused by the normal deforming of the walls. However, V is generally vorti
al.The seeking of v̄1 leads to the following problem

(v̄1 · ∇)v̄1 = −∇Π + ν∇2v̄1 + V × curl v̄1 for z : 0 < z < 1; v̄1|z=0,1 = a0,1(4)Both a0 and a1 admit an expli
it expressing on the planes z = 0, 1. In parti
ular,
(a0 + V) · ez|z=0 = (a0 + V) · ez|z=1 = 0.Consequently, the normal 
omponent of the a
tual drift velo
ity vL is equal to zeroeverywhere on the averaged walls. As well, there are general expli
it expressions forthe tangential 
omponents of a0 and a1 in the terms of ṽ0, f , g, vb0, see [21℄. They arequite e�e
tive as the boundary layer equations are linear and admit simple redu
ingto the elementary heat equation. We give more details for the examples below.Traveling waves. Assume that

f(x, τ) = F (kx− τ), g(x, τ) = αF (kx− τ), (5)where F is an arbitrary 2π-periodi
 fun
tion of h = kx− τ where k > 0 and α = ±1; if
α = 1 then we have the bending waves else we have the 
ontra
ting-expanding waves.Then

vL = (A(k) + V0(z))ex, V0 = 4k

∞∑

n=1

n2|F̂n|2
cosh(kn) − α

sinh2(kn)
cosh [kn(2z − 1)] ; (6)

A(k) = k

∞∑

n=1

n2|F̂n|2(5 + cosh2(kn) − 6α cosh(kn))sinh−2(kn) (7)
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oe�
ients of F . Let us note that the total volume �ux ofthe �uid through the 
hannel (per unit length in y dire
tion) determines a quadrati
fun
tional Q = Q(F ). The maximizing of Q(F ) among F :
∑∞

n=1 n
2|F̂n|2 = 1 givesanswer to the question on what shape of the traveling waves leads to the the moste�
ient generating of the averaged �ow. Apparently, the maximizers have the form

A cos(mh) + B sin(mh) where m must maximize the sequen
e of reals that 
an bewritten out expli
itly. It turns out that m = 1 for the 
ontra
ting/expanding waves(α = −1). In the 
ase of bending waves, the optimal mode depends on k, see �g. 1. One
an see that m is equal to 1 for k & 2.9 (i.e. for su�
iently short waves) and in
reaseswhen k de
reases.
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�èñ. 1. Optimal m vs k for the bending waves (α = 1).Consider now the waves traveling in the opposite dire
tions; for instan
e, set
f = cos(kx− τ), g = cos(kx+ τ),Let v̄1 = ū1ex + w̄1ez. Then the boundary 
onditions for the mean �ow are

ū1

∣∣
z=0

= B+(k, x), ū1

∣∣
z=1

= B−(k, x), w̄1

∣∣
z=0

= C(k, x), w̄1

∣∣
z=1

= C(k, x), (8)
B±(k, x) = k

4

[
±1 + 6α cosh(k)

sinh2(k)
sin(2kx)

]
, C(k, x) = αk sin(2kx)

sinh(k)
. (9)The Stokes 
orre
tion to the drift velo
ity is

V(x, z) = V1(z)ex + V3(x)ez, V1(z) = −k sinh[k(2z − 1)]

sinh(k)
, V3(z) = −C(k, x), (10)where C(k, x) is given by (9). Thus, the total drift velo
ity 
an be easily foundnumeri
ally. The results are presented on �g.2. Looking at �g. 2 one 
an 
on
ludethat the drift �ow depends on the wavelength in a 
ompli
ated way. For short wavesthe averaged �ow is a superposition of a shear �ow with a linear velo
ity pro�le anda periodi
 array of weak vorti
es (`
at's eyes') in the 
enter of the 
hannel. When thewavelength in
reases, the vorti
es �rst grow in size and magnitude. Then they split
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�èñ. 2. Streamlines of the drift velo
ity for α = 1 and ν = 1 (waves traveling in oppositedire
tions).into a pair of vorti
es of the same sign, and at the same time new vorti
es appear nearthe walls and move towards the 
enter of the 
hannel. Eventually, for long waves, thereare two arrays of alternating vorti
es.
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