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ÊÐÈÒÅÐÈÈ ÏÎËÍÎÒÛ ÑÈÑÒÅÌ
ÍÅÏÐÈÂÎÄÈÌÛÕ ÒÅÍÇÎÐÎÂ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÉ

ÌÈÊÐÎÏÎËßÐÍÎÃÎ ÊÎÍÒÈÍÓÓÌÀ

Êîâàëåâ Â. À. 1, Ðàäàåâ Þ. Í. 2

1Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé óíèâåðñèòåò óïðàâëåíèÿ Ïðàâèòåëüñòâà Ìîñêâû
2Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À. Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ïîëíûõ ñèñòåì íåïðèâîäèìûõ îáúåêòèâíûõ
ìåð äåôîðìàöèè è ýêñòðàäåôîðìàöèè ìèêðîïîëÿðíîãî êîíòèíóóìà, äîïóñêàþùåãî âëî-
æåíèå âî âíåøíåå ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ â ðàì-
êàõ è ìåòîäàìè ôèçè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ â ñî÷åòàíèè ñ òåîðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðè-
àíòîâ êîíå÷íûõ ñèñòåì êîíòðàâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ â ïëîñîêì ïðîñòðàíñòâå. Òåíçîðû
äåôîðìàöèè ïðè ýòîì êîíñòðóèðóþòñÿ êàê íåïðèâîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå èíâàðèàíòû
ñèñòåìû êîíòðàâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ çàäàåòñÿ ïëîòíîñòü èíòåãðà-
ëà äåéñòâèÿ, îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ðåøåíèå
îãðàíè÷èâàåòñÿ õàðàêòåðíûìè äëÿ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà ñèñòåìàìè ðàöèîíàëüíûõ èëè
öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Óêàçàíû êðèòåðèè ïîëíîòû ñèñòåìû òåíçîðîâ äåôîð-
ìàöèè è ýêñòðàäåôîðìàöèè ìèêðîïîëÿðíîãî êîíòèíóóìà.

1. Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ. Êîíòèíóàëüíûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåé-
øèõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñðåä ñ ìèêðîñòðóêòóðîé.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ñïëîøíûõ äåôîðìèðóåìûõ ñðåä íå
â ñîñòîÿíèè ó÷åñòü â ñâîèõ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèÿõ äëÿ ðåàëüíûõ òåë õàðàê-
òåðíûå âíóòðåííèå ëèíåéíûå ìèêðîìàñøòàáû, ñâÿçàííûå ñ èõ ìèêðîñòðóêòóðîé.
Ìèêðîïîëÿðíûå êîíòèíóóìû îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü áîëåå èëè ìåíåå òî÷íîãî
îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ êëàññîâ ìàòåðèàëîâ, îáëàäàþùèõ
ìèêðîñòðóêòóðîé: æèäêèå êðèñòàëëû (ñðåäà ñ ìèêðîñòðóêòóðîé, îïðåäåëÿåìîé
îäíèì ïîëÿðíûì äèðåêòîðîì), ãîðíûå ïîðîäû è ãðàíóëèðîâàííûå ñðåäû, êîìïî-
çèòû, êðèñòàëëû ñ íåñîâåðøåíñòâàìè â ôîðìå äèñëîêàöèé.

Ïðåäñòàâëÿåìàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ ïîëíûõ ñèñòåì íåïðè-
âîäèìûõ îáúåêòèâíûõ ìåð äåôîðìàöèè è ýêñòðàäåôîðìàöèè ìèêðîïîëÿðíîãî êîí-
òèíóóìà, äîïóñêàþùåãî âëîæåíèå âî âíåøíåå ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî (âîçìîæíî áî-
ëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè) ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ïðîáëåìà
ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ è ìåòîäàìè ôèçè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ è òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ êîíå÷íûõ ñèñòåì êîíòðàâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ. Òåíçîðû äåôîðìàöèè
ïðè ýòîì êîíñòðóèðóþòñÿ êàê èíâàðèàíòû ñèñòåìû êîíòðàâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ
âíåøíåãî ýéëåðîâà ïðîñòðàíñòâà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ çàäàåòñÿ ïëîòíîñòü èíòå-
ãðàëà äåéñòâèÿ, îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ðåøåíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ õàðàêòåðíûìè äëÿ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà ñèñòåìàìè ðà-
öèîíàëüíûõ èëè öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ íåêîòî-
ðîé ðåãóëÿðíîé ïðîöåäóðû îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð ñèñòåìû îáúåêòèâíûõ (ò. å. íå
çàâèñÿùèõ îò âðàùåíèé ýéëåðîâîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà)
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òåíçîðîâ äåôîðìàöèè. Çàòåì óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïðèâîäèìîñòü òåíçîðîâ, îáðàçó-
þùèõ ñèñòåìó. Êàæäàÿ ñèñòåìà îáúåêòèâíûõ òåíçîðîâ äåôîðìàöèè äîëæíà óäî-
âëåòâîðÿòü ñâîéñòâó ïîëíîòû: ïîëíàÿ ñèñòåìà íå äîïóñêàåò ïðèñîåäèíåíèÿ ê íåé
íîâûõ íåïðèâîäèìûõ òåíçîðîâ äåôîðìàöèè è òåì ñàìûì ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå
íå èìåþùèõ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà âêëàäîâ â èíòåãðàë äåéñòâèÿ. Óêàçàíû êðèòå-
ðèè ïîëíîòû ñèñòåìû òåíçîðîâ äåôîðìàöèè è ýêñòðàäåôîðìàöèè ìèêðîïîëÿðíîãî
êîíòèíóóìà. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïîëíûõ íåïðèâîäèìûõ ñèñòåì. Ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ îáúåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ êîíå÷íîé äåôîðìàöèè ìèêðîïîëÿðíîãî êîíòèíóóìà ñ
íåæåñòêèì ìèêðîñòðóêòóðíûì òðèýäðîì.

2. Ìèêðîïîëÿðíûé êîíòèíóóì. Ïëîòíîñòü äåéñòâèÿ. Êîíòèíóóì êàê
ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò ÷àùå âñåãî ìûñëèòñÿ êàê äèôôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðà-
çèå íåêîòîðîé ðàçìåðíîñòè M . Â ýòîì ñëó÷àå äàæå íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé îá îêðóæàþùåì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîå êîíòèíóóì ìîæåò áûòü âëîæåí.
Èíäèâèäóàëüíûå òî÷êè êîíòèíóóìà ñóòü òî÷êè óêàçàííîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî
ìíîãîîáðàçèÿ; îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíîé ïåðåìåííîé � , êîòîðàÿ, â ñâîþ
î÷åðåäü, êàê ýòî óñòàíàâëèâàåòñÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèé èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ êîîðäèíàò � � (òàê íàçûâàåìûå ìàòåðèàëüíûå êîîðäèíàòû). Â òîì ñëó÷àå,
êîãäà êîíòèíóóì äîïóñêàåò âëîæåíèå â íåêîòîðîå ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåð-
íîñòè N ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì âåñòè ðå÷ü î ïîëî-
æåíèÿõ X â ýòîì ïðîñòðàíñòâå è èçìåðåíèÿõ. Ðåôåðåíöèàëüíîå ïîëîæåíèå òî÷êè
êîíòèíóóìà X âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñâÿçàíî ñ ìàòåðèàëüíîé ïåðåìåííîé � , ïîýòî-
ìó ðåôåðåíöèàëüíóþ ïåðåìåííóþ X ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòåðèàëüíóþ è
ïîïðîñòó îòîæäåñòâèòü ïåðåìåííûå X è � .

ßñíî, ÷òî â íàèáîëåå îáùåé ôîðìå äåôîðìàöèþ êîíòèíóóìà ìîæíî âûðàçèòü
îòîáðàæåíèåì � ! x, êîòîðîå â êàæäûé äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t óêàçûâàåò
ïðîñòðàíñòâåííîå ïîëîæåíèå x èíäèâèäóàëüíîé òî÷êè êîíòèíóóìà � . Â ñèëó ñêà-
çàííîãî âûøå, ýòî îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü çàìåíåíî îòîáðàæåíèåì ïîçèöèîí-
íûõ ïåðåìåííûõ: X ! x. Ñ êîîðäèíàòàìè X � , x j ñâÿçàíû ìåòðèêè: îòñ÷åòíàÿ
(ëàãðàíæåâà) ìåòðèêà 8g�� è âíåøíÿÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ (ýéëåðîâà) ìåòðèêà gij .
Îáðàòíûì øòðèõîì (backprime) ñëåâà îò ñèìâîëà áóäóò ñíàáæàòüñÿ âåëè÷èíû,
àññîöèèðîâàííûå ñ ðåôåðåíöèàëüíûì ñîñòîÿíèåì.

Â òåîðèÿõ êîíòèíóóìà ñ ìèêðîñòðóêòóðîé (ñì., íàïðèìåð, [1]) ïðîèçâîëüíàÿ
¾êîíå÷íàÿ¿ äåôîðìàöèÿ êîíòèíóóìà, ïðåäñòàâëÿåìàÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåîáðàçî-
âàíèåì ïîçèöèîííûõ ïåðåìåííûõ X ! x, ñîïðîâîæäàåòñÿ ýêñòðà-äåôîðìàöèåé,
ïðîÿâëÿþùåéñÿ â ôîðìå íàðóøåíèé âçàèìíîé îðèåíòàöèè è ìåòðè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê ñèñòåìû ïîëÿðíûõ d-âåêòîðîâ dk

a
(a = 1; 2; : : : ; N ), ñâÿçàííûõ ñ ìèêðî-

ýëåìåíòîì.
Ãðàäèåíò äåôîðìàöèè èëè ¾äèñòîðñèÿ¿

@� x j (1)

õàðàêòåðèçóåò àôôèííóþ äåôîðìàöèþ ýëåìåíòà êîíòèíóóìà. Äèñòîðñèÿ @� x j

òðàíñôîðìèðóåò îòñ÷åòíûé ëèíåéíûé ýëåìåíò dX � â àêòóàëüíîå ïîëîæåíèå dxj

ñîãëàñíî
dxj = ( dX � )@� x j : (2)

Äèñòîðñèÿ @� x j , êàê èçâåñòíî, ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ ÷èñòîé äåôîðìàöèè
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(ðàñòÿæåíèé îòíîñèòåëüíî òðåõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ãëàâíûõ îñåé äåôîðìàöèè
â îòñ÷åòíîì ïîëîæåíèè) è ïîâîðîòà îòñ÷åòíîãî òðèýäðà ãëàâíûõ îñåé äåôîðìàöèè
äî èõ àêòóàëüíîãî ïîëîæåíèÿ.

Êîíâåêòèâíàÿ ìåòðèêà g�� âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè è
âíåøíåé ýéëåðîâîé gij ìåòðèêè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ôîðìóëû:

g�� = gij (@� x i )(@� x j ): (3)

Ìåòðèêè 8g�� è g�� ðîòàöèîííî-èíâàðèàíòíû ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîâîðîòàõ ýé-
ëåðîâîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû x j .

Îòäàâàÿ ïðèîðèòåò òåîðåòèêî-ïîëåâîìó ïîäõîäó [2], áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýé-
ëåðîâû ïåðåìåííûå x j êàê ôèçè÷åñêèå ïîëÿ. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê ñèñòåìå
d-âåêòîðîâ. Ïîñëåäíèå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýêñòðà-ïîëåâûå (ñâåðõ ïîçèöèîííûõ
ïåðåìåííûõ x j ) ïåðåìåííûå è ââîäÿòñÿ â ôîðìàëèçì òåîðèè ïîëÿ ñ ïîìîùüþ êîí-
òðàâàðèàíòíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò. Ïëîòíîñòü äåéñòâèÿ (ëàãðàíæèàí)
L â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó îáúåìà â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè ïðèìåì â ñëåäóþùåé ôîð-
ìå:

L = L (X � ; d
a

j ; _x j ; _d
a

j ; @� x j ; @� d
a

j ): (4)

3. Òåíçîðû äåôîðìàöèè êàê ðàöèîíàëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå èíâàðèàí-
òû. Ïëîòíîñòü äåéñòâèÿ L ÿâëÿåòñÿ îáúåêòèâíîé âåëè÷èíîé è íå äîëæíà çàâèñåòü
îò ïîâîðîòîâ ýéëåðîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîýòîìó L íà ñàìîì äåëå ôóíêöè-
îíàëüíî çàâèñèò ëèøü îò òàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ êîìáèíàöèé êîíòðàâàðèàíòíûõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ âåêòîðîâ

@� x i ; d
a

j ; @� d
a

j ; (5)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà. Ê òàêîâûì ñëåäóåò îòíåñòè ïîïàðíûå âíóò-
ðåííèå (â ïðîñòðàíñòâåííîé ìåòðèêå) ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ (5)

g�� = gij (@� x i )(@� x j );

R
a

� = gij (@� x i )d
a

j ;

T
a

�� = gij (@� x i )(@� d
a

j );

S
ab

= gij d
a

i d
b

j ;

R
ab

� = gij (@� d
a

i )d
b

j ;

T
ab

�� = gij (@� d
a

i )(@� d
b

j );

(6)

ñîáñòâåííî è îáðàçóþùèå íåïðèâîäèìûå òåíçîðû äåôîðìàöèè, à òàêæå N� N -îïðå-
äåëèòåëè, â ñòîëáöàõ êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ýéëåðîâû êîìïîíåíòû âñåâîçìîæíûõ
ñèñòåì èç N âåêòîðîâ (5).

Íåïðèâîäèìîñòü êàæäîãî èç óêàçàííûõ èíâàðèàíòîâ áåç òðóäà îáîñíîâûâàåò-
ñÿ, ïðàâäà, ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ ëèøü öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè
èíâàðèàíòàìè ñèñòåìû âåêòîðîâ (5). Ïîëíîòó ñèñòåìû (6) âìåñòå ñ óïîìÿíóòûìè
îïðåäåëèòåëÿìè, ò. å. âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî öåëîãî ðàöèîíàëüíîãî
èíâàðèàíòà êàê ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îò (6) è îïðåäåëèòåëåé, ìîæíî äîêàçàòü,
îïèðàÿñü íà èçâåñòíûå êðèòåðèè ïîëíîòû ñèñòåì ðàöèîíàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ (ñì., íàïðèìåð, [3]). Òåíçîðû äåôîðìàöèè â ïðàâîé êîëîíêå (6) íèêàê
íå ñâÿçàíû ñ ãðàäèåíòîì äåôîðìàöèè è îáû÷íî âîîáùå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êâàäðàòû ðàññìàòðèâàåìûõ îïðåäåëèòåëåé â ñèëó ôîð-
ìóë Ãðàìà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ñèñòåìû âåêòîðîâ (5).
Ïîýòîìó ñàìè îïðåäåëèòåëè ðàöèîíàëüíî íå âûðàçèìû â òåðìèíàõ ýéëåðîâûõ êîì-
ïîíåíò âåêòîðîâ (5). Â ÷àñòíîñòè, åñëè M = N , öåëîå ðàöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå,
ñâÿçûâàþùåå ÿêîáèàí äåôîðìàöèè J = det ( @� x j ) è êîíâåêòèâíóþ ìåòðèêó

det (gij )J 2 � det (g�� ) = 0 ;

âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ñèçèãèè. Òàêîãî ðîäà ñèçèãèè ìîãóò áûòü âûïèñàíû äëÿ âñåõ
íåçàâèñèìûõ äåòåðìèíàíòîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñèñòåìàìè èç N âåêòîðîâ (5).

4. Ïîñòðîåíèå òåíçîðîâ äåôîðìàöèè èç ýëåìåíòîâ ïîëÿðíûõ ðàçëî-
æåíèé. Ïîëíûå ñèñòåìû â ñëó÷àå M = N ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ ïî-
ëÿðíûõ ðàçëîæåíèé. Ãðàäèåíò äåôîðìàöèè âñåãäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê
ïðîèçâåäåíèå ñèììåòðè÷íîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà
jxj �� (ìîäóëÿ) è îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà � i� (òåíçîðà ïîâîðîòà):

@� x i = jxj �� � i� : (7)

Îðòîãîíàëüíîñòü òåíçîðà ïîâîðîòà � i� âûðàæàåòñÿ îäíèì èç ýêâèâàëåíòíûõ
óðàâíåíèé:

gij � i� � j = 8g� ; 8g� � i� � j = gij : (8)

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìîäóëÿ ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè jxj �� , îáîçíà÷àåìûå ÷åðåç
8k
A

� , îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé â îòñ÷åòíîé ìåòðèêå 8g�� ïîëèýäð

8g��
8k
A

� 8k
C

� = �
AC

;

îïðåäåëÿþùèé îòñ÷åòíûå îðèåíòàöèè ãëàâíûõ îñåé äåôîðìàöèè.
Àêòóàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ãëàâíûõ îñåé äåôîðìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå

ïîâîðîòà ïîëèýäðà 8k
A

� :

k
A

s = � s� 8k
A

� :

Âåêòîðû k
A

s âçàèìíî îðòîãîíàëüíû â ýéëåðîâîé ìåòðèêå gij .

Äèñòîðñèÿ @� x j , òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ ïîñëåäîâà-
òåëüíî âûïîëíÿåìûõ ÷èñòîé äåôîðìàöèè (ðàñòÿæåíèé îòíîñèòåëüíî âçàèìíî îð-
òîãîíàëüíûõ ãëàâíûõ îñåé äåôîðìàöèè â îòñ÷åòíîì ïîëîæåíèè) è ïîâîðîòà îò-
ñ÷åòíîãî ïîëèýäðà ãëàâíûõ îñåé äåôîðìàöèè äî èõ àêòóàëüíîãî ïîëîæåíèÿ.

Ïîëÿðíûå ðàçëîæåíèÿ ãðàäèåíòîâ d-äèðåêòîðîâ èìåþò âèä

@� d
a

i = jd
a
j �� �

a

i� ; (9)

ãäå òåíçîðû jd
a
j �� ñèììåòðè÷íû è ïîëîæèòåëüíû, à ¾òåíçîðû ïîâîðîòà¿ �

a

i� îðòî-

ãîíàëüíû (ñ÷èòàþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè, åñëè ãðàäèåíò âûðîæäàåòñÿ).
Òåíçîðû jxj �� è jd

a
j �� , î÷åâèäíî, ðîòàöèîííî-èíâàðèàíòíû. Ñ òåì ÷òîáû ïîëó-

÷èòü ïîëíóþ ñèñòåìó, ê íèì ñëåäóåò äîáàâèòü ñëåäóþùèå âíóòðåííèå ïðîèçâåäå-
íèÿ (îáÿçàòåëüíî ñîäåðæàùèå ìíîæèòåëü � i� ):

gij d
a

i � j� ; gij � i� � j ; gij � i� �
a

j : (10)
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Ðàññìîòðèì êîíòðàâàðèàíòíûé îòñ÷åòíûé âåêòîð gij d
a

i � j� . Îí ïîëó÷àåòñÿ â ðå-

çóëüòàòå îáðàòíîãî ïîâîðîòà àêòóàëüíîãî ïîëîæåíèÿ d-äèðåêòîðà ñ óêàçàòåëåìa
â íåêîòîðîå îòñ÷åòíîå ïîëîæåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àþùååñÿ îò 8d

a

� .

Âòîðîé èç ïåðå÷èñëåííûõ â (10) òåíçîðîâ â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè òåíçîðà ïî-
âîðîòà � i� â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îòñ÷åòíîé ìåòðèêîé:

8g� = gij � i� � j : (11)

Ïîñêîëüêó ìîäóëè ãðàäèåíòîâ d-äèðåêòîðîâ íèêàê íå ñâÿçàíû ñ ãðàäèåíòîì
äåôîðìàöèè, èõ íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü â òðåòèé èç òåíçîðîâ (10), óñòðàíÿÿ òåì
ñàìûì è âîçìîæíóþ íåîïðåäåëåííîñòü ¾òåíçîðîâ ïîâîðîòà¿:

jd
a
j �& gij � i �

a

j&: (12)

Ïåðâàÿ ñèñòåìà èíâàðèàíòîâ âûðàçèìà â òåðìèíàõ âòîðîé ñ ïîìîùüþ öåëûõ
ðàöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé:

g�� � 8g�� jxj �� jxj �� = 0; R
a

� � j xj �� d
a

j � j� = 0;

T
a

�� � j xj �� jd
a
j � gij � i� �

a

j = 0:
(13)

Ïîëíîòà âòîðîé èç ðàññìîòðåííûõ ñèñòåì òåíçîðîâ äåôîðìàöèè îáåñïå÷èâà-
åòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè, óñòàíàâëèâà-
åìûì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (13); ïîñëåäíèå â òåðìèíàõ âòîðîé ñèñòåìû èíâà-
ðèàíòîâ âûñòóïàþò êàê ñèçèãèè.
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Êîëåñíèêîâ À. Ì.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè âûñîêîýëàñòè÷íîé òîíêîñòåí-
íîé òðóáêè. Îäèí êîíåö òðóáêè îäåò íà íåïîäâèæíûé íåãëàäêèé òâ¼ðäûé öèëèíäð. Ê
äðóãîìó êîíöó ïðèëîæåíà ïðîäîëüíàÿ ðàñòÿãèâàþùàÿ ñèëà. Äåôîðìàöèÿ òðóáêè ïîëàãà-
åòñÿ êîíå÷íîé è îñåñèììåòðè÷íîé. Òðóáêà ìîäåëèðóåòñÿ áåçìîìåíòíîé öèëèíäðè÷åñêîé
îáîëî÷êîé, èçãîòîâëåííîé èõ íåñæèìàåìîãî èçîòðîïíîãî íåëèíåéíî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà.
Öèëèíäð ñ÷èòàåòñÿ àáñîëþòíî òâ¼ðäûì òåëîì. Êîíòàêò ìåìáðàíû è öèëèíäðà îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ òðåíèåì. Ñóõîå òðåíèåì ìåæäó ìåìáðàíîé è öèëèíäðîì ìîäåëèðóåòñÿ çàêîíîì
Êóëîíà. Ìåìáðàíà íå áóäåò ñîñêàëüçûâàòü ñ öèëèíäðà òîëüêî áëàãîäàðÿ òðåíèþ è ïðè
äîñòàòî÷íîé îáëàñòè êîíòàêòà. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü ìèíèìàëüíîé äëèíû
êîíòàêòà, íåîáõîäèìîé äëÿ ðàâíîâåñèÿ ìåìáðàíû. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî äëÿ
ôóíêöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè Áàðòåíåâà � Õàçàíîâè÷à.

1. Ââåäåíèå. Ñóùåñòâóåò ìíîãî èññëåäîâàíèé îñåñèììåòðè÷íûõ äåôîðìàöèé
òîíêîñòåííûõ âûñîêîýëàñòè÷íûõ ìåìáðàí. Â ýòèõ çàäà÷àõ íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-
í¼ííûì òèïîì íàãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîå äàâëåíèå, íàïðèìåð, ãàçà. Äðóãèå
òèïû âîçäåéñòâèé íà ìåìáðàíó èññëåäîâàíû ìåíüøå. Êðîìå âçàèìîäåéñòâèÿ ãàçà
è æèäêîñòè ìåìáðàíû ÷àñòî âçàèìîäåéñòâóþò ñ òâ¼ðäûìè òåëàìè. Â áîëüøèí-
ñòâå èññëåäîâàíèé êîíòàêò ìåìáðàíû ñ äðóãèì òâ¼ðäûì òåëîì ïðèíèìàåòñÿ áåç
òðåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ ñ òðåíèåì ïðîâåäåíû â ðàáîòàõ [1, 2].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè äëèííîé òîíêîñòåííîé
òðóáêè, èçãîòîâëåííîé èç âûñîêîýëàñòè÷íîãî ìàòåðèàëà. Îäèí êîíåö êîòîðîé îäåò
íà íåïîäâèæíûé íåãëàäêèé àáñîëþòíî òâ¼ðäûé öèëèíäð. Ê äðóãîìó êîíöó òðóá-
êè ïðèëîæåíà ïðîäîëüíàÿ ðàñòÿãèâàþùàÿ ñèëà. Ðàâíîâåñèå òðóáêè, îäåòîé íà öè-
ëèíäð, âîçìîæíî òîëüêî çà ñ÷¼ò ñèë òðåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íîé îáëàñòè êîíòàêòà.
Öåëü ðàáîòû îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ íåîáõîäèìóþ äëèíó îáëàñòè êîíòàêòà.

2. Êîíå÷íàÿ äåôîðìàöèÿ ìåìáðàíû âðàùåíèÿ. Ïóñòü â íà÷àëüíîé êîí-
ôèãóðàöèè óïðóãàÿ ìåìáðàíà çàäà¼òñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè: f r (s); '; z (s)g â öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïóñòü ïàðàìåòðû f s; ' g áóäóò ëàãðàíæåâûìè êîîð-
äèíàòàìè. Òàêæå îíè ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâûìè êîîðäèíàòàìè ñðåäèíîé ïîâåðõíîñòè
ìåìáðàíû â îòñ÷¼òíîé êîíôèãóðàöèè.

Ðàññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íóþ äåôîðìàöèþ ìåìáðàíû. Ïóñòü ÷àñòèöà ñ ëàãðàí-
æåâûìè êîîðäèíàòàìè f s; ' g èç ïîëîæåíèÿ f r (s); '; z (s)g ïåðåìåñòèòñÿ â ïîëîæå-
íèå f R(s); '; Z (s)g, çàäàâàåìîå â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Òîãäà ãëàâíûå êðàòíîñòè óäëèíåíèé � 1, � 2 è ãëàâíûå êðèâèçíû � 1, � 2 äåôîð-
ìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè çàäàþòñÿ â âèäå

� 1 =

s
(R0)2 + ( Z 0)2

(r 0)2 + ( z0)2 ; � 2 =
R
r

;

� 1 =
 0

� 1
; � 2 =

sin 
r� 2

; tan  =
Z 0

R0
:

(1)
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Çäåñü()0 = d()=ds,  � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê îáðàçóþùåé äåôîðìèðîâàííîé
ìåìáðàíû è îñüþ � .

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óïðóãîé ìåìáðàíû â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîé äåôîðìà-
öèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dT1

ds
+

T1 � T2

R
dR
ds

+ � 1� 1 = 0;

T1� 1 + T2� 2 + � = 0:
(2)

ÇäåñüT1 è T2 � ãëàâíûå óñèëèÿ â ìåìáðàíå, � 1 � êàñàòåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ
íàãðóçêà âäîëü îáðàçóþùåé è � � íîðìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ íàãðóçêà.

Äëÿ ãèïåðóïðóãîãî íåñæèìàåìîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà îïðåäåëÿþùèå ñîîò-
íîøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìà-
öèè W = W(� 1; � 2), êàê ôóíêöèè ãëàâíûõ êðàòíîñòåé óäëèíåíèé:

T1 =
h
� 2

@W
@�1

; T2 =
h
� 1

@W
@�2

: (3)

Çäåñüh � íà÷àëüíàÿ òîëùèíà ìåìáðàíû. Òîëùèíà H ìåìáðàíû ïîñëå äåôîðìà-
öèè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

H =
h

� 1� 2
:

3. Ñòÿãèâàíèå öèëèíäðè÷åñêîé ìåìáðàíû, ÷àñòè÷íî îäåòîé íà æ¼ñò-
êèé öèëèíäð. Ðàññìîòðèì ïîëóáåñêîíå÷íóþ êðóãîâóþ öèëèíäðè÷åñêóþ ìåìáðà-
íó ðàäèóñà r0 â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè (ñì. ðèñóíîê 1 a)

r (s) = r0; z(s) = s; s 2 [0; + 1 ); ' 2 [0; 2� ]:

R0

r0

r

z

a) b) c)

R

Z

L

Q

Ðèñóíîê 1 � a) Íà÷àëüíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ìåìáðàíà ðàäèóñà r0, b) æ¼ñòêèé öèëèíäð
ðàäèóñàR0, c) ìåìáðàíà, ÷àñòè÷íî îäåòàÿ íà æ¼ñòêèé öèëèíäð è ñòÿãèâàåìàÿ ïðîäîëüíîé
ñèëîé Q

Ïîëîæèì, ÷òî îäèí êîíåö ìåìáðàíû îäåò íà íåïîäâèæíûé, íåãëàäêèé, æ¼ñòêèé
öèëèíäð ðàäèóñà R0 > r 0 è âåëè÷èíà ïðîäîëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû ðàâíà Q
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ïðè Z ! + 1 (ñì. ðèñóíîê 1 c). Ñ÷èòàåì, ÷òî ìåìáðàíà ïëîòíî ïðèëåãàåò ê áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà â îáëàñòè êîíòàêòà. Ïóñòü L � äëèíà ÷àñòè ìåìáðàíû, êî-
òîðàÿ íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå ñ æ¼ñòêèé öèëèíäðîì, è sL � ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà
ãðàíèöû îáëàñòè êîíòàêòà. Ïðèíèìàåì çàêîí Êóëîíà äëÿ îïèñàíèÿ íàïðÿæåíèé
òðåíèÿ ìåæäó ìåìáðàíîé è æ¼ñòêèì öèëèíäðîì. Íà ÷àñòè ìåìáðàíû, êîòîðàÿ íå
íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå ñ öèëèíäðîì, ïîâåðõíîñòíàÿ íàãðóçêà îòñóòñòâóåò.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñóõîãî òðåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî j� 1j < f j� j, ãäå
f � êîýôôèöèåíò ñóõîãî òðåíèÿ. Íàïðàâëåíèå íàïðÿæåíèé òðåíèÿ ïðîòèâîïîëîæ-
íî äâèæåíèþ ìåìáðàíû, åñëè áû òðåíèå îòñóòñòâîâàëî. Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé
ñëó÷àé òàêîé, ÷òî íàïðÿæåíèÿ òðåíèÿ âî âñåõ òî÷êàõ êîíòàêòà äîñòèãàþò ñâîå-
ãî ïðåäåëà îäíîâðåìåííî. Òîãäà âåëè÷èíà íàïðÿæåíèé òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà
íîðìàëüíîé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêå ñ êîýôôèöèåíòîì f . Òàê êàê ïðè îòñóòñòâèè
òðåíèÿ ìåìáðàíà áóäåò ñîñêàëüçûâàòü ñ öèëèíäðà, òî íàïðàâëåíèå íàïðÿæåíèé
òðåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíî îñè Z . Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîé íà-
ãðóçêè èìååò âèä

� =
�

� q; 0 6 s 6 sL ;
0; s > sL ;

� 1 =
�

� fq; 0 6 s 6 sL ;
0; s > sL :

(4)

Êîîðäèíàòû òî÷åê ñðåäèíîé ïîâåðõíîñòè äåôîðìèðîâàííîé ìåìáðàíû ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

R =
�

R0; 0 6 s 6 sL ;
P(s); s > sL ;

Z =
�

Y(s); 0 6 s 6 sL ;
X (s); s > sL :

(5)

Óãîë  , ãëàâíûå êðàòíîñòè óäëèíåíèé è êðèâèçíû (1) âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

 =

( �
2

; 0 6 s 6 sL ;

� (s); s > sL ;

�
tan � =

X 0

P0

�
;

� 1 =

8
<

:

0; 0 6 s 6 sL ;
� 0

� 1
; s > sL ;

� 2 =

8
><

>:

1
R0

; 0 6 s 6 sL ;

sin�
r0� 2

; s > sL :

� 1 =
�

Y 0(s); 0 6 s 6 sL ;
� (s); s > sL ;

� 2 =
�

� 0; 0 6 s 6 sL ;
� (s); s > sL ;

(6)

ãäå

� (s) =
q

(P0)2 + ( X 0)2; � =
P(s)

r0
; � 0 =

R0

r0
:

Äëÿ îáëàñòè êîíòàêòà s 2 [0; sL ], èñïîëüçóÿ (3)�(6), óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (2)
ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ

@2W
(@Y0)2

Y 00=
f
r0

@W
@�0

: (7)

Äëÿ îáëàñòè s 2 [sL ; + 1 ) óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (2) ìîãóò áûòü îäèí ðàç ïðî-
èíòåãðèðîâàíû [3]

W � �
@W
@�

= ĉ1: (8)
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Çäåñü̂c1 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ðàññìîòðåòü ðàâíîâåñèå ÷àñòè ìåìáðàíû [s;+ 1 ) (ïðè

s > sL ), òî ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå

2�PT 1 sin� = Q:

Ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè áóäóò:
1) óñëîâèÿ â òî÷êå s = 0

Y
�
�
s=0

= 0; T1

�
�
s=0

= 0; (9)

2) óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå s = sL

X
�
�
s= sL

= Y
�
�
s= sL

= L; �
�
�
s= sL

= � 0; (10)

Y 0
�
�
s= sL

= �
�
�
s= sL

; (11)

3) óñëîâèÿ ïðè s ! + 1 , ãäå ìåìáðàíà ñòðåìèòñÿ ê ñîñòîÿíèþ îäíîîñíîãî
ðàñòÿæåíèÿ,

� !
�
2

; � ! � 1 ; � ! � 1 =
R1

r0
;

T2 ! 0; 2�R 1 T1 ! Q: (12)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû L íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå íåëèíåéíûå óðàâíå-
íèÿ, ïîëó÷åííûå èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (10) è (12),

�
@W
@�

� �
�
� � = � 1

� = � 1

= 0;
�

@W
@�

� �
�
� � = � 1

� = � 1

=
Q

2�r 0h
;

�
W � �

@W
@�

� �
�
� � = � 0

� = � 0

=
�

W � �
@W
@�

� �
�
� � = � 1

� = � 1

:

Îòêóäà îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíû � 1 , � 1 è � 0 äëÿ çàäàííûõ Q, � 0 è r0. Çàòåì ðå-
øàÿ çàäà÷ó Êîøè (7), (9) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íåèçâåñòíóþ êîîðäèíàòó sL èç
óñëîâèÿ (11). Çàòåì ìîæíî âû÷èñëèòü äëèíó L èç óñëîâèÿ (10).

3. Ðåçóëüòàòû. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìà-
öèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû. Äëÿ ìàòåðèàëà
Áàðòåíåâà � Õàçàíîâè÷à [4] óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå. Ôóíêöèÿ ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè Áàðòåíåâà�Õàçàíîâè÷à èìååò âèä

W = 2�
�

� 1 + � 2 +
1

� 1� 2
� 3

�
;

Òîãäà çàâèñèìîñòü äëèíû L îò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

L =
2r0� 0

f
ln

0

B
B
B
B
@

3� 0

 

� 0 �
�

1 �
Q

4��hr 0

� 1
3

!

2
�
� 2

0 �
p

� 0
�

1

C
C
C
C
A

: (13)
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Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà íàãðóçêó Q è ðàäèóñ æ¼ñò-
êîãî öèëèíäðà R0:

Q < 4��hr 0

 

1 �
�

R0

3r0

� 3
!

; R0 < 3r0:

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèé-
ñêîé ôåäåðàöèè (ãîñóäàðñòâåííûé êîíòðàêò 9.665.2014/K) è Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 15-01-01492-à, 16-08-00802-à).
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Kolesnikov A. M. Tension of a cylindrical membrane partially stretched on a rigid
cylinder. We consider the equilibrium problem of a hyperelastic long thin-walled tube. One
end of the tube is placed over an immovable, rough, rigid cylinder and an axial force is
applied to another end. We assume the deformation of the tube is �nite and axisymmetric.
The tube is modeled by a semi-in�nity cylindrical membrane. The membrane is made of an
incompressible, homogeneous, isotropic elastic material. A contact between the membrane
and the rigid cylinder is with a dry friction. The membrane will not slide o� the cylinder
only by friction and at a su�cient contact area. The friction is described by Coulomb's law.
We study a minimum length of the membrane which is in contact with the rigid cylinder
and is needed to the equilibrium of the membrane. We obtain an explicit solution for the
Bartenev�Khazanovich (Varga) strain-energy function.
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Ïîñòðîåíû àòîìèñòè÷åñêèå ìîäåëè óãëåðîäíûõ ïîðèñòûõ íàíîñòðóêòóð äëÿ òåîðåòè-
÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ èõ ìîäóëÿ Þíãà â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ïîð ïðè íåèçìåííîì
çíà÷åíèè êîíöåíòðàöèè àòîìîâ óãëåðîäà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äîáèòüñÿ óìåíüøåíèÿ ìî-
äóëü Þíãà ïîðèñòûõ óãëåðîäíûõ íàíîñòðóêòóð ìîæíî ïóòåì óìåíüøåíèÿ ïîðèñòîñòè
ñòðóêòóð. Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëÿëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîëåêóëÿðíî-ìåõàíè÷åñêîãî
ìåòîäà Áðåííåðà.

1. Îáùèå óêàçàíèÿ.
Ïîðèñòûå óãëåðîäíûå ìàòåðèàëû ÷åëîâå÷åñòâî èñïîëüçóåò íà ïðîòÿæåíèè ìíî-

ãèõ ñòîëåòèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîðèñòûå óãëåðîäíûå ìàòåðèàëû èñïîëüçóþòñÿ
â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè: â àäñîðáöèîííîé ìåäèöèíå è ôàðìàöåâòè-
êå â êà÷åñòâå ñîðáåíòîâ äëÿ î÷èñòêè, ðàçäåëåíèÿ è êîíöåíòðèðîâàíèÿ â ãàçîâûõ è
æèäêèõ ñðåäàõ, â ýëåêòðîíèêå â êà÷åñòâå ýëåìåíòíîé áàçû íàíîóñòðîéñòâ, â ýíåð-
ãåòèêå â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà äëÿ õðàíåíèÿ âîäîðîäà.

Â ñîðáöèîííîé ìåäèöèíå ÏÓÌ (ñîðáåíòû) ïðèâëåêàþò ê ñåáå áîëüøîå âíèìà-
íèå èç-çà ñâîåé ïîðèñòîñòè. Íàïðèìåð, ìèêðîïîðèñòûå ñòðóêòóðû èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ óäàëåíèÿ èç áèîëîãè÷åñêèõ æèäêîñòåé ïðîäóêòîâ íåáîëüøîé ìîëåêóëÿðíîé
ìàññû. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå ïî-
ðèñòûõ óãëåðîäíûõ ìèêðî- è íàíîñòðóêòóð [1�6]. Ïëîòíîñòü òàêèõ ñòðóêòóð êî-
ëåáëåòñÿ îò 0.26 ã/ñì3 äî 2.2 ã/ñì 3 [2]. Îäíàêî ñðåäè ýòîãî ðàçíîîáðàçèÿ îñî-
áûé èíòåðåñ âûçûâàþò ïîðèñòûå íàíîñðóêòóðû ñ êîíöåíòðàöèåé àòîìîâ óãëåðî-
äà 1.4 ã/ñì 3. Ýòîò èíòåðåñ îáóñëîâëåí òåì, ÷òî íàó÷íûõ ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ
ñâîéñòâ òàêîãî ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà ìàëî [7, 8]. Â ðàáîòå [7] îñóùåñòâëÿåòñÿ òåîðå-
òè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñïîñîáíîñòè ïîðèñòîé ñòðóêòóðû ñ ðàçìåðîì ïîð 10�15 íì
è ñ êîíöåíòðàöèåé àòîìîâ óãëåðîäà 1.4 ã/ñì 3 âîññòàíàâëèâàòüñÿ ïîñëå áîëüøèõ
äåôîðìàöèé. Ïðè ýòîì ìîäóëü Þíãà óãëåðîäíîé ïîðèñòîé ñòðóêòóðû äî ïðîöåññà
äåôîðìàöèé ñîñòàâëÿåò 30 ÃÏà. Â ðàáîòå [8] îñóùåñòâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå èññëå-
äîâàíèå òåïëîïðîâîäÿùèõ ñâîéñòâ ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà ñ êîíöåíòðàöèåé àòîìîâ
óãëåðîäà 1.4 ã/ñì3.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïîðèñòûõ óãëåðîäíûõ íàíîñòðóêòóð â êà÷åñòâå àäñîðáåí-
òîâ íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà. Ðàíåå èññëåäîâà-
íèÿ ïî âûÿâëåíèþ çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ Þíãà ïîðèñòûõ óãëåðîäíûõ íàíîñòðóêòóð
ñ êîíöåíòðàöèåé àòîìîâ óãëåðîäà 1.4 ã/ñì 3 â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ïîð íå ïðî-
âîäèëèñü. Â ðàáîòå [9] ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîêàçàíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì
ïîðèñòîñòè ñòðóêòóð ìîäóëü Þíãà áóäåò óìåíüøàòüñÿ. Îäíàêî íå ó÷èòûâàåòñÿ
àòîìàðíîå ñòðîåíèå äàííûõ ñòðóêòóð è íå ãîâîðèòñÿ î ïëîòíîñòè ìàòåðèàëà, ò. å.
áóäåò ëè ïëîòíîñòü ìåíÿòüñÿ ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðîâ ïîð. Ïðè ýòîì èçâåñòíî,
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÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè ìàòåðèàëà ðàçìåðû ïîð óìåíüøàþòñÿ [10]. Â ñâÿçè
ñ ýòèì â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå îñóùåñòâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìî-
äóëÿ Þíãà ïîðèñòûõ óãëåðîäíûõ íàíîñòðóêòóð ñ êîíöåíòðàöèåé àòîìîâ óãëåðîäà
1.4 ã/ñì 3 â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ïîð. Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëÿëîñü ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Áðåííåðà [11], è ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷åñêèõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â ïðîãðàììíîì ïàêåòå Ring [12].
Àïðîáàöèÿ ðåàëèçàöèè ïîòåíöèàëà Áðåííåðà â ïðîãðàììíîì ïàêåòå Ring ïðåä-
ñòàâëåíà â ðàáîòå [13].

2. Ìàòåðèàëû è ìåòîäû.
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîðèñòûå óãëåðîäíûå íàíîñòðóêòóðû ñ êîí-

öåíòðàöèåé àòîìîâ óãëåðîäà 1.4 ã/ñì 3 äâóõ âèäîâ: ïåðâûé âèä � ðàçìåð ïîð îò
0.4 íì äî 0.8 íì, âòîðîé âèä � ðàçìåð ïîð îò 0.2 íì äî 1.12 íì (ðèñ. 1à). Íà îñíîâå
êîìïîçèòà ýëåìåíòàðíîé êóáè÷åñêîé ÿ÷åéêè ðàçìåðîì a = 3 íì, b= 3 íì c = 3 íì
ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îñóùåñòâëÿëîñü èññëåäîâàíèå ìîäóëÿ
Þíãà äâóõ âèäîâ ïîðèñòûõ óãëåðîäíûõ íàíîñòðóêòóð ñ êîíöåíòðàöèåé àòîìîâ óã-
ëåðîäà 1.4 ã/ñì 3 â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ïîð. Êîëè÷åñòâî àòîìîâ â ýëåìåíòàðíîé
ÿ÷åéêå ñîñòàâëÿëî 1899.

Ðèñóíîê 1 � Ïîðèñòàÿ óãëåðîäíàÿ íàíî-
ñòðóêòóðà c ðàçìåðîì ïîð îò 0.4 íì äî
0.8 íì.

Ðèñóíîê 2 � Ïîðèñòàÿ óãëåðîäíàÿ íàíî-
ñòðóêòóðà c ðàçìåðîì ïîð îò 0.2 íì äî
1.12 íì.

Äëÿ ðàñ÷åòà ìîäóëÿ Þíãà áûëà èñïîëüçîâàíà ìåòîäèêà, âêëþ÷àþùàÿ ñëåäó-
þùèå ýòàïû.

1) Ðàñ÷åò ïîëíîé ýíåðãèè ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè óãëåðîäíîãî ñòåêëîâèä-
íîãî êîìïîçèòà ñ ïîìîùüþ ýìïèðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Áðåííåðà [11];

2) Ðàñ÷åò èçìåíåíèÿ ýíåðãèè íàíîñòðóêòóðû ïðè äåôîðìàöèè, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ â ñâîþ î÷åðåäü òåíçîðîì äåôîðìàöèè. Äëÿ òàêîãî ðàñ÷åòà èñïîëüçîâàëàñü
ñëåäóþùàÿ ñõåìà:

� ìèíèìèçàöèÿ ïîëíîé ýíåðãèè íàíîñòðóêòóðû ïî êîîðäèíàòàì. Ïîëó÷åí-
íàÿ îïòèìèçèðîâàííàÿ ãåîìåòðèÿ ñîîòâåòñòâóåò íåäåôîðìèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ
ñòðóêòóðû, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ òåíçîðîì äåôîðìàöèè, çàäàííûì åäèíè÷íîé ìàò-
ðèöåé 3ãî ïîðÿäêà;
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� ðàñ÷åò ýíåðãèè äåôîðìèðîâàííîé ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðîì äåôîð-
ìàöèè ".

" =

0

@
"11 "12 "13

"21 "22 "23

"31 "32 "33
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A (1)

3) Ðàñ÷åò óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ ïî ôîðìóëå [14]:

Cijkl =
1
V0

@2E(")
@"ij @"kl

(2)

ãäåV0 � îáú¼ì ÿ÷åéêè, E(") � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿåìàÿ òåíçî-
ðîì äåôîðìàöèè, " ij , " kl � êîìïîíåíòû ìàòðèöû òåíçîðà äåôîðìàöèè. Äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðîé âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè
îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷èñëåííî.

Äëÿ èíäåêñàöèè óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ èñïîëüçîâàëàñü íîòàöèÿ Ôîéãòà. Ïðè ðàñ-
÷åòå ìîäóëÿ Þíãà èñïîëüçóåòñÿ äâå êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèè, ðàñïîëàãà-
þùèåñÿ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ýòè êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþò ïëîñêîñòü, âäîëü êî-
òîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ äåôîðìàöèÿ. Åñëè â êà÷åñòâå êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîð-
ìàöèè âûáèðàòü, íàïðèìåð, "11 è "22, òî óïðóãèå ïîñòîÿííûå áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C11 =
1
V0

@2E(")
@"11@"11

(3)

C12 =
1
V0

@2E(")
@"11@"22

(4)

4) Ðàñ÷åò ìîäóëÿ Þíãà ñ ïîìîùüþ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ îñóùåñòâëÿåò ïî ôîð-
ìóëå [15]

E =
(C11 � C12)(C11 + 2C12)

C11 + C12
(5)

ãäåE � ìîäóëü Þíãà, C11, C12 � óïðóãèå ïîñòîÿííûå.
3. Ðåçóëüòàòû è èõ îáñóæäåíèÿ.
Äëÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ ïåðâîé ìîäåëè ïîðèñòîé óãëåðîäíîé ñòðóêòóðû áû-

ëè âçÿòû àòîìû óãëåðîäà, õàîòè÷íî ðàñïîëîæåííûå â êóáè÷åñêîì ôðàãìåíòå
3 íì � 3 íì � 3 íì. Äëÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ âòîðîé ìîäåëè ïîðèñòîé óãëåðîäíîé
ñòðóêòóðû áûëè âçÿòû õàîòè÷íî ðàñïîëîæåííûå ãðàôåíîâûå ÷åøóéêè ñ ó÷åòîì,
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷åøóéêàìè íå ñîñòàâëÿëî çíà÷åíèÿ ìåíåå 0.142 íì (äëè-
íà õèìè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó àòîìàìè óãëåðîäà). Ãðàôåíîâûå ÷åøóéêè òàêæå, êàê
è â ïåðâîé ìîäåëè ðàñïîëàãàëèñü â êóáè÷åñêîì ôðàãìåíòå 3 íì � 3 íì � 3 íì.
Äëÿ îáåèõ ñòðóêòóð óêàçûâàëèñü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è îñóùåñòâ-
ëÿëñÿ ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè ïîëíîé ýíåðãèè ïóòåì åå îïòèìèçàöèè. Íàõîæäåíèå
ìèíèìóìà ýíåðãèè îñóùåñòâëÿëîñü ìîëåêóëÿðíî-ìåõàíè÷åñêèì ìåòîäîì íà îñíîâå
ïîòåíöèàëà REBO. Â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè ñòðóêòóð ó÷èòûâàëîñü ïåðåñòðîåíèå
õèìè÷åñêèõ ñâÿçåé ìåæäó àòîìàìè óãëåðîäà è íàáëþäàëîñü îáðàçîâàíèå ïîðèñòîé
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ñòðóêòóðû, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîäåðæàíèå ó ïîðèñòûõ óãëåðîäíûõ ìàòåðèàëîâ
sp2 è sp3 ãèáðèäèçàöèè.

Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû óñòàíîâëåíî, ÷òî ìîäóëü Þíãà ïîðèñòîé óãëåðîäíîé
íàíîñòðóêòóðû ñ êîíöåíòðàöèåé àòîìîâ óãëåðîäà 1.4 ã/ñì3 ñ ðàçìåðîì ïîð îò
0.4 íì äî 0.8 íì ñîñòàâëÿåò 1.45 ÒÏà, à ìîäóëü Þíãà ïîðèñòîé óãëåðîäíîé íàíî-
ñòðóêòóðû ñ êîíöåíòðàöèåé àòîìîâ óãëåðîäà 1.4 ã/ñì 3 ñ ðàçìåðîì ïîð îò 0.2 íì äî
1.12 íì ñîñòàâëÿåò 732 ÃÏà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ÷åì ìåíü-
øå ðàçìåð ïîð â ïîðèñòîé óãëåðîäíîé ñòðóêòóðå, òåì îíà áîëåå æåñòêàÿ. Äàííûé
ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [9], â êîòîðîé ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà
ïîðèñòûõ ñòðóêòóð èññëåäîâàëèñü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

3. Âûâîäû.
Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå

îñóùåñòâëÿëîñü òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìîäóëÿ Þíãà ïîðèñòûõ óãëåðîäíûõ
íàíîñòðóêòóð ñ êîíöåíòðàöèåé àòîìîâ óãëåðîäà 1.4 ã/ñì 3 â çàâèñèìîñòè îò ðàçìå-
ðà ïîð. Ðåçóëüòàòû ïðîãíîñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ìîäóëü Þí-
ãà ïîðèñòûõ óãëåðîäíûõ íàíîñòðóêòóð óìåíüøàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ïîðèñòîñòè
ñòðóêòóðû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìîäóëü Þíãà ïîðèñòîé óãëåðîäíîé íàíîñòðóêòóðû
ñ êîíöåíòðàöèåé àòîìîâ óãëåðîäà 1.4 ã/ñì 3 è ñ ðàçìåðîì ïîð îò 0.4 íì äî 0.8 íì
ñîñòàâëÿåò 1.45 ÒÏà, à ìîäóëü Þíãà ïîðèñòîé óãëåðîäíîé íàíîñòðóêòóðû ñ êîí-
öåíòðàöèåé àòîìîâ óãëåðîäà 1.4 ã/ñì 3 è ñ ðàçìåðîì ïîð îò 0.2 íì äî 1.12 íì
ñîñòàâëÿåò 732 ÃÏà.

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå â äàííîé ðàáîòå êîìïîçèòíûå ïî-
ðèñòûå íàíîñòðóêòóðû áóäóò ÿâëÿòüñÿ ïåðñïåêòèâíûì ìàòåðèàëîì äëÿ íàíîýëåê-
òðîìåõàíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòñêîé ñòèïåíäèè 2016-
2018 (ïðîåêò • ÑÏ-2502.2016.1).
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ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÍÛÌÈ ÑÂÎÉÑÒÂÀÌÈ
ÓÃËÅÐÎÄÍÛÕ ÊÎÌÏÎÇÈÒÎÂ

Êîëåñíèêîâà À. Ñ., Ìàçåïà Ì. Ì.
Ñàðàòîâñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé

óíèâåðñèòåò èì. Í. Ã. ×åðíûøåâñêîãî

Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîäóëÿ Þíãà äëÿ óãëåðîäíûõ êîìïîçèòîâ,
ñîñòîÿùèõ èç ãðàôåíîâûõ ëèñòîâ è óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê. Èçó÷åíà çàâèñèìîñòü ìå-
õàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ îò äëèíû óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ êîìïîçèòà.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ ïðî÷íîñòü âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû òðóáîê, âõî-
äÿùèõ â ñîñòàâ êîìïîçèòà.

Ââåäåíèå. Àêòóàëüíîé çàäà÷åé â îáëàñòè óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ðàáîòû íàíî-
óñòðîéñòâ ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà ñ óíèêàëüíûìè ñâîéñòâàìè,
êîòîðûé ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòíîé áàçû íàíîóñòðîéñòâ.

Íîâûé âèòîê â îáëàñòè ðàçâèòèÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ ñâÿçàí ñ ñèíòåçîì è èñ-
ñëåäîâàíèåì ñâîéñòâ êîìïîçèòíûõ óãëåðîäíûõ íàíîñòðóêòóð (ÊÓÍÑ) íà îñíîâå
óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê (ÓÍÒ) è ãðàôåíà. Òàêèå êîìïîçèòû ðàçëè÷àþòñÿ ïî ñëå-
äóþùèì ïàðàìåòðàì: òèï, äëèíà è äèàìåòð íàíîòðóáîê, ðàññòîÿíèå ìåæäó òðóá-
êàìè íà ãðàôåíîâîì ëèñòå, à òàêæå óãîë íàêëîíà ÓÍÒ îòíîñèòåëüíî ãðàôåíîâîãî
ëèñòà.

Èññëåäóåìûå êîìïîçèòû ñîñòîÿò èç ãðàôåíîâîãî ëèñòà è ïðèñîåäèíåííûõ ê
íåìó ñ ïîìîùüþ õèìè÷åñêèõ ñâÿçåé óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê òèïà armchair, îðè-
åíòèðîâàííûõ âåðòèêàëüíî.

Ñðåäè âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ ÊÓÍÑ èìåííî ýòè êîìïîçèòû áûëè âûáðàíû â ñâÿçè
ñ òåì, ÷òî îíè óæå ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ, íî ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà
èçó÷åíû ìàëî [1�5].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäóþòñÿ ìåõàíè÷åñêèå è òåïëî- è ýëåêòðîïðîâîäíûå
ñâîéñòâà òàêèõ êîìïîçèòîâ [1, 2]. Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì çíà-
÷åíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ âîçðàñòàþò çíà÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïðî-
âîäèìîñòè. Â ðàáîòå [3] èññëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ Þíãà îò ðàçëè÷íûõ
äåôåêòîâ ïðè ïðèñîåäèíåíèè, îäíàêî, íèêàêèõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, è çàâèñè-
ìîñòè ïðåäñòàâëåíî íå áûëî.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ óãëåðîäíûõ íàíîñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü èõ ìåõàíè÷å-
ñêèõ äåôîðìàöèé ñ ýëåêòðîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ÷òî äåëàåò íàíîñòðóêòóðû
óíèêàëüíûìè â íàíîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè èçìå-
íåíèÿ çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà îò èçìåíåíèÿ äëèíû êîìïîçèòà ïðè åãî ðàñòÿæåíèè
âäîëü íàíîòðóáîê.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðîòÿæåííîå â íàïðàâëåíèÿõ ãðàôåíîâîãî ëèñòà óãëåðîäíîå ïîëîòíî, ñî-
ñòîÿùåå èç ãðàôåíîâîãî ëèñòà è âåðòèêàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíî
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ïðèñîåäèíåííûõ ê íåìó, ðàñïîëîæåííûõ â øàõìàòíîì ïîðÿäêå óãëåðîäíûõ íàíî-
òðóáîê òèïà armchair. Êðàÿ ÓÍÒ îòêðûòû, à â ãðàôåíîâîì ëèñòå ðàñïîëàãàþòñÿ
îòâåðñòèÿ, ôîðìà è ðàçìåð êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò äèàìåòðó ïðèñîåäèíåííûõ íà-
íîòðóáîê.

Ðàñ÷åò òàêîãî êîìïîçèòà îñóùåñòâëÿëñÿ íà ÿ÷åéêå ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷åñêèõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé. Ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü âçàèìî-
äåéñòâèå àòîìîâ ñîñåäíèõ ÿ÷ååê, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöàõ ãðàôåíîâîãî ëèñòà,
ñîåäèíåííûõ ïîñðåäñòâîì âåêòîðà òðàíñëÿöèè. Ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ ïðåäñòàâ-
ëåíû íà ðèñóíêå 1.

Çàäàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ óñëîâèé òîëüêî â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ îáóñëîâëèâàåòñÿ
òåì, ÷òî â ýêñïåðèìåíòå ïðîòÿæåííîñòü êîìïîçèòîâ íàáëþäàåòñÿ òîëüêî â ïëîñ-
êîñòè ãðàôåíîâîãî ëèñòà. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî èìåííî òàêèå êîìïîçèòû ïîëó-
÷àþòñÿ ïðè ñèíòåçå [4].

ß÷åéêà óãëåðîäíîãî êîìïîçèòà ñîñòîèò èç ãðàôåíîâîãî ëèñòà è ïðèñîåäèíåí-
íûõ ê íåìó óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê. Ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû êâàäðàòíîãî ãðà-
ôåíîâîãî ëèñòà ñîñòàâèëè 46.748 �A, ó óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê ðàñïîëîæåííûõ ñ
ðàçíûõ ñòîðîí îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ãðàôåíîâîãî ëèñòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå,
äëèíû âàðüèðîâàëèñü â ïðåäåëàõ îò 15 �A äî 35 �A ïîñòîÿííîãî äèàìåòðà 12.12 �A
(ðèñóíîê 1). Ïðè ýòîì, â ïðåäåëàõ îäíîé ÿ÷åéêè äëèíà îñòàâàëàñü ïîñòîÿííîé.
Äëÿ êàæäîé ìîäåëè êîìïîçèòîâ âûáèðàëàñü ÿ÷åéêà ñ ðàçíîé äëèíîé íàíîòðóáîê.

Òàêîé âûáîð ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ äëÿ ÿ÷åéêè êîìïîçèòà îáóñëîâëåí òåì,
÷òî òàêèå êîìïîçèòû íàèáîëåå âîñòðåáîâàíû è óæå èñïîëüçóþòñÿ [5].

Ðåçóëüòàòû è èõ îáñóæäåíèå. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå
ìîäóëÿ Þíãà äëÿ óãëåðîäíûõ êîìïîçèòîâ, ñîñòîÿùèõ èç ãðàôåíîâîãî ëèñòà è óã-
ëåðîäíûõ íàíîòðóáîê âäîëü îñè íàíîòðóáîê. Äëÿ ðàñ÷åòà ýíåðãèé, ïî ðåçóëüòàòàì
êîòîðûõ íàéäåíû ñèëû, ïðèìåíèì ìîëåêóëÿðíî-ìåõàíè÷åñêèé ìåòîä ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ïîòåíöèàëà UFF [6]. Çíà÷åíèÿ ýíåðãèé áûëè ïîëó÷åíû â ïðîãðàììíîì ïàêåòå
Gaussian'09. Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ïðîâîäèëàñü îïòèìèçàöèÿ ñòðóêòóðû ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè, íàõî-
äèëîñü ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè ñòðóêòóðû.

2. Âäîëü îñè ñèììåòðèè óãëåðîäíûõ òðóáîê, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ñòðóêòóðû,
ïðîâîäèëîñü ðàñòÿæåíèå íà 1% îòíîñèòåëüíî ïåðâîíà÷àëüíîé äëèíû.

3. Âíîâü ïðîâîäèëàñü îïòèìèçàöèÿ ñòðóêòóðû ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè.
Ïî ôîðìóëå (1) îïðåäåëÿëîñü çíà÷åíèå âíåøíåé ñèëû, íåîáõîäèìîé äëÿ ðàñòÿ-

æåíèÿ ñòðóêòóðû âäîëü îñè òðóáîê íà 1% [6]:

F =
2� E
� l

(1)

Çäåñü� E � ðàçíèöà ìåæäó ïåðâîíà÷àëüíûì çíà÷åíèåì ýíåðãèè è êîíå÷íûì, � l �
óäëèíåíèå.

Ïî ôîðìóëå (2) îïðåäåëÿëîñü çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà:

Y =
FL
S� l

(2)

ÇäåñüL � çíà÷åíèå ïåðâîíà÷àëüíîé äëèíû, S � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.
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Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ãðàôèêå (ðèñóíîê 2).
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè íà 1% êîìïîçèòà âäîëü îñè íàíîòðóáîê ìî-

äóëü Þíãà êîìïîçèòà óâåëè÷èâàþåñÿ ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû íàíîòðóáîê â êîì-
ïîçèòå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîñòðîèòü äèàãðàììó çàâèñèìîñòè ñèëû, êîòîðóþ
íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü äëÿ ðàñòÿæåíèÿ ñòðóêòóðû íà 1%, îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïà-
ðàìåòðîâ êîìïîçèòà. Èç äèàãðàììû âèäíî, ÷òî, åñëè â êîìïîçèòå äëèíà íàíî-
òðóáîê ñîñòàâëÿåò 32�A è âûøå, íàáëþäàåòñÿ ðåçêîå óâåëè÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà íà
ðàñòÿæåíèå.

Ïîäîáíîå èñïîëüçîâàíèå êîìïîçèòîâ ïîçâîëèò óìåíüøèòü ðàñõîä ìàòåðèàëîâ
ïðè êîíñòðóèðîâàíèè íàíîóñòðîéñòâà, íå òåðÿÿ êà÷åñòâà åãî ðàáîòû.

Äëÿ àïðîáàöèè ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëñÿ ðàñ÷åò óïðóãèõ ñâîéñòâ óãëå-
ðîäíûõ íàíîòðóáîê òèïà armchair. Çíà÷åíèå ñèëû, íåîáõîäèìîé äëÿ ðàñòÿæåíèÿ
íàíîòðóáêè âäîëü ñâîåé îñè íà 1% ñîñòàâèëî 5.54 íÍ è ñîâïàëî ñ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûìè çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå äëÿ äàííîãî òèïà êîìïîçòà ñîñòàâèëè 5.5 íÍ [7].

Ïðîâîäèëîñü êîëè÷åñòâåííîå ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòà ìîäóëÿ Þíãà
ñõîæèõ ñòðóêòóð, íî ïðîòÿæåííûõ â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ, à íå â äâóõ [9]. Â òàêèõ
ñòðóêòóðàõ çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà â 1,5 ðàçà áîëüøå ïðè òåõ æå äëèíàõ.

Âûâîä. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â äàííîé ðàáî-
òå âïåðâûå îñóùåñòâëÿëîñü òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìîäóëÿ Þíãà óãëåðîäíî-
ãî êîìïîçèòà, ñîäåðæàùåãî ãðàôåí è ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðèñîåäèíåííûå ê íåìó
íàíîòðóáêè òèïà armchair. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìîäóëü Þíãà íà ðàñòÿæåíèå ðåçêî
óâåëè÷èâàåòñÿ, åñëè äëèíà íàíîòðóáîê â êîìïîçèòå âûøå 32 �A.

Ó÷èòûâàÿ ñóùåñòâóþùèå òåõíîëîãèè óñïåøíîãî ïîëó÷åíèÿ êîìïîçèòíûõ ìà-
òåðèàëîâ íà îñíîâå óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê è ãðàôåíà, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ïðåäñòàâëåííûå â äàííîé ðàáîòå êîìïîçèòíûå íàíîñòðóêòóðû áóäóò ÿâëÿòüñÿ ïåð-
ñïåêòèâíûì ìàòåðèàëîì äëÿ íàíîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ.

Ðèñóíîê 1 � Èññëåäóåìàÿ ìîäåëü óãëå-
ðîäíîãî êîìïîçèòà

Ðèñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ ìîäó-
ëÿ Þíãà âäîëü îñè íàíîòðóáîê, âõîäÿùèõ
â ñîñòàâ êîìïîçèòà, îò èõ äëèíû



24 Êîëåñíèêîâà À. Ñ., Ìàçåïà Ì. Ì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòñêîé ñòèïåíäèè 2016�
2018 (ÑÏ-2502.2016.1).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[1] Zhu Y., Li L., Zhang C., Casillas G., Sun Z., Yan Z., Ruan G., Peng Z., Raji A. R. O.,
Kittrell C., Hauge R. H., Tour J. M. A seamless three-dimensional carbon nanotube
graphene hybrid material // Nature Communications. 2012. V. 3. P. 1225-1�1225-7.

[2] Duck H. L., Ji E. K., Tae H. H., Jae W. H.,Seokwoo J., Sung-Yool C., Soon H. H.,
Won J. S., Rodney S. R., Sang O. K.Versatile Carbon Hybrid Films Composed of Vertical
Carbon Nanotubes Grown on Mechanically Compliant Graphene Films // Advanced
Materials. 2010. V. 22. P. 1247�1252.

[3] Seo S.-D., Hwang I.-S., Lee S.-H., Shim H.-W., Kim D.-W. 1D/2D carbon
nanotube/graphene nanosheet composite anodes fabricated using electrophoretic
assembly // Ceramics International. 2012. V. 38. P. 3017�3021.

[4] Shansavari R., Sakhavand N.Junction con�guration-induced mechanisms govern elastic
and inelastic deformations in hybrid carbon nanomaterials// Carbon. 2015. V. 95 P. 699�
709.

[5] Sangwook S., Vikas V., Aji K. R.,Barry L. F. Prediction of 3D elastic moduli and
Poisson's ratios of pillared graphene nanostructures // Carbon. 2012. V. 50. P. 603�611.

[6] Õèìèê Ìîëåêóëÿðíàÿ ìåõàíèêà [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ]: ñàéò î õèìèè. URL:
http://www.xumuk.ru/encyklopedia/2655.html (äàòà îáðàùåíèÿ: 23.04.2016).

[7] Ãëóõîâà Î. Å. Êîëåñíèêîâà À. Ñ., Ñëåï÷åíêîâ Ì. Ì., Øìûãèí Ä. Ñ. Àòîìíàÿ ñòðóê-
òóðà ýíåðãåòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ êîìïîçèòîâ óãëåðîäíûå íàíîòðóáêè/ãðàôåí // Ôè-
çèêà òâåðäîãî òåëà. 2015. Ò. 57, âûï. 5. Ñ. 994�998.

[8] Hsao W. Y., Roderic S. L., Carpick R. W. Mechanical Instabilities of Individual
Multiwalled Carbon Nanotubes under Cyclic Axial Compression // Nano Lett. 2007.
V. 7(5). P. 1149�1154.

[9] Êîëåñíèêîâà À. Ñ. Ñàôîíîâ Ð. À., Ìàçåïà Ì. Ì. Ïðîãíîçèðîâàíèå ìîäóëÿ óïðóãî-
ñòè è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà óãëåðîäíîãî íàíîêîìïîçèòà // Â ñáîðíèêå: Íàíî-
è áèîìåäèöèíñêèå òåõíîëîãèè. Óïðàâëåíèå êà÷åñòâîì. Ïðîáëåìû è ïåðñïåêòèâû.
Ñáîðíèê íàó÷íûõ ñòàòåé. 2016. Ñ. 41�47

Kolesnikova A. S. Mazepa M. M. Control of strength mechanical properties of carbon
composites. The results of a study of the young's modulus of composite, which consist graphene
and carbon nanotube joined by chemical bonds are presented. The dependence of mechanical
properties of nanotube's length and diameter are researched. The hardness of composites
increases with length and diameter of the nanotube.



ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ
ÍÀÍÎÑÒÐÓÊÒÓÐÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÏÎÐÈÑÒÛÕ ÒÅÐÌÎÓÏÐÓÃÈÕ

ÊÎÌÏÎÇÈÒÎÂ Ñ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÌÈ ÝÔÔÅÊÒÀÌÈ

Êîðíèåâñêèé À. Ñ., Íàñåäêèí À. Â., Íàñåäêèíà À. À.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Â ðàáîòå ïðè èññëåäîâàíèè íà íàíîóðîâíå ïîðèñòûõ òåðìîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ïðåä-
ëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ, ìî-
äåëèðîâàíèè ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ è ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â êà÷åñòâå ïðî-
ãðàììíîãî èíñòðóìåíòàðèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ è ðàñ÷åòà
ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé èñïîëüçîâàëñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé êîìïëåêñ ANSYS. Äëÿ ó÷å-
òà ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ ãðàíèöû êîíòàêòà ìàòåðèàëà è ïîð ïîêðûâàëèñü óïðóãèìè
îáîëî÷å÷íûìè ýëåìåíòàìè ñ îïöèÿìè ìåìáðàííûõ íàïðÿæåíèé è òåïëîâûìè îáîëî÷å÷-
íûìè ýëåìåíòàìè.

Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé, îáû÷íî íà-
çûâàåìàÿ ìîäåëüþ Ãóðòèíà�Ìóðäîõà, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðàç-
ìåðíûõ ýôôåêòîâ íà íàíîóðîâíå. Â ðÿäå ðàáîò ýòà òåîðèÿ áûëà ïðèìåíåíà äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ òåðìîóïðóãèõ íàíîðàçìåðíûõ êîìïîçèòîâ. Òàê, â [1�4] â ðàìêàõ
òåîðèè òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé ñ ïîâåðõíîñòíûìè ýôôåêòàìè èññëåäîâàëèñü
òåðìîìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà êîìïîçèòîâ ñî ñôåðè÷åñêèìè íàíîâêëþ÷åíèÿìè (íà-
íîïîðàìè) è âîëîêíèñòûå íàíîêîìïîçèòû.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòîâ ñ íåñîâåðøåí-
íûìè èíòåðôåéñíûìè ãðàíèöàìè èçâåñòíû ìîäåëè ñèëüíîé è ñëàáîé òåïëîïðîâîä-
íîñòè [5, 6]. Ìîäåëü ñèëüíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íåïðåðûâíûì ïîëåì òåìïåðàòóðû
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ìåæôàçíûå ãðàíèöû àíàëîãè÷íà ìîäåëè Ãóðòèíà�Ìóðäîõà
äëÿ óïðóãèõ ïîëåé. Çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé òåïëîïðîâîä-
íîñòè äëÿ êîìïîçèòíûõ ìèêðî- è íàíîìàòåðèàëîâ ñ íåñîâåðøåííûìè èíòåðôåéñ-
íûìè ãðàíèöàìè èññëåäîâàëèñü â [5�8] è äð. ðàáîòàõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àíèçîòðîïíûå òåðìîóïðóãèå ìàòåðèàëû
ñî ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííûìè íàíîïîðàìè. Äëÿ ó÷åòà íàíîðàçìåðíîñòè íà ãðàíè-
öàõ ìàòåðèàëà ñ ïîðàìè èñïîëüçîâàíû ìîäåëü Ãóðòèíà�Ìóðäîõà ïîâåðõíîñòíûõ
íàïðÿæåíèé è ìîäåëü ñèëüíîé òåïëîïðîâîäíîñòè.

1. Ìåòîäû ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ñâîéñòâ äâóõôàçíûõ íàíîêîìïîçèòîâ. Ïóñòü 
 � äâóõôàçíîå êîìïî-
çèòíîå òåëî ñ íàíîðàçìåðíûìè âêëþ÷åíèÿìè èëè ïîðàìè, 
 = 
 (1) [ 
 (2) , 
 (1) �
îáúåì, çàíèìàåìûé îñíîâíûì ìàòåðèàëîì ïåðâîé ôàçû (ìàòðèöåé), 
 (2) � ñîâî-
êóïíîñòü îáúåìîâ, çàíèìàåìûõ ìàòåðèàëîì âòîðîé ôàçû (âêëþ÷åíèÿìè èëè ïî-
ðàìè), � = @
 � âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáúåìà 
 , � s � ñîâîêóïíîñòü ïîãðàíè÷íûõ
ïîâåðõíîñòåé ìàòåðèàëîâ ñ ðàçëè÷íûìè ôàçàìè ( � s = @
 (1) \ @
 (2) ), n � âåêòîð
åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ãðàíèöå, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê 
 (1) , ò. å. ê îáëàñòè, çàíè-
ìàåìîé ìàòåðèàëîì ìàòðèöû, x = f x1; x2; x3g � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè â äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåìû 
 (1) è 
 (2) çàïîëíåíû ðàçëè÷íû-
ìè àíèçîòðîïíûìè òåðìîóïðóãèìè ìàòåðèàëàìè. Òîãäà â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé
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ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îïðåäå-
ëÿþùèõ óðàâíåíèé

r � � = 0; � = c : " � � �; " = ( r u + ( r u)� )=2; (1)

r � q = 0; q = � k � r � ; (2)

ãäå� � òåíçîð íàïðÿæåíèé âòîðîãî ðàíãà; " � òåíçîð äåôîðìàöèé âòîðîãî ðàíãà;
u � âåêòîð ïåðåìåùåíèé; � � ïðèðàùåíèå òåìïåðàòóðû îò åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ; c � òåíçîð óïðóãèõ æåñòêîñòåé ÷åòâåðòîãî ðàíãà; � � òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ
òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé âòîðîãî ðàíãà; q � âåêòîð ïîòîêà òåïëà; k � òåíçîð
êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè âòîðîãî ðàíãà; c = c(m) , � = � (m) , � = � (m) ,
x 2 
 (m) , è ò. ä.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ Ãóðòèíà�Ìóðäîõà ïðèìåì, ÷òî íà íàíîðàçìåðíûõ
ãðàíèöàõ ðàçäåëà ôàç âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

n � [� ] = r s � � s; x 2 � s ; (3)

ãäå [� ] = � (1) � � (2) ; r s � ïîâåðõíîñòíûé íàáëà-îïåðàòîð; r s = r � n(@=@r),
r � êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ ïî íîðìàëè ê � s; � s � òåíçîð ïîâåðõíîñòíûõ
íàïðÿæåíèé. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òåíçîð ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé � s ñâÿçàí ñ u è �
ñîîòíîøåíèÿìè

� s = cs : " s � � s �; " s = ( r sus + ( r sus)� )=2; ; us = A � u; A = I � nn � ; (4)

ãäå" s � òåíçîð ïîâåðõíîñòíûõ äåôîðìàöèé; cs � òåíçîð ïîâåðõíîñòíûõ óïðóãèõ
ìîäóëåé ÷åòâåðòîãî ðàíãà; � s � òåíçîð ïîâåðõíîñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ òåìïåðà-
òóðíûõ íàïðÿæåíèé.

Àíàëîãè÷íî (3), äëÿ íàíîðàçìåðíûõ ìåæôàçíûõ ãðàíèö � s ïðèìåì òàêæå óñëî-
âèå ñèëüíîé òåïëîâîé ïðîâîäèìîñòè

n � [q] = r s � qs; qs = � ks � r s�; x 2 � s ; (5)

ãäåks � òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ ïîâåðõíîñòíîé òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ñëåäóÿ ìåòîäó ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé, äëÿ îïðåäåëåíèÿ æåñòêîñòíûõ è òåïëî-

âûõ ñâîéñòâ òåðìîóïðóãîãî êîìïîçèòà áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó (1)�(5) ñî ñïåöèàëü-
íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè � , äîïóñêàþ-
ùèìè äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû ïîñòîÿííûå ïîëÿ íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé, òåìïå-
ðàòóðû èëè òåïëîâîãî ïîòîêà. Çàòåì, èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ñðåäíèõ íàïðÿæåíèé
èëè òåïëîâûõ ïîòîêîâ äëÿ íåîäíîðîäíîé è äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû ñðàâíåíèÿ áóäåì
íàõîäèòü ýôôåêòèâíûå ìîäóëè êîìïîçèòà.

Â îáùåì ñëó÷àå àíèçîòðîïíîé ñðåäû, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ýôôåêòèâíûõ æåñòêîñòåé íóæíî ðåøàòü çàäà÷ó (1)�(5) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,
óêàçàííûìè íèæå, âû÷èñëèòü ñðåäíèå íàïðÿæåíèÿ, è â èòîãå íàéòè ýôôåêòèâíûå
æåñòêîñòèce�

ijkl :

u = "0(xkel + x lek)=2; � = 0; x 2 � ) ce�
ijkl = h� ij i ="0 : (6)
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Çäåñü" 0 = const; k; l = 1; 2; 3 � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, à ñðåäíèå âåëè÷èíû â çà-
äà÷àõ ñ ïîâåðõíîñòíûìè ýôôåêòàìè âû÷èñëÿþòñÿ íå òîëüêî ïî îáúåìó 
 , íî è ïî
èíòåðôåéñíûì ãðàíèöàì � s:

h(:::)i =
1

j
 j

� Z



(:::) d
 +

Z

� s
(:::)s d�

�
: (7)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé ñëåäóåò ðåøèòü
çàäà÷ó (1)�(5) ñ èíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ( � 0 = const):

u = 0; � = � 0 6= 0; x 2 � ) � e�
ij = �h � ij i =� 0 : (8)

Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷àõ (1)�(5) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (6) èëè (8) ïîëÿ òåì-
ïåðàòóðû èçâåñòíû: � = 0 � äëÿ óñëîâèÿ (6); � = � 0 � äëÿ óñëîâèÿ (8). Ïîýòîìó
ôàêòè÷åñêè çäåñü íàäî ðåøàòü çàäà÷è î òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèÿõ (1), (3), (4)
ñ (6) èëè (8).

Íàêîíåö, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè íà-
äî íàéòè ñðåäíèå òåïëîâûå ïîòîêè èç ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), (5) ñ ãðàíè÷íûì óñëî-
âèåì ëèíåéíîãî èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè

� = x lG0; x 2 � ) k e�
il = �h qi i =G0 ; (9)

ãäåG0 = const; l = 1; 2; 3 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.
Êàê âèäíî, ñôîðìóëèðîâàííûå çàäà÷è ãîìîãåíèçàöèè îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ

çàäà÷ ìåòîäà ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé äëÿ òåðìîóïðóãèõ êîìïîçèòîâ [9] íàëè÷è-
åì èíòåðôåéñíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3)�(5), õàðàêòåðíûõ äëÿ ìîäåëè Ãóðòèíà�
Ìóðäîõà ó÷åòà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé è äëÿ ìîäåëè ñèëüíîé òåìïåðàòóðíîé
ïðîâîäèìîñòè äëÿ íàíîðàçìåðíûõ òåë.

Âûøå ðàññìàòðèâàëèñü äâóõôàçíûå êîìïîçèòû. Íî ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðåä-
ñòàâëåííûå ìîäåëè îïèñûâàþò è ïðîöåäóðû ãîìîãåíèçàöèè ïîðèñòûõ êîìïîçèòîâ
ñ ïîâåðõíîñòíûìè ýôôåêòàìè, åñëè ïîëîæèòü ìîäóëè æåñòêîñòè è òåìïåðàòóð-
íûõ íàïðÿæåíèé ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè, à ìîäóëè òåïëîïðîâîäíîñòè � ðàâíûìè
êîýôôèöèåíòó òåïëîïðîâîäíîñòè âîçäóõà.

Äëÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ (1), (3), (4) ñ (6) èëè (8) è (2), (5), (9)
ñëåäóåò ïåðåéòè ê èõ ñëàáûì èëè îáîáùåííûì ïîñòàíîâêàì, ïðèìåíÿÿ ñòàíäàðò-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ óìíîæåíèåì ïîëåâûõ óðàâíåíèé íà ïðîåêöèîí-
íûå ôóíêöèè, èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ïî îáúåìó, èñïîëüçîâàíèåì
òåîðåì î äèâåðãåíöèè è ôîðìóë (3)�(9). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷åííûõ ñëàáûõ
ïîñòàíîâîê ìîæíî èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêèå ëàãðàíæåâû èëè ñåðåíäèïîâû êî-
íå÷íûå ýëåìåíòû ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé è òåìïåðàòóð. Çàìå-
òèì, ÷òî â ñèëó ñòðóêòóðû ïîëåé ïîâåðõíîñòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ïîëåé
(3)�(5) â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòíûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå îáî-
ëî÷å÷íûå ýëåìåíòû ñ îïöèÿìè ìåìáðàííûõ íàïðÿæåíèé è, ñîîòâåòñòâåííî, òîëüêî
ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé, à òàêæå òåìïåðàòóðíûå îáîëî÷å÷íûå
ýëåìåíòû. Äëÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ ìîæíî âçÿòü ôèêòèâíóþ åäèíè÷íóþ òîëùèíó òàê,
÷òîáû ïîâåðõíîñòíûå ìîäóëè èç (4), (5) îïðåäåëÿëèñü ÷åðåç ïðîèçâåäåíèÿ ñïåöè-
àëüíî çàäàííûõ îáúåìíûõ ìîäóëåé è òîëùèíû îáîëî÷êè.
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2. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ñî
ñëó÷àéíîé ïîðèñòîñòüþ. Ðåàëèçàöèÿ ïðåäñòàâëåííûõ ïîäõîäîâ áûëà âûïîëíå-
íà â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ANSYS. Ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì 
 ñòðîèëñÿ â ôîð-
ìå êóáà, ðàâíîìåðíî ðàçáèòîãî íà ìåíüøèå ãåîìåòðè÷åñêè îäèíàêîâûå êóáèêè �
òåðìîóïðóãèå äâàäöàòèóçëîâûå ãåêñàýäðàëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû SOLID226
ñ KEYOPT(1)=11. Â êóáè÷åñêîé ðåøåòêå
 èìåëîñü L � L � L êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,
ãäåL � öåëîå ÷èñëî. Â òàêîì äâóõôàçíîì êîìïîçèòå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ïåðâîé
ôàçû íàäåëÿëèñü ìàòåðèàëüíûìè ñâîéñòâàìè èñõîäíîãî òåðìîóïðóãîãî ìàòåðèà-
ëà, à äëÿ ïîð çàäàâàëèñü ïðåíåáðåæèìî ìàëûå ìîäóëè æåñòêîñòè è òåìïåðàòóðíûå
ñâîéñòâà âîçäóõà. Äàëåå âûäåëÿëèñü ýëåìåíòû ñî ñâîéñòâàìè ïîð â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïðèíèìàåìîé ìèêðîñòðóêòóðîé êîìïîçèòà. Â ñëó÷àå ñëàáî ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà
íåðåãóëÿðíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, èñõîäÿ èç çàäàâàåìîé ïîðèñòîñòè, ÷àñòü
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñëó÷àéíûì îáðàçîì îáúÿâëÿëàñü ïîðàìè. Îòìåòèì, ÷òî òà-
êàÿ ìîäåëü ëåãêî ñòðîèòñÿ, íî îíà íå ïîääåðæèâàåò ñâÿçíîñòè ýëåìåíòîâ ïåðâîé
ôàçû è íå îòðàæàåò ñòðóêòóðû ñâÿçíîñòè ýëåìåíòîâ âòîðîé ôàçû (çàêðûòûå èëè
îòêðûòûå ïîðû). Äðóãèå ìåòîäû, ïîääåðæèâàþùèå ñâÿçíîñòü êàðêàñà, ñîñòîÿùåãî
èç ýëåìåíòîâ ïåðâîé ôàçû, èëè ïîääåðæèâàþùèå êëàñòåðíîñòü ýëåìåíòîâ âòîðîé
ôàçû áûëè îïèñàíû â [9].

Äëÿ àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïîêðûòèÿ âíóòðåííèõ ãðàíèö ïîð â êóáè÷åñêîì
ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå ïðèìåíÿëñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Âíà÷àëå âûäåëÿëèñü
êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ ìàòåðèàëüíûìè ñâîéñòâàìè ïîð. Ïîëó÷åííûé ìàññèâ ýëå-
ìåíòîâ ïî ñâîèì âíåøíèì ãðàíèöàì ïî êîìàíäå TSHAP,QUA8 ïîêðûâàëñÿ îòâåò-
íûìè êîíòàêòíûìè ýëåìåíòàìè TARGE170. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè âñåõ êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ñî ñâîéñòâàìè ïîð, íàõîäÿùèåñÿ íà âíåøíèõ ïîâåðõíîñòÿõ ìàññèâà ýëå-
ìåíòîâ � ïîð îêàçûâàëèñü ïîêðûòûìè âîñüìèóçëîâûìè êîíòàêòíûìè ýëåìåíòàìè
(TARGE170 âèäà QUA8). Çàòåì êîíòàêòíûå ýëåìåíòû, íàõîäÿùèåñÿ íà âíåøíåé
ãðàíèöå ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà óäàëÿëèñü, à îñòàâøèåñÿ êîíòàêòíûå ýëåìåí-
òû çàìåíÿëèñü íà âîñüìèóçëîâûå îáîëî÷å÷íûå ýëåìåíòû SHELL281 ñ îïöèåé ìåì-
áðàííûõ íàïðÿæåíèé. Â èòîãå âñå ãðàíè ñîïðèêîñíîâåíèÿ òåðìîóïðóãèõ ñòðóê-
òóðíûõ ýëåìåíòîâ ñ ïîðàìè áûëè ïîêðûòû ìåìáðàííûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè.

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå äëÿ ïîëó÷åííîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ðåøàëèñü ñòà-
òè÷åñêèå çàäà÷è (1), (3), (4) ñ (6) èëè ñ (8). Äàëåå, â ïîñòïðîöåññîðå ANSYS âû÷èñ-
ëÿëèñü îñðåäíåííûå íàïðÿæåíèÿ, ïðè÷åì êàê ïî îáúåìíûì ýëåìåíòàì, òàê è ïî
ïîâåðõíîñòíûì. Äàëåå, ïî ôîðìóëàì (6), (8) âû÷èñëÿëèñü ýôôåêòèâíûå ìîäó-
ëè æåñòêîñòè è êîýôôèöèåíòû òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé ïîðèñòîãî êîìïîçèòà
ñ ïîâåðõíîñòíûìè ýôôåêòàìè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðåøàëèñü â ANSYS çàäà÷è
òåïëîïðîâîäíîñòè (2), (5), (9).

3. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ìàòåðèàëà ïîðèñòîãî êðåìíèÿ êóáè÷åñêîé ñèíãîíèè áûëè îá-
íàðóæåíû òåíäåíöèè, âûÿâëåííûå â [10]. Åñëè ñðàâíèòü äâà ïîäîáíûõ òåëà ñ îáû÷-
íûìè ðàçìåðàìè è ñ íàíîðàçìåðàìè, òî äëÿ íàíîðàçìåðíîãî òåëà çà ñ÷åò ïîâåðõ-
íîñòíûõ íàïðÿæåíèé ýôôåêòèâíûå æåñòêîñòè áóäóò áîëüøå, ÷åì ó òåëà ñ îáû÷-
íûìè ðàçìåðàìè. Êðîìå òîãî, ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ïîðèñòîãî òåëà îáû÷íûõ ðàçìå-
ðîâ ýôôåêòèâíûå óïðóãèå æåñòêîñòè óáûâàþò ñ ðîñòîì ïîðèñòîñòè. Ìåæäó òåì,
ýôôåêòèâíûå æåñòêîñòè ïîðèñòîãî íàíîêîìïîçèòíîãî òåëà ïðè îäíîé è òîé æå
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ïîðèñòîñòè ìîãóò, êàê óìåíüøàòüñÿ, òàê è óâåëè÷èâàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò âåëè-
÷èí ïîâåðõíîñòíûõ ìîäóëåé è ðàçìåðîâ è êîëè÷åñòâà ïîð. Ýòîò ýôôåêò ñâÿçàí
ïðåæäå âñåãî ñ òåì, ÷òî íà ðàçìåðû ãðàíèö ïîð ñ ïîâåðõíîñòíûìè íàïðÿæåíèÿìè
âëèÿåò íå òîëüêî îáùàÿ ïîðèñòîñòü, íî òàêæå êîíôèãóðàöèÿ, ðàçìåðû è êîëè÷å-
ñòâî ïîð. Àíàëîãè÷íûå òåíäåíöèè áûëè îòìå÷åíû è äëÿ âåëè÷èí ýôôåêòèâíûõ
êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ðàáîòà ïåðâûõ äâóõ àâòîðîâ ïî ìîäåëèðîâàíèþ óïðóãèõ íàíîêîìïîçèòîâ âû-
ïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÐÍÔ • 15-19-10008.
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1 Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò �ÌÈÑèÑ�,
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2 Óðàëüñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. ïåðâîãî Ïðåçèäåíòà Ðîññèè
Á. Í. Åëüöèíà, Åêàòåðèíáóðã

Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà óãëåé íà ðàçíûõ óðîâíÿõ èõ ñòðóêòóðíîé îðãàíèçàöèè îïðå-
äåëÿþò çàêîíîìåðíîñòè èõ ïîâåäåíèÿ â óñëîâèÿõ âîçäåéñòâèé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Çà-
ðîæäåíèå è ðîñò äåôåêòîâ (â òîì ÷èñëå ðàçðóøåíèÿ) â óãîëüíîì âåùåñòâå ïðîèñõîäèò íà
óðîâíå ìèêðîêîìïîíåíòîâ è àíîìàëüíûõ âêëþ÷åíèé (ìèíåðàëüíûõ êîìïîíåíòîâ è ò. ï.).
Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû îöåíêè ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ óãëåé íå ïîçâîëÿþò ó÷åñòü îñîáåííî-
ñòè ñòðîåíèÿ óãîëüíîãî âåùåñòâà íà ìèêðî- è íàíîóðîâíå. Íåäàâíî áûë ïðåäëîæåí íîâûé
ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà íåïðåðûâíîãî èíäåíòèðîâàíèÿ.Öåëüþ äàííîé
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äåìîíñòðàöèÿ âîçìîæíîñòåé ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ èíñòðóìåíòàëüíîãî
èíäåíòèðîâàíèÿ äëÿ îöåíêè ëîêàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìèêðîêîìïîíåíòîâ óãëåé.
Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëè íà äâóõ òèïàõ îáúåêòîâ � óãëå íèçêîé ñòàäèè ìåòàìîðôèçìà
è àíòðàöèòå. Èçìåðåíèÿ ïðîâîäèëè íà äâóõ òèïàõ ìèêðîêîìïîíåíòîâ óãëÿ � âèòðèíèòå
è èíåðòèíèòå, à òàêæå íà ìèêðîêîìïîíåíòå âèòðèíèòå àíòðàöèòà. Â ðåçóëüòàòå áûëè
ïîëó÷åíû äàííûå î êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ ðàçëè÷èÿõ ìåæäó ìåõàíè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè ìèêðîêîìïîíåíòîâ óãëåé, â òîì ÷èñëå ìåæäó ðàçíûìè ìèêðîêîìïîíåíòàìè
îäíîãî è òîãî æå óãëÿ, à òàêæå èõ èçìåíåíèÿìè ñ ðîñòîì ñòàäèè ìåòàìîðôèçìà.

1. Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ, òàêèõ êàê êîìïîçèòû ñ êîìïîíåíòàìè
íàíî- è ìèêðîðàçìåðíûõ ìàñøòàáîâ, à òàêæå ïðèðîäíûå êîìïîçèòû � ãåîìàòå-
ðèàëû, ñòàëè èñïîëüçîâàòü íîâåéøèå èíñòðóìåíòàëüíûå ìåòîäû, îòëè÷àþùèåñÿ
âûñîêèìè ìåòðîëîãè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ê òàêèì ïðèáîðàì îòíîñÿòñÿ, â
òîì ÷èñëå, ñîâðåìåííûå ìèêðî- è íàíîèíäåíòîðû. Ñ èõ ïîìîùüþ ñòàëî âîçìîæ-
íûì îöåíèâàòü âåëè÷èíû ëîêàëüíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè è òâåðäîñòè, èçìåðåííûõ
â ïðèïîâåðõíîñòíûõ ñëîÿõ. Ëîêàëüíîñòü ïðè ýòîì èçìåðÿåòñÿ â íàíîìåòðîâîì è
ìèêðîìåòðîâîì ìàñøòàáàõ. Òàêèì îáðàçîì ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü
ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íå òîëüêî ìàòåðèàëà â öåëîì, íî è åãî îòäåëüíûõ
êîìïîíåíòîâ. Òàêèå ïîäõîäû â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçâèâàþòñÿ êàê äëÿ êîìïîçèòîâ
(ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîïûòêè õàðàêòåðèñòèêè îñîáåííîñòåé çàêîíîâ äåôîðìèðîâàíèÿ
è äàæå âîçíèêíîâåíèÿ ïðîöåññîâ ðàçðóøåíèÿ) [1, 2], íî è (ñ àíàëîãè÷íûìè öåëÿ-
ìè) � äëÿ ñêàëüíûõ ïîðîä [3, 4]. Çà ïîñëåäíèå ïÿòü ëåò òàêæå ïîÿâèëèñü ðàáî-
òû ïî ïðèìåíåíèþ òåõíèêè íåïðåðûâíîãî ìèêðî- [5] è íàíîèíäåíòèðîâàíèÿ [6, 7]
äëÿ îöåíêè ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìèêðîêîìïîíåíòîâ óãëåé. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû
ÿâëÿåòñÿ äåìîíñòðàöèÿ âîçìîæíîñòåé ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ èíñòðóìåíòàëüíîãî
èíäåíòèðîâàíèÿ äëÿ îöåíêè ëîêàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìèêðîêîìïîíåíòîâ
óãëåé.
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2. Îáúåêòû è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëè íà äâóõ
òèïàõ îáúåêòîâ � óãëå íèçêîé ñòàäèè ìåòàìîðôèçìà (• 1) è àíòðàöèòå (• 2).
Èçìåðåíèÿ ïðîâîäèëè íà äâóõ òèïàõ ìèêðîêîìïîíåíòîâ óãëÿ � âèòðèíèòå è èíåð-
òèíèòå, à òàêæå íà ìèêðîêîìïîíåíòå âèòðèíèòå àíòðàöèòà. Â êà÷åñòâå îáðàçöîâ
èñïîëüçîâàëè àíøëèô-øòóôû óãëÿ è àíòðàöèòà ñ îòïîëèðîâàííûìè ïîâåðõíîñòÿ-
ìè, ïðåäíàçíà÷åííûìè äëÿ èíäåíòèðîâàíèÿ. Ïîäãîòîâêó îáðàçöîâ ïðîâîäèëè íà
ìèíåðàëîãè÷åñêîì êîìïëåêñå RotoPol-35 (Struers, Äàíèÿ), íà êîòîðîì îñóùåñòâ-
ëÿëè øëèôîâàíèå è ïîëèðîâêó ïîâåðõíîñòè.

Èíñòðóìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëè íà ñëåäóþùèõ ïðèáîðàõ: ìèêðî-
èíäåíòîðå MicroHardness Tester (CSM Instruments) ñ èíäåíòîðîì, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèì ÷åòûðåõãðàííóþ ïèðàìèäó Âèêêåðñà, à òàêæå íà íàíîèíäåíòîðå Hysitron
TI 700 ñ èíäåíòîðîì â âèäå òðåõãðàííîé ïèðàìèäû Áåðêîâè÷à. Èçìåðåíèÿ ïðîâî-
äèëè â ðåæèìå êîíòðîëÿ íàãðóæåíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ïðèáîðà, ìàêñèìàëü-
íàÿ íàãðóçêà ñîñòàâèëà 500 ìÍ (ìèêðîèíäåíòèðîâàíèå) èëè 10 ìÍ (íàíîèíäåíòè-
ðîâàíèå). â â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ (êîíòðîëÿ íàãðóæåíèÿ è ãëóáèíû âíåäðåíèÿ â
îáðàçåö). Îáðàáîòêó ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ïðîâîäèëè â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè-
÷åñêèìè ïîäõîäàìè Îëèâåðà è Ôàððà è äð. Íà êàæäîì èç îáðàçöîâ è íà êàæäîì
èç ìèêðîêîìïîíåíòîâ ïðîâîäèëè íå ìåíåå 10 èçìåðåíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáèòüñÿ
ñòàòèñòè÷åñêè äîñòîâåðíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Èçìåðåíèÿ íà îòäåëüíûõ ìèêðîêîìïîíåíòàõ óãëÿ • 1 è íà ìèêðîêîìïîíåíòå
âèòðèíèòå àíòðàöèòà • 2 ïðîâîäèëè íà îäíèõ è òåõ æå îáðàçöàõ, íî íà îáëà-
ñòÿõ, ðàñïîëîæåííûõ íà äîñòàòî÷íîì îòäàëåíèè äðóã îò äðóãà, ÷òîáû íå âíåñòè
ïîãðåøíîñòè â èçìåðåííûå âåëè÷èíû. Ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèé áûëè çíà÷åíèÿ ìî-
äóëåé óïðóãîñòè E (ÃÏà) è òâåðäîñòè H (ÌÏà), à òàêæå òèïè÷íûé âèä êðèâûõ
íàãðóæåíèÿ-ðàçãðóçêè (P� h äèàãðàìì).

3. Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî
ìèêðî- è íàíîèíäåíòèðîâàíèþ îáðàçöîâ áûëè ïîñòðîåíû êðèâûå íàãðóæåíèÿ-
ðàçãðóçêè (P� h äèàãðàììû) ìèêðîêîìïîíåíòîâ âèòðèíèòà è èíåðòèíèòà óãëÿ • 1
è ìèêðîêîìïîíåíòà âèòðèíèòà àíòðàöèòà • 2. Îêàçàëîñü, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò
òèïà ïðèáîðà (ìèêðî- èëè íàíîèíäåíòîð) êà÷åñòâåííûé âèä òàêèõ êðèâûõ ñîõðà-
íÿëñÿ (ðèñóíîê 1). Ñðàâíåíèå P� h äèàãðàìì, ïîëó÷åííûõ íà ìèêðîêîìïîíåíòàõ
èíåðòèíèòà è âèòðèíèòà óãëÿ • 1 ïîêàçàëî, ÷òî ïîâåäåíèå èíåðòèíèòà ïðè íà-

Ðèñóíîê 1 � Òèïè÷íûå êðèâûå íàãðóæåíèÿ-ðàçãðóçêè ìèêðîêîìïîíåíòà âèòðèíèòà óãëÿ
• 1 à) ìèêðîèíäåíòèðîâàíèå; á) íàíîèíäåíòèðîâàíèå
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ãðóæåíèè â íàíî- è ìèêðîäèàïàçîíå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïëàñòè÷åñêèì ïî ñðàâíåíèþ ñ
èíåðòèíèòîì (ðèñóíêè 1, 2). Ïðè ýòîì ìèêðîêîìïîíåíò âèòðèíèò àíòðàöèòà • 2
ïðîäåìîíñòðèðîâàë õàðàêòåð óêàçàííîé êðèâîé, íàèáîëåå ïðèáëèæåííûé ê óïðó-
ãîìó (ðèñóíîê 3).

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëåííûõ ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ ïî ìèêðî-
è íàíîèíäåíòèðîâàíèþ âåëè÷èí ìîäóëåé óïðóãîñòè è òâåðäîñòè ïðåäñòàâëåíû â
òàáëèöå 1.

Èç òàáëèöû 1 âèäíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò íàíî- ê ìèêðîðàçìåðíûì èíäåíòèðî-
âàíèÿì ñóùåñòâóåò ðàçìåðíûé ýôôåêò, íàèáîëåå ÿðêî ïðîÿâëÿþùèéñÿ â âåëè÷è-
íàõ ìîäóëåé óïðóãîñòè. Òàê, äëÿ óãëÿ • 1 âåëè÷èíû ìîäóëÿ óïðóãîñòè âèòðèíèòà
è èíåðòèíèòà íèæå äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ìèêðîèíäåíòèðîâàíèþ ïî ñðàâíåíèþ ñ
íàíîèíäåíòèðîâàíèåì. Ïðè ýòîì äëÿ àíòðàöèòà î÷åâèäíà îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü.

Âåëè÷èíû òâåðäîñòè ìèêðîêîìïîíåíòîâ âèòðèíèòà óãëÿ • 1, ïîëó÷åííûå ïðè
ìèêðî- è íàíîèíäåíòèðîâàíèè, ñðàâíèìû, à äëÿ èíåðòèíèòà âåëè÷èíà òâåðäîñòè,
ïîëó÷åííàÿ ïðè ìèêðîèíäåíòèðîâàíèè, íèæå, ÷åì ïðè íàíîèíäåíòèðîâàíèè. Äëÿ
ìèêðîêîìïîíåíòîâ âèòðèíèòà àíòðàöèòà • 2 âåëè÷èíû òâåðäîñòè, ïîëó÷åííûå
ïðè ìèêðîèíäåíòèðîâàíèè, â 3 ðàçà âûøå, ÷åì òàêîâûå ïðè íàíîèíäåíòèðîâàíèè.

4. Çàêëþ÷åíèå Â ðàáîòå áûëè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ
ïî ìèêðî- è íàíîèíäåíòèðîâàíèþ îáðàçöîâ óãëÿ íèçêîé ñòàäèè ìåòàìîðôèçìà è
àíòðàöèòà. Èçìåðåíèÿ ïðîâîäèëè íà ðàçíûõ ìèêðîêîìïîíåíòàõ óãëÿ (èíåðòèíèòå
è âèòðèíèòå) è ìèêðîêîìïîíåíòå âèòðèíèòå àíòðàöèòà.

Ðèñóíîê 2 � Òèïè÷íûå êðèâûå íàãðóæå-
íèÿ � ðàçãðóçêè ìèêðîêîìïîíåíòà èíåð-
òèíèòà óãëÿ • 1

Ðèñóíîê 3 � Òèïè÷íûå êðèâûå íàãðóæå-
íèÿ � ðàçãðóçêè ìèêðîêîìïîíåíòà âèòðè-
íèòà àíòðàöèòà • 2

Òàáëèöà 1 � Çíà÷åíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè è òâåðäîñòè ìèêðîêîìïîíåíòîâ îáðàçöîâ óãëÿ
è àíòðàöèòà ïðè ìèêðî- è íàíîèíäåíòèðîâàíèè

• óãëÿ Ìèêðîêîìïîíåíò Âèä èíäåíòèðîâàíèÿ E, ÃÏà H , ÌÏà
1 Âèòðèíèò Ìèêðîèíäåíòèðîâàíèå 3.66 407.60

Íàíîèíäåíòèðîâàíèå 4.56 444.42
1 Èíåðòèíèò Ìèêðîèíäåíòèðîâàíèå 3.02 251.70

Íàíîèíäåíòèðîâàíèåå 4.90 339.03
2 Âèòðèíèò (àíòðàöèòà) Ìèêðîèíäåíòèðîâàíèå 8.58 1610.83

Íàíîèíäåíòèðîâàíèå 5.15 528.20
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Áûëè ïîëó÷åíû äàííûå î êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ ðàçëè÷èÿõ ìåæäó
ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìèêðîêîìïîíåíòîâ óãëåé, â òîì ÷èñëå ìåæäó ðàçíûìè
ìèêðîêîìïîíåíòàìè îäíîãî è òîãî æå óãëÿ. Îòìå÷åíû íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå
îñîáåííîñòè èçìåíåíèÿ ëîêàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìèêðîêîìïîíåíòîâ óãëåé
ñ ðîñòîì ñòàäèè ìåòàìîðôèçìà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò •16-17-
10217).
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Kossovich E. L., Dobryakova N. N., Minin M. G., Epshtein S. A., Agarkov K. V.
Depth-sensing nano- and microindentation for characterization of coals microcomponents
mechanical properties. Coals mechanical properties at di�erent size scales determine the laws
and features of their behavior under external e�ects of di�erent physical nature. Initiation and
growth of defects (including destruction) in coal matter begins at the microcomponents and
anomalous inclusions (mineral components, etc.) level. Classical methods for coals mechanical
properties characterization do not allow to consider features of coal matter structure at micro-
and nanoscale. Recently, a new approach was introduced for coals mechanical properties
characterization, based on depth-sensing indentation techniques. The aim of the current
work is to demonstrate the possibilities of the modern indentation methods for evaluation
of local mechanical properties of coals microcomponents. Experiments were held at two types
of objects � bituminous low-rank coal and anthracite. Measurements were made at two types of
coal microcomponents � vitrinite and inertinite, and also at vitrinite of anthracite. The results
revealed data on qualitative and quantitative di�erences between coal microcomponents
mechanical properties, including their variation in rank.
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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå èíòåíñèâíîñòè ñòàöèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ íà
ñöåíàðèè ïåðåõîäà êîëåáàíèé ãèáêèõ ïðÿìîóãîëüíûõ â ïëàíå îáîëî÷åê ìîäåëè Êèðõãîôà
â õàîñ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Òîíêîñòåííûå ïðÿìîóãîëüíûå â ïëàíå ãèáêèå îáîëî÷êè, â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ èíæåíåðíîãî
ñòðîèòåëüñòâà. Äëÿ ïîääåðæàíèÿ ñòàáèëüíîé ðàáîòû âñåé ñèñòåìû íåîáõîäèìî èñ-
ñëåäîâàíèå âëèÿíèÿ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé íà íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ åå ñîñòàâíûõ
÷àñòåé. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàãðåâ òåëà íå ñëèøêîì âåëèê è ïîýòîìó íå èçìåíÿ-
åò ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ïðåä-
ïîëîæèì íå çàâèñÿùèì îò òåìïåðàòóðû, óäåëüíàÿ îáúåìíàÿ òåïëîåìêîñòü òåëà
è êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñ÷èòàåì ïîñòîÿííûìè. Ïîëîæèì, ÷òî â òåëå îò-
ñóòñòâóþò èñòî÷íèêè òåïëà. Îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ â ñòàöèîíàðíîì òåìïåðàòóðíîì
ïîëå, êîòîðîìó îòâå÷àåò óðàâíåíèå Ëàïëàñà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëåáàíèé
îáîëî÷êè ïîñòðîåíà íà îñíîâå òåîðèè Êèðõãîôà. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü
ó÷òåíà â ôîðìå Ò. Êàðìàíà [1]. Â áåçðàçìåðíîì âèäå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëå-
ìåíòà îáîëî÷êè è ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé ñ ó÷åòîì òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ èìåþò
âèä:

1
12(1� � 2)

�
r 4

� w + r 2
� M t

�
� L(w; F ) � r 2

kF +
@2w
@t2

+ �
@w
@t

= 0 ;

r 4
� F +

1
2

L(w; w) + r 2
kw + r 2

� N t = 0;

çäåñü

r 4
� =

1
� 2

@4

@x4
+ � 2 @4

@y4
+ 2

@4

@x2@x2
; r 2

� = � � 1 @2

@x2
+ �

@2

@y2
; r 2

k = kx
@2

@y2
+ ky

@2

@x2
;

L(w; F ), L(w; w) � èçâåñòíûå íåëèíåéíûå îïåðàòîðû, F � ôóíêöèÿ óñèëèé,
w � ôóíêöèÿ ïðîãèáà, � = a=b, ãäåa, b � ðàçìåðû îáîëî÷êè â ïëàíå, t � âðåìÿ,
� � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, kx è ky � êðèâèçíà îáîëî÷êè ïî x è y, ñîîòâåòñòâåí-
íî, T(x; y) � ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ. Òåìïåðàòóðíûå êîìïîíåíòû óñèëèé
è ìîìåíòîâ èìåþò âèä:

N t =
Z h

� h

E� tT
1 � �

dz; Mt =
Z h

� h

E� tT
1 � �

zdz:

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è íåîäíîðîäíûå êðàåâûå
óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå øàðíèðíîìó îïèðàíèþ íà ãèáêèå íåðàñòÿæèìûå ðåá-
ðà [2]:

w = 0;
@2w
@x2

= 0; F = 0;
@2F
@x2

= 0; x = 0; 1
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w = 0;
@2w
@y2

= 0; F = 0;
@2F
@y2

= px ; x = 0; 1

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òåìïåðàòóðíîé ôóíêöèè ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ïðèñîåäèíÿ-
ëèñü îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà. Çàäà÷à Äèðèõëå ìåòîäîì êî-
íå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ àïïðîêñèìàöèåé âòîðîãî ïîðÿäêà ñâîäèëàñü ê ñèñòåìå ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ðåøàëàñü ìåòîäîì îáðàòíîé ìàòðèöû.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ýëåìåíòà îáîëî÷êè ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ è íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé ñâîäèòñÿ ê íåëèíåéíîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ àïïðîêñèìàöèåé O(c2) ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ïî âðåìåíè çàäà÷à Êîøè ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå � Êóòòà
4-îãî ïîðÿäêà. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü
îáîëî÷êó, êàê ñèñòåìó ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, â äàííîì ÷èñëåííîì
ýêñïåðèìåíòå èõ ÷èñëî 196 (14� 14).

Â ðàáîòå ïîìèìî êëàññè÷åñêîãî àïïàðàòà Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèé ïðèìåíÿåòñÿ
âåéâëåò-àíàëèç, ÷òî ïîçâîëÿåò èçó÷èòü ëîêàëüíûå âðåìåííûå îñîáåííîñòè ñèãíà-
ëîâ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïðåèìóùåñòâà àïïàðàòà
âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé è âûáîð àíàëèçèðóþùåãî âåéâëåòà îïèñàíû â ðàáîòàõ [3].

2. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò.
Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ïðÿìîóãîëüíûõ â ïëàíå îáîëî÷åê ïîä äåéñòâèåì ïðî-

äîëüíûõ íàãðóçîê ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [4]. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íàïðàâëå-
íû íà èçó÷åíèå âëèÿíèÿ èíòåíñèâíîñòè ñòàöèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ íà
õàðàêòåð êîëåáàíèé ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðîäîëüíàÿ íàãðóç-
êà çàäàâàëàñü â âèäåpx = p0 sin! pt, ãäå ! p, p0 � ÷àñòîòà è àìïëèòóäà âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ. Êîëåáàíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü íà âðåìåííîì èíòåðâàëå t 2 [0; 286].
Êîýôôèöèåíò äèññèïàöèè ñðåäû � = 1, � = 0;3. Ìàòåðèàë ïëàñòèíû � ñòàëü.
Îòíîøåíèå ðàçìåðîâ ïàíåëè â ïëàíå � = 1. Ìàòåðèíñêèé âåéâëåò îñíîâàí íà 32
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Ãàóññà (Gauss32).

Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ïðîäîëüíîé íàãðóçêè
(! p = 14;66), áîëåå ÷åì â äâà ðàçà ïðåâûøàþùåé ÷àñòîòó ñîáñòâåííûõ ëèíåé-
íûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû ( ! 0 = 5;9), áûë ïîëó÷åí ñöåíàðèé, ñîäåðæàùåé ÷åðòû
âñåõ òðåõ êëàññè÷åñêèõ ñöåíàðèåâ ïåðåõîäà êîëåáàíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ê õà-
îñó. Ñ ðîñòîì àìïëèòóäû âíåøíåé ïðîäîëüíîé íàãðóçêè ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
ñìåíÿþòñÿ êîëåáàíèÿìè, ãäå â âåéâëåò-ñïåêòðå ïðåîáëàäàåò ÷àñòîòà, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ïåðâîé áèôóðêàöèè Õîïôà. Çàòåì, àìïëèòóäà ÷àñòîòû âíåøíåé ïðîäîëü-
íîé íàãðóçêè íà÷èíàåò íàðàñòàòü íà íà÷àëüíîì âðåìåííîì èíòåðâàëå ( p0 = 2;25).
Ïðè äîñòèæåíèè óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì çíà÷åíèÿ p0 = 2;65 ïðîèñõîäèò âòî-
ðàÿ áèôóðêàöèÿ ñèñòåìû, ïðè t > 75 íà âåéâëåò ñïåêòðå ïîÿâëÿþòñÿ ÷àñòîòû,
ñîîòâåòñòâóþùèå âòîðîé áèôóðêàöèè Õîïôà. Àìïëèòóäà âíåøíåé ñèëû p0 = 2;7
ïðîâîöèðóåò ïåðåñòðîéêó ñèñòåìû ïî âðåìåíè, ÷òî õîðîøî èëëþñòðèðóåò âåéâëåò
ñïåêòð. Íà íà÷àëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè t < 100ïîÿâëÿåòñÿ äâå ïàðû ëèíåéíî çà-
âèñèìûõ ÷àñòîò, àìïëèòóäà ÷àñòîò, ñîîòâåòñòâóþùèõ âòîðîé áèôóðêàöèè Õîïôà
áëèçêà ê íóëþ. Äàëåå ïî âðåìåíè ( t > 100) àìïëèòóäà ïàð ëèíåéíî-çàâèñèìûõ
÷àñòîò ðåçêî ïàäàåò, à àìïëèòóäà ÷àñòîò âòîðîé áèôóðêàöèè Õîïôà ðåçêî íà-
ðàñòàåò. Äàëüíåéøèé ðîñò ïàðàìåòðà p0 ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ õàîòè÷åñêèõ îêîí
â ñèãíàëå, ÷òî ïåðåâîäèò êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â õàîñ.
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Ïîìåñòèì ðàññìàòðèâàåìóþ ïëàñòèíó â òåìïåðàòóðíîå ïîëå èíòåíñèâíîñòè
T = 10. Íàãðåâ ïðèâîäèò ê òåìïåðàòóðíîìó âûïó÷èâàíèþ ïëàñòèíû, âñëåäñòâèå
÷åãî ìåíÿåòñÿ ÷àñòîòà åå ñîáñòâåííûõ ëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Ïðè T = 10 ñîáñòâåí-
íàÿ ÷àñòîòà ! 0 = 8;9, ÷òî áîëåå ÷åì â ïîëòîðà ðàçà ìåíüøå ÷àñòîòû âíåøíåé
ïðîäîëüíîé íàãðóçêè ! p = 14;6. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî òåìïåðàòóð-
íîå ïîëå ìàëîé èíòåíñèâíîñòè ( T = 10) íå ìåíÿåò ñöåíàðèÿ ïåðåõîäà êîëåáàíèé
ïëàñòèíû â õàîñ, íî óñêîðÿåò åãî ïî àìïëèòóäå âíåøíåé ïðîäîëüíîé íàãðóçêè.
Óæå ïðè çíà÷åíèè p0 = 2;1 íà ñïåêòðå ïðèñóòñòâóåò ÷àñòîòà ïåðâîé áèôóðêàöèè
Õîïôà ïî àìïëèòóäå ñîèçìåðèìàÿ ñ ÷àñòîòîé âûíóæäàþùåé ñèëû. Ïðè äîñòèæå-
íèè óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì çíà÷åíèÿ p0 = 2;45 ïðîèñõîäèò âòîðàÿ áèôóðêàöèÿ
ñèñòåìû (áèôóðêàöèÿ Õîïôà), êîòîðàÿ, êàê è â ïðåäûäóùåì ýêñïåðèìåíòå, ïîÿâ-
ëÿåòñÿ íå ñðàçó ïî âðåìåíè, à ëèøü ïðè t > 100. Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ÷àñòîòû
â äàííîì ñëó÷àå ïîÿâëÿþòñÿ ïðè p0 = 2;5225íà íà÷àëüíîì âðåìåííîì èíòåðâàëå
(t < 120), îäíàêî èõ àìïëèòóäû íå ïîñòîÿííû íà ýòîì èíòåðâàëå è çíà÷èòåëüíî
íèæå àìïëèòóäû ÷àñòîòû ïåðâîé áèôóðêàöèè. ×àñòîòû, ñîîòâåòñòâóþùèå âòîðîé
áèôóðêàöèè Õîïôà, ïðèñóòñòâóþò íà âåéâëåò ñïåêòðå íà âñåì âðåìåííîì èíòåð-
âàëå, íî àìïëèòóäà èõ ïðè t < 120íèæå ÷åì ïðè t > 120. Õàîñ â ñèñòåìå íàñòóïàåò
óæå ïðè p0 = 2;55.

Ïîìåñòèì ïëàñòèíó â òåìïåðàòóðíîå ïîëå èíòåíñèâíîñòè T = 30, â äàííîì
ñëó÷àå ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ ëèíåéíûõ êîëåáàíèé ñîâïàäåò ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé
ïðîäîëüíîé íàãðóçêè ! p = ! 0 = 14;6. Â ýòîì ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïåðå-
õîä ê õàîñó áûë ðåçêèì, ñâÿçàí îí ñ ÿâëåíèåì ïåðåìåæàåìîñòè. Ñöåíàðèé ñî-
äåðæàë ÷åðòû ñöåíàðèåâ Ðþýëÿ � Òàêåíñà è Ïîìî � Ìîííåâèëÿ. Ïðè äîñòèæå-
íèè àìïëèòóäîé âíåøíåé íàãðóçêè çíà÷åíèÿ p0 = 0;348 íà ñïåêòðå ïîÿâëÿþòñÿ
äâå ëèíåéíî-çàâèñèìûå ÷àñòîòû, èõ àìïëèòóäà çíà÷èòåëüíî íèæå àìïëèòóäû âû-
íóæäàþùåé ñèëû, ïî ýòîìó âåéâëåò ñïåêòðû åå íå ðåãèñòðèðóþò. Óâåëè÷åíèå àì-
ïëèòóäû íàãðóçêè äî p0 = 0;3485ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå
âðåìåíè t > 200 ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâóþùåé óäâîåíèþ ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû
è ïÿòè ïàð ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ÷àñòîò. Íà íà÷àëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè êîëå-
áàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ãàðìîíè÷åñêèì êîëåáàíèÿì. Ðîñò óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà
ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî îêíà ( p0 = 0;35, t > 125), êîòîðîå
ïðè p0 = 0;37 çàïîëíÿåò âåñü ñïåêòð. Äàëüíåéøåå äâèæåíèå ïî àìïëèòóäå âíåø-
íåé ñèëû âëå÷åò ïîÿâëåíèå óçêèõ õàîòè÷åñêèõ îáëàñòåé â ñèãíàëå, ÷òî ïðèâîäèò
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â õàîñ ( p0 = 0;394).

3. Âûâîäû.

Åäèíîãî ñöåíàðèÿ ïåðåõîäà êîëåáàíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â õàîñ íå îá-
íàðóæåíî. Âñå ðàññìîòðåííûå ïåðåõîäû ñîäåðæàëè ÷åðòû ñöåíàðèÿ Ðþýëÿ � Òà-
êåíñà, òî åñòü â ñïåêòðå êîëåáàíèé ïîÿâëÿëèñü ïàðû ëèíåéíî çàâèñèìûõ ÷àñòîò.
Ïåðåõîä ê õàîñó âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ îñóùåñòâëÿëñÿ ÷åðåç ïåðåìåæàåìîñòü, òî
åñòü ÷åðåç ïîÿâëåíèå è íàðàñòàíèå êîëè÷åñòâà õàîòè÷åñêèõ îêîí â ñïåêòðå êîëåáà-
íèé ñèñòåìû. Âî âñåõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ áûëè ïîëó÷åíû íåñòàöèîíàðíûå
ñèãíàëû, ãäå áèôóðêàöèè ñèñòåìû íàñòóïàëè ïðè ôèêñèðîâàííûõ óïðàâëÿþùèõ
ïàðàìåòðàõ ëèøü ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Òåìïåðàòóðíîå ïîëå ìàëîé èíòåíñèâíîñòè T = 10 íå ìåíÿëî ñöåíàðèÿ ïåðåõîäà
êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû â õàîñ, íî óñêîðÿëî åãî. Áèôóðêàöèè ñèñòåìû
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è õàîòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ïîÿâëÿëèñü ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû âíåøíåé
ïðîäîëüíîé íàãðóçêè. Â ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòè òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ T = 30 ÷à-
ñòîòà ñîáñòâåííûõ ëèíåéíûõ êîëåáàíèé íàãðåòîé ïëàñòèíû ñîâïàëà ñ ÷àñòîòîé
âíåøíåé ïðîäîëüíîé íàãðóçêè, ÷òî ïðèâåëî ê ðåçêîìó ïåðåõîäó â õàîñ. Õàîòè÷å-
ñêèå êîëåáàíèÿ ïîÿâëÿëèñü â ñèñòåìå ïðè çíà÷åíèè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà â 10
ðàç ìåíüøèõ, ÷åì â äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ ïðîåêò • 15-19-10039.
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ÌÅÒÎÄÎÌ ÂÈÕÐÅÂÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

Êóçüìèíà Ê. Ñ., Ìàð÷åâñêèé È. Ê., Ìîðåâà Â. Ñ.
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ý. Áàóìàíà

Ïðè ðåøåíèè ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ ãèäðîóïðóãîñòè (ê ïðèìåðó, ìîäåëèðîâàíèå ãèäðî-
óïðóãèõ êîëåáàíèé ïðîôèëÿ â ïîòîêå âÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäû) ñ ïîìîùüþ âèõðåâûõ
ìåòîäîâ îäíîé èç êëþ÷åâûõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèÿ íà ïðîôèëå. Ñóùåñòâóþò äâà ïîäõîäà ê ó÷åòó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ïðîôèëå: îáåñ-
ïå÷åíèå ðàâåíñòâà íîðìàëüíûõ ëèáî êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòåé ñðåäû è ïðîôèëÿ.
Â ðàáîòå îïèñàíû ðàñ÷åòíûå ñõåìû äëÿ îáîèõ ïîäõîäîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñõåìà ñ êàñàòåëü-
íûìè êîìïîíåíòàìè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû ñ áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ è äëÿ
áîëåå øèðîêîãî êëàññà çàäà÷.

1. Ââåäåíèå. Ìîäåëèðîâàíèå ãèäðîóïðóãèõ êîëåáàíèé � àêòóàëüíàÿ çàäà÷à,
âîçíèêàþùàÿ âî ìíîãèõ òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðè àíàëèçå ïîâåäåíèÿ óïðó-
ãèõ êîíñòðóêöèé, ïîìåùåííûõ â ïîòîê æèäêîñòè èëè ãàçà è âîñïðèíèìàþùèõ
íåñòàöèîíàðíûå àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðè-
âàåìûå êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ ïðîòÿæåííûìè, à ñêîðîñòü ïîòîêà � ñðàâíèòåëüíî
ìàëîé, ïîýòîìó â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé çàäà÷è ìîæíî ðàññìîòðåòü îáòåêàíèå ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ïðîôèëÿ, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîäâèæíûì è/èëè äåôîðìèðóåìûì,
ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäû. Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà-
÷è ãèäðîóïðóãîñòè, êîãäà îáëàñòü òå÷åíèÿ èçìåíÿåòñÿ íà êàæäîì øàãå ðàñ÷åòà,
ìîæåò ñåðüåçíî óñëîæíÿòü ïðèìåíåíèå õîðîøî ðàçðàáîòàííûõ ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ
â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïåðåñòðîåíèÿ èëè ñèëüíîé äåôîðìàöèè ñåòêè.

Âåñüìà ïîäõîäÿùèìè äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ áåññåòî÷íûå
ëàãðàíæåâû âèõðåâûå ìåòîäû, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ïåðåõîä ê çàâèõðåííîñòè
êàê ê ïåðâè÷íîé ðàñ÷åòíîé âåëè÷èíå. Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ âèõðåâûõ ìåòîäîâ
ÿâëÿåòñÿ ¾êîíöåíòðàöèÿ¿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ íà ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ
çàâèõðåííîñòè, êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé îáëà-
ñòè âèõðåâîãî ñëåäà âáëèçè ïðîôèëÿ è ïîçàäè íåãî. Ðàñ÷åò ñêîðîñòè ñðåäû ïðî-
èçâîäèòñÿ ïî çàêîíó Áèî � Ñàâàðà, à âîññòàíîâëåíèå äàâëåíèÿ � ñ èñïîëüçîâàíè-
åì îáîáùåíèÿ èíòåãðàëà Êîøè � Ëàãðàíæà äëÿ ñëó÷àÿ âèõðåâûõ òå÷åíèé âÿçêîé
íåñæèìàåìîé ñðåäû.

Âûïîëíåíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ïðîôèëå îáåñïå÷èâàåòñÿ ãåíåðàöèåé íà åãî
ïîâåðõíîñòè ïðèñîåäèíåííîãî ñëîÿ èñòî÷íèêîâ è âèõðåâîãî ñëîÿ, ÷àñòü çàâèõðåí-
íîñòè â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé, à ÷àñòü � ñâîáîäíîé. Òî÷íîñòü ðàñ÷åòà
èíòåíñèâíîñòåé ýòèõ ñëîåâ è èõ âëèÿíèÿ íà òå÷åíèå è ãèäðîäèíàìè÷åñêèå íàãðóç-
êè â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ãèäðî-
óïðóãîñòè â öåëîì. Ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ðàñ÷åòíûõ ñõåì âèõðåâûõ
ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ìîäåëèðîâàòü îáòåêàíèå ïîäâèæíûõ ïðîôèëåé ñ âûñîêîé
òî÷íîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäû, îáòåêàþùåé ïðî-
ôèëü K , îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå � Ñòîêñà

r � ~V = 0;
@~V
@t

+ ( ~V � r )~V = � � ~V �
r p
�

; (1)

ãäå ~V(~r; t) � ïîëå ñêîðîñòåé; p(~r; t) � äàâëåíèå; � = const � ïëîòíîñòü ñðåäû;
� � êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ
æèäêîñòè íà ïðîôèëå

~V(~r; t) = ~VK (~r; t); ~r 2 K ; (2)

è óñëîâèÿìè çàòóõàíèÿ âîçìóùåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè

~V(~r; t) ! ~V1 ; p(~r; t) ! p1 ; j~r j ! 1 :

Çäåñü~VK (~r; t) � ñêîðîñòü òî÷åê ïðîôèëÿ, êîòîðàÿ ïðè ðåøåíèè ¾ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîé ïîäçàäà÷è¿ ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé.

Óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà (1) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òåðìèíàõ çàâèõðåííî-
ñòè ~
( ~r; t) = r � ~V(~r; t):

@~

@t

+ r � (~
 � ~U) = 0 : (3)

Çäåñü~U(~r; t) = ~V(~r; t) + ~W(~r; t), ~W(~r; t) � òàê íàçûâàåìàÿ äèôôóçèîííàÿ ñêî-
ðîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ êîýôôèöèåíòó âÿçêîñòè ñðåäû [1]:

~W(~r; t) = � �
r 
( ~r; t)

( ~r; t)

; ~
( ~r; t) = 
( ~r; t)~k:

Óðàâíåíèå (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ïåðåíîñà èìåþùåéñÿ â îáëàñòè
òå÷åíèÿ çàâèõðåííîñòè ñî ñêîðîñòüþ ~U, à ¾íîâàÿ¿ çàâèõðåííîñòü ãåíåðèðóåòñÿ
òîëüêî íà îáòåêàåìîì ïðîôèëå.

Âëèÿíèå îáòåêàåìîãî ïðîôèëÿ íà òå÷åíèå ýêâèâàëåíòíî ñóïåðïîçèöèè âëèÿíèé
ïðèñîåäèíåííîãî âèõðåâîãî ñëîÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ  att (~r; t), ïðèñîåäèíåííîãî ñëîÿ
èñòî÷íèêîâ ñ èíòåíñèâíîñòüþ qatt (~r; t) è ñâîáîäíîãî âèõðåâîãî ñëîÿ ñ èíòåíñèâíî-
ñòüþ  (~r; t). Ýòè ñëîè ðàñïîëàãàþòñÿ íà îáòåêàåìîì ïðîôèëå, ïðèñîåäèíåííûå
ñëîè ìîäåëèðóþò äâèæåíèå è âîçìîæíîå äåôîðìèðîâàíèå ïðîôèëÿ, ïîýòîìó èõ
èíòåíñèâíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ òî÷åê ïðîôèëÿ [2, 3]:

 att (~r; t) = ~VK (~r; t) � ~� (~r; t); qatt (~r; t) = ~VK (~r; t) � ~n(~r; t); ~r 2 K;

ãäå~n(~r; t) è ~� (~r; t) � îðò íîðìàëè è êàñàòåëüíîé ê ïðîôèëþ, ~n(~r; t) � ~� (~r; t) = ~k.
Ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ çàâèõðåííîñòè ñ ïîìîùüþ çàêîíà Áèî � Ñàâàðà

ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíî ïîëå ñêîðîñòåé ñðåäû:

~V(~r; t) = ~V1 +
1

2�

Z

S(t)

~
( ~�; t ) � (~r � ~� )

j~r � ~� j2
dS +

1
2�

I

K (t)

~ (~�; t ) � (~r � ~� )

j~r � ~� j2
dlK +

+
1

2�

I

K (t)

~ att (~�; t ) � (~r � ~� )

j~r � ~� j2
dlK +

1
2�

I

K (t)

qatt (~�; t )(~r � ~� )

j~r � ~� j2
dlK : (4)
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ÇäåñüS(t) è K (t) � îáëàñòü òå÷åíèÿ è ïîëîæåíèå ãðàíèöû îáòåêàåìîãî ïðîôèëÿ â
ìîìåíò âðåìåíè t ñîîòâåòñòâåííî; ~ =  ~k è ~ att =  att ~k � âåêòîðû èíòåíñèâíîñòåé
ñâîáîäíîãî è ïðèñîåäèíåííîãî âèõðåâûõ ñëîåâ.

Íåèçâåñòíóþ èíòåíñèâíîñòü âèõðåâîãî ñëîÿ  (~s; t) ìîæíî îïðåäåëèòü èç ãðà-
íè÷íîãî óñëîâèÿ íà ïðîôèëå (2).

3. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè âèõðåâî-
ãî ñëîÿ. ¾Êëàññè÷åñêèé¿ ïîäõîä, îáû÷íî èñïîëüçóåìûé â ðåàëèçàöèÿõ âèõðåâûõ
ìåòîäîâ, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ  (~r; t ) ñëåäóåò îïðåäåëÿòü èç
óñëîâèÿ ðàâåíñòâàíîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé
íà ïðîôèëå è ñêîðîñòè ïðîôèëÿ:

~V(~r; t) � ~n(~r; t) = ~VK (~r; t) � ~n(~r; t); ~r 2 K (t): (5)

Ñ ó÷åòîì (4) îòíîñèòåëüíî èñêîìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ  (~r; t) ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå I ðîäà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì; èíòåãðàë â íåì ñëåäóåò ïîíè-
ìàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè [5]. ×èñëåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
ìîæåò ïðèâîäèòü ê çíà÷èòåëüíûì ïîãðåøíîñòÿì, à â ðÿäå ñëó÷àåâ, è ê ïîëó÷åíèþ
êà÷åñòâåííî íåâåðíîãî ðåçóëüòàòà.

Â òî æå âðåìÿ èçâåñòåí àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, èç êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóåò [4], ÷òî óñëîâèå (2) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

~V(~r; t) � ~� (~r; t) = ~VK (~r; t) � ~� (~r; t); ~r 2 K (t); (6)

êîòîðîå îçíà÷àåò ðàâåíñòâî êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîëÿ
ñêîðîñòåé íà ïðîôèëå è ñêîðîñòè ïðîôèëÿ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî (6) ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ II ðîäà òèïà
Ôðåäãîëüìà (çäåñü è äàëåå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè t îïóùåíà äëÿ êðàòêîñòè):

1
2�

I

K

� ~k � (~r � ~� )
�
�~r � ~�

�
�2 � ~� (~r )

�
 (~� )dl� �

 (~r)
2

=

= �

 
nX

w=1

� w

2�

~k � (~r � ~rw)
�
�~r � ~rw

�
�2 � ~� (~r ) +

1
2�

I

K

� ~k � (~r � ~� )
�
�~r � ~�

�
�2 � ~� (~r )

�
 att (~� )dl� +

+
1

2�

I

K

(~r � ~� ) � ~� (~r )
�
�~r � ~�

�
�2 qatt (~� )dl� +

� ~V1 � ~VK (~r )
�

� ~� (~r ) +
 att (~r )

2

!

: (7)

ßäðî äàííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå ãëàäêîãî ïðîôèëÿ îãðàíè÷åíî.
Óðàâíåíèå (7), òàê æå êàê è èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå I ðîäà, êîòîðîå ñëåäóåò

èç (5), èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðå-
øåíèÿ èõ ñëåäóåò ðåøàòü ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì, çàäàþùèì âåëè÷èíó ñóììàðíîé
öèðêóëÿöèè  ñêîðîñòè âîêðóã ïðîôèëÿ, êîòîðàÿ îáû÷íî èçâåñòíà èç ïîñòàíîâêè
çàäà÷è: I

K
 (~s)dls = : (8)

4. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè âèõðåâîãî ñëîÿ.
Â ðàñ÷åòàõ ïðîôèëü àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì, à ðåøåíèå ïîëàãàåòñÿ
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êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé íà åãî ñòîðîíàõ, êîòîðûå â âèõðåâûõ ìåòîäàõ íà-
çûâàþò ïàíåëÿìè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðî-
ñòè (5) äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, ïîçâîëÿþùèõ âûäåëÿòü ãëàâíîå çíà÷åíèå ñèíãóëÿðíîãî èí-
òåãðàëà. Ýòî íàêëàäûâàåò ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîñòðîåíèå ðàñ÷åòíîé ñõåìû
è â îáùåì ñëó÷àå çàòðóäíÿåò ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7) ïî-
òðåáóåì îðòîãîíàëüíîñòè åãî íåâÿçêè êîíñòàíòå (â ïðîñòðàíñòâå èíòåãðèðóåìûõ
ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé) íà êàæäîé èç ïàíåëåé. Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðå-
øåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
èíòåíñèâíîñòåé ñâîáîäíîãî âèõðåâîãî ñëîÿ íà ïàíåëÿõ  i :
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Èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (9), äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿ-
ìîëèíåéíûõ ïàíåëåé ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû àíàëèòè÷åñêè [3]. Ðåçóëüòàòû ðàñ-
÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé (9), ÿâëÿåòñÿ õîðîøî
îáóñëîâëåííîé â îòëè÷èå îò ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ (5).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèòü N � è T�ñõåìû, áûëî ïðîâåäåíî ðåøåíèå ìîäåëü-
íûõ çàäà÷ ïî ðàñ÷åòó îáòåêàíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïðîôèëÿ è àýðîäèíàìè÷åñêî-
ãî ïðîôèëÿ Æóêîâñêîãî. Çàäà÷è ðåøàëèñü â ïðÿìîé è îáðàùåííîé ïîñòàíîâêå:
ïðîôèëü äâèãàëñÿ ñî ñêîðîñòüþ V â ïîêîÿùåéñÿ ñðåäå (ïðÿìîå äâèæåíèå), ïî-
òîê íàáåãàë ñî ñêîðîñòüþ V1 íà íåïîäâèæíûé ïðîôèëü (îáðàùåííîå äâèæåíèå).
Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ îáòåêàíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïðî-
ôèëÿ N -ñõåìà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü èíòåíñèâíîñòü ñâîáîäíîãî âèõðåâîãî ñëîÿ íà
ïðîôèëå ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà O(N � 3) : : : O(N � 2), ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû îòëè-
÷àþòñÿ äëÿ ïðÿìîãî è îáðàùåííîãî äâèæåíèÿ. T�ñõåìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îäèíà-
êîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïðÿìîãî è îáðàùåííîãî äâèæåíèÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ O(N � 3).
Ïðè ìîäåëèðîâàíèè îáòåêàíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîãî ïðîôèëÿ Æóêîâñêîãî, N �ñõåìà
íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû, T-ñõåìà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü
èíòåíñèâíîñòü ñâîáîäíîãî âèõðåâîãî ñëîÿ íà ïðîôèëå ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà
O(N � 3) : : : O(N � 2), ïðè ýòîì, êàê è â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî ïðîôèëÿ, ðåçóëüòàòû
ñîâïàäàþò äëÿ ïðÿìîãî è îáðàùåííîãî äâèæåíèÿ.

5. Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê ïîèñêó èíòåíñèâíîñòè âèõðåâîãî
ñëîÿ èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè íóëþ íåâÿçêè ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü
òî÷íîñòü ðàñ÷åòà âëèÿíèÿ âèõðåâîãî ñëåäà íà ïðîôèëü è íàîáîðîò. Âñå ýòî äàåò
âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà ïðîôèëå è ñóììàðíûå ãèä-
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ðîäèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ, ÷òî îñîáåííî âàæíî ïðè ðåøåíèè
ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ ãèäðîóïðóãîñòè.

Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Ïðè ñîõðàíåíèè ðàçìåðíîñòè ïîëó÷àåìîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ çàïîëíåííîé è ðåøàåòñÿ ìåòîäîì LU�ðàçëîæåíèÿ, óëó÷-
øàåòñÿ åå îáóñëîâëåííîñòü, à ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ åå êîýôôèöèåíòîâ âîçðàñòàåò
íåçíà÷èòåëüíî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ Ïðåçèäåíòà
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ � êàíäèäàòîâ íàóê (ïðîåêòû ÌÊ�
5357.2015.8, ÌÊ�7431.2016.8).
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû ýâîëþöèè äåôåêòîâ òèïà ïëîñêèõ ìèêðîòðåùèí ñ ëèíåé-
íûìè ðàçìåðàìè ïîðÿäêà 10 ìêì, ïðîòåêàþùèå â ìàòåðèàëå ïðè îáðàáîòêå ìåòàëëè÷å-
ñêèõ îáðàçöîâ êðàòêîâðåìåííûìè èìïóëüñàìè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà âûñîêîé ïëîòíîñòè.
Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷èñëåííî íà îñíîâå ñâÿçàííîé ìîäåëè âîçäåéñòâèÿ èíòåí-
ñèâíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì íà ïðåäâàðèòåëüíî ïîâðåæäåííûé òåðìîóïðóãîïëà-
ñòè÷åñêèé ìàòåðèàë ñ óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìîé äåôåêòîâ, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò ïëàâëåíèå
è èñïàðåíèå ìåòàëëà, à òàêæå çàâèñèìîñòü âñåõ åãî ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ îò
òåìïåðàòóðû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìèêðîòðåùèíû ìîãóò ïîëíî-
ñòüþ çàëå÷èâàòüñÿ. Ýòîò ïðîöåññ ïðîèñõîäèò ïóòåì îäíîâðåìåííîãî óìåíüøåíèÿ äëèíû
ìèêðîòðåùèíû, âûáðîñà ñòðóè ðàñïëàâëåííîãî ìåòàëëà èç âåðøèíû âíóòðü òðåùèíû
è ñìûêàíèÿ åå áåðåãîâ. Óìåíüøåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðåùèíàìè âïëîòü äî 1�2 èõ
ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ (ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ) êà÷åñòâåííî íå
ìåíÿåò ïðîöåññ çàëå÷èâàíèÿ, îäíàêî, ïðèâîäèò ê åãî ñóùåñòâåííîìó çàìåäëåíèþ.

1. Ââåäåíèå. Ìèêðîäåôåêòû ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè ïîðÿäêà 10 ìêì ÿâëÿþò-
ñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì òèïîì äåôåêòîâ â ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîì ìåòàëëå.
Èõ ôîðìèðóþò ïîâåðõíîñòè ñîñåäíèõ ìîíîêðèñòàëëîâ (çåðåí). Ïîäîáíûå äåôåêòû
âñåãäà â êàêîì-òî êîëè÷åñòâå îáðàçóþòñÿ ìåæäó çåðíàìè ïîñëå îòëèâêè, à òàêæå
ìîãóò âîçíèêàòü è ðàçâèâàòüñÿ â ìåòàëëå â ïðîöåññàõ òåõíîëîãè÷åñêîé îáðàáîòêè
èëè ýêñïëóàòàöèè èçãîòîâëåííûõ èç íåãî èçäåëèé. Íàèáîëåå îïàñíûìè èç ìèê-
ðîäåôåêòîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñëåäóþùåãî ìàêðîðàçðóøåíèÿ èçäåëèÿ ÿâëÿþòñÿ
ïëîñêèå ìèêðîòðåùèíû.

Ãèïîòåçà î òîì, ÷òî â ïðîâîäÿùåì ìàòåðèàëå ìîæåò ïðîèñõîäèòü çàëå÷èâàíèå
(èçìåíåíèå) äåôåêòîâ ïîä äåéñòâèåì êðàòêîâðåìåííûõ èìïóëüñîâ âûñîêîýíåðãå-
òè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, âûñêàçûâàëàñü ðÿäîì àâòîðîâ [1�3]. Ïðè ýòîì
â äàííûõ ðàáîòàõ ïîä çàëå÷èâàíèåì ïîíèìàëîñü êàê âîçíèêíîâåíèå ñæèìàþùèõ
íàïðÿæåíèé â âåðøèíàõ òðåùèí, òàê è ñáëèæåíèå áåðåãîâ òðåùèí, ñîïðîâîæäàå-
ìîå âûïëàâëåíèåì êðàòåðîâ (ïîð) â èõ âåðøèíàõ, ÷òî ñîçäàâàëî ïðåïÿòñòâèÿ äëÿ
äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òðåùèí â ìàòåðèàëå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãèïîòåçó î çàëå-
÷èâàíèè äåôåêòîâ â ìàòåðèàëå ñòàëî âîçìîæíûì ïåðåíåñòè â ðàçðÿä ýêñïåðèìåí-
òàëüíî íàáëþäàåìîãî ÿâëåíèÿ [3, 4]. Ïðè ýòîì äàííûå ýêñïåðèìåíòû ñâèäåòåëü-
ñòâóþò î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò íå ïðîñòî âîçíèêíîâåíèå ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé
ñ âûïëàâëåíèåì êðàòåðîâ (ïîð) â âåðøèíàõ, à èçìåíåíèå ñàìîé ôîðìû äåôåêòà,
âïëîòü äî åãî ïîëíîãî èñ÷åçíîâåíèÿ. Îäíàêî ïðåäëàãàåìûå äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íå ïîçâîëÿëè îáúÿñíèòü ýòîò ýêñïåðèìåíòàëüíûé ôàêò.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ìî-
äåëü âîçäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïðåäâàðèòåëüíî ïîâðåæä¼ííûé ìà-
òåðèàë ñ äåôåêòàìè [5�7]. Ðåøåíèå ïîëó÷àþùåéñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé èùåòñÿ ìå-
òîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òîêîïðîâîäÿùèé ìàòåðèàë, ñîäåðæàùèé îäèíàêîâûå äåôåêòû
òèïà ïëîñêèõ ìèêðîòðåùèí ñ çàêðóãëåííûìè âåðøèíàìè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äåôåê-
òû â ìàòåðèàëå ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ èëè óïîðÿäî÷åííî èëè õàîòè÷åñêè. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðîâ ìèêðîòðåùèí â óçëàõ êóáè÷åñêîé
èëè ãåêñàãîíàëüíîé ðåø¼òîê. Ïðè ýòîì âûäåëåíèå ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà
îáú¼ìà (ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè) íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñ÷è-
òàåì, ÷òî äåôåêòû ðàñïðåäåëåíû ïî îáú¼ìó, òàê ÷òî ðàçáðîñ ðàññòîÿíèé ìåæäó
öåíòðàìè ìèêðîäåôåêòîâ íåâåëèê. Ïðè ýòîì ïðèìåì çà ïðåäñòàâèòåëüíûé ýëå-
ìåíò øàð (â ïëîñêîì ñëó÷àå êðóã) ðàäèóñîì rñð, ðàâíûì ñðåäíåìó ðàññòîÿíèþ
ìåæäó äåôåêòàìè â ìàòåðèàëå.

Ìàòåðèàë ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ îïðåäåë¼ííîé
èíòåíñèâíîñòè, ïîñðåäñòâîì ïðèëîæåíèÿ ê íàðóæíûì ãðàíèöàì îáðàçöà ðàçíîñòè
ïîòåíöèàëîâ, âûçûâàþùåé íà ýòèõ ãðàíèöàõ òîê ñ âåêòîðîì ïëîòíîñòè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíûì ïëîñêîñòè ìèêðîòðåùèí. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ
âûçûâàþùèå â îáðàçöå òîê ïëîòíîñòüþ îò 108 äî 1010 À/ì 2 â òå÷åíèå äèàïàçîíà
âðåìåíè 10� 5� 10� 4 ñ.

Â ïðîöåññå òàêîãî âîçäåéñòâèÿ â ìàòåðèàëå ïðîòåêàþò ñâÿçàííûå ôèçè÷åñêèå
ïðîöåññû: ýëåêòðîìàãíèòíûé, ìåõàíè÷åñêèé è òåïëîâîé. Õàðàêòåðíîå âðåìÿ êàæ-
äîãî èç ýòèõ ïðîöåññîâ ïðèáëèçèòåëüíî îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìóùåíèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëà â ïðîâîäÿùåì ìàòåðèàëå èñïîëüçóåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî òîê â îáðàçöå ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâèâøåìñÿ) â âàðèàöèîííîé ïîñòà-
íîâêå. Äëÿ ïðîâîäíèêà ñ÷èòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì çàêîí Îìà. Ïîëå ïåðåìåùåíèé
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ, çàïèñàííûì â ôîðìå ïðèíöèïà âèðòó-
àëüíîé ðàáîòû. Ïåðåìåùåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ êîíå÷íûìè. Ïðèíèìàåòñÿ àääèòèâ-
íîñòü ñêîðîñòåé óïðóãèõ, ïëàñòè÷åñêèõ è òåìïåðàòóðíûõ äåôîðìàöèé.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëÿ òåìïåðàòóðû èñïîëüçóåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ïî-
ñêîëüêó âðåìÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî âîçäåéñòâèÿ íà ìàòåðèàë ìàëî ( 10� 5� 10� 4 ñ), à
ãðàäèåíòû òåìïåðàòóðû â îêðåñòíîñòè âåðøèí òðåùèí î÷åíü âåëèêè ( 107 � Ñ/ì) [2],
òî òåïëîïðîâîäíîñòüþ ñëåäóåò ïðåíåáðå÷ü è ñ÷èòàòü ïðîöåññ àäèàáàòè÷åñêèì.
Â ïîëó÷àþùåìñÿ ýâîëþöèîííîì óðàâíåíèè äëÿ òåìïåðàòóðû ó÷èòûâàåòñÿ òåïëî,
âûäåëÿåìîå â åäèíèöå îáú¼ìà â òåêóùåé êîíôèãóðàöèè òåëà çà åäèíèöó âðåìå-
íè çà ñ÷¼ò ïðîòåêàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â ñîîòâåòñòâèå ñ çàêîíîì Äæîóëÿ �
Ëåíöà, òåïëî, âûäåëÿåìîå ïðè ïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè, à òàêæå ñêðûòîå
òåïëî, ïîãëîùàåìîå â ïðîöåññå ïëàâëåíèÿ è èñïàðåíèÿ.

Òåìïåðàòóðà â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåññàõ èçìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå îò êîì-
íàòíîé äî òåìïåðàòóðû èñïàðåíèÿ ìåòàëëà [2]. Ïîýòîìó â ìîäåëè âñå ôèçèêî-
ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà (ïëîòíîñòü, óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, ýëåê-
òðîïðîâîäíîñòü, êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ, óïðóãèå ìîäóëè, ïðå-
äåë òåêó÷åñòè è ò. ä.) çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû. Â òî÷êàõ, ãäå ìàòåðèàë ðàñïëàâè-
ëÿåòñÿ, ïðîèñõîäèò ðåçêîå èçìåíåíèå âñåõ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, à ãäå
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ìàòåðèàë ïîëíîñòüþ èñïàðÿåòñÿ ïîëàãàëàãàþòñÿ íóëåâûìè âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà
è òåíçîð íàïðÿæåíèé, à òåìïåðàòóðà ðàâíîé òåìïåðàòóðå èñïàðåíèÿ.

Â ñèëó ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìûõ ïðåäñòàâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, èñïîëüçóå-
ìûå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñîñòîÿò èç ïîëîâèí èëè ÷åòâåðòåé ïðåäñòàâèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ è âêëþ÷àþò îò 1 äî 6 ìèêðîòðåùèí (ðèñóíîê 1). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Ðèñóíîê 1 � Ðàññìàòðèâàåìûå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ (à�ã), ãåêñà-
ãîíàëüíûõ (ä�ç) è êðóãîâûõ (è�é) ïðåäñòàâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ

äëÿ ïîòåíöèàëà ñòàâÿòñÿ èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íà
ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê íåâîçìóùåííîå íàëè-
÷èåì äåôåêòîâ (ò. å. êàê åñëè áû äåôåêòû â ìàòåðèàëå îòñóòñòâóþò). Íà ãðàíèöàõ
îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå íå ïðîõîäÿò ïî ïîâåðõíîñòÿì òðåùèí è îñÿì
ñèììåòðèè ïðåäñòàâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ çàäà¼òñÿ èëè ¾íåâîçìóùåííûé¿ ïîòåíöè-
àë èëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ¾íåâîçìóùåííàÿ¿ ïëîòíîñòü òîêà. Òðåùèíà òîê íå ïðî-
âîäèò (íà åå ïîâåðõíîñòè óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ' ïî
íîðìàëè ê ãðàíèöå). Çàäàâàåìàÿ íà ãðàíèöàõ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ èëè ïëîòíîñòü
òîêà îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííîé â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè äåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
èìïóëüñà � 0. Â êà÷åñòâå ìåõàíè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèíèìàþòñÿ óñëîâèÿ
¾ñèììåòðèè¿ (ðàâåíñòâà íóëþ íîðìàëüíîé ê äàííîé ãðàíèöå êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà ïåðåìåùåíèé è êàñàòåëüíîé êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé). Ïîâåðõíîñòü
òðåùèíû ïðèíèìàåòñÿ ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé. Íà÷àëüíûå ïîëÿ òåìïåðàòóðû,
ïåðåìåùåíèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà � íóëåâûå.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíûõ ÷å-
òûðåõóçëîâûõ èçîïàðàìåòðè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïåðåñòðîéêà ñåòêè îñó-
ùåñòâëÿëàñü íà îñíîâå ñìåøàííîãî ýéëåðî � ëàãðàíæåâà ìåòîäà.

3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ. Äëèíà âñåõ ìèêðîòðåùèí � 10 ìêì, íà-
÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó áåðåãàìè � 1 ìêì, ðàäèóñ êðèâèçíû � 0.5 ìêì. Ðàç-
ìåðû ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà âàðüèðóþòñÿ â äèàïàçîíå 20 ìêì � 240 ìêì.
Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà âçÿòû äëÿ öèíêà è ñ ó÷¼òîì èõ çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû
(ðèñóíîê 2).

Ðàñ÷¼òû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîä äåéñòâèåì èìïóëüñîâ òîêà ïðîèñõîäèò ñâàðêà
òðåùèíû è çàëå÷èâàíèå ìèêðîäåôåêòà. Çàëå÷èâàíèå ïðîèñõîäèò ïóò¼ì îäíîâðå-
ìåííîãî óìåíüøåíèÿ äëèíû, âûáðîñà ðàñïëàâëåííîãî ìåòàëëà âíóòðü òðåùèíû
è ñìûêàíèÿ áåðåãîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî áåðåãà òðåùèíû íà÷èíàþò êîíòàê-
òèðîâàòü ñî ñòðóåé ðàñïëàâëåííîãî ìàòåðèàëà, è â êîíöå ýòèõ ïðîöåññîâ ñòðóÿ
îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ çàæàòîé áåðåãàìè òðåùèíû [5�7].
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(à) (á) (â)

Ðèñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû ýëåêòðîïðîâîäíîñòè � E (à), ìîäóëÿ Þíãà E (á),
ïðåäåëà òåêó÷åñòè� Y (â) (âåðòèêàëüíûå ïóíêòèðíûå ëèíèè: òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ
Tmelt = 419� C è òåìïåðàòóðà èñïàðåíèÿ Tevap = 906� C) äëÿ ìîíîêðèñòàëà öèíêà

Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññà çàëå÷èâà-
íèÿ ìèêðîòðåùèí ìîæíî áåç ïîòåðè òî÷íîñòè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì â êà-
÷åñòâå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà (èëè îäíîé
÷åòâåðòè îñåñèììåòðè÷íîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà), çàäàâàÿ íà å¼ ãðàíè-
öàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ îñÿìè ñèììåòðèè, ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, îïðåäåë¼ííóþ äëÿ
ýëåìåíòà áåç äåôåêòà (â ñîñòîÿíèè ¾íåâîçìóùåííîì¿ íàëè÷èåì ìèêðîòðåùèíû).

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ìèêðîòðåùèíàìè íà÷èíàåò çàìåòíî ñêàçûâàòüñÿ íà
ïðîöåññå èõ çàëå÷èâàíèÿ, êîãäà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè ñîêðàùàþòñÿ äî 5�6 äëèí
ìèêðîòðåùèí. Åñëè æå ðàññòîÿíèå ìåæäó òðåùèíàìè ïðåâûøàåò øåñòü è áîëåå
èõ äëèí, òî ïðîöåññû çàëå÷èâàíèÿ ìèêðîòðåùèí, ñòàíîâÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåçàâè-
ñÿùèìè êàê îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äåôåêòàìè, òàê è îò ðàñïîëîæåíèÿ äåôåêòîâ
äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà.

Óìåíüøåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðåùèíàìè âïëîòü äî 1�2 èõ ëèíåéíûõ ðàçìå-
ðîâ (ñ ó÷¼òîì èçìåíåíèÿ èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ) êà÷åñòâåííî íå ìåíÿåò îïè-
ñàííûé ïðîöåññ çàëå÷èâàíèÿ, îäíàêî, ïðèâîäèò ê åãî ñóùåñòâåííîìó çàìåäëåíèþ:
âûáðîñ ðàñïëàâëåííîãî ìàòåðèàëà â òðåùèíó ñîõðàíÿåòñÿ, íî óìåíüøåíèå òðåùè-
íû îñîáåííî â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ (ðèñóíîê 3).

(à) (á)

Ðèñóíîê 3 � Çàëå÷èâàíèå ìèêðîòðåùèíû (øòðèõîâîé ëèíèåé ïîêàçàíà ïåðâîíà÷àëüíàÿ
ãðàíèöà òðåùèíû) è èçîëèíèè òåìïåðàòóðû � C (1 � 25, 2 � 50, 3 � 100, 4 � 200, 5 � 300,
6 � 400, ò¼ìíî-ñåðûì öâåòîì ïîêàçàíà îáëàñòü ïëàâëåíèÿ ( T > 419� C); ÷¼ðíûì (â âåð-
øèíå ñòðóè ðàñïëàâà íà ðèñ. 3a � îáëàñòü èñïàðåíèÿ T = 906� C)
(à) ìîìåíò âðåìåíè t = 71;0 ìêñ ïðè ðàññòîÿíèè ìåæäó ìèêðîòðåùèíàìè 20 ìêì,
(á) ìîìåíò âðåìåíè t = 19;2 ìêñ ïðè ðàññòîÿíèè ìåæäó ìèêðîòðåùèíàìè 60 ìêì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ • 15-08-08693.
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Kukudzhanov K. V., Levitin A. L. Modelling the transformation and interaction of
microdefects in metal stimulated by a pulsed high-energy electromagnetic �eld. The processes
of transformation and interaction of the �at microcracks with linear sizes about 10 � m
under the processing of metal samples short pulses of high-density current are considered.
Investigation on the basis of numerical coupled quasi-stationary model of the impact of
high-energy electromagnetic �eld on the pre-damaged thermal elasticplastic material with
defects are carried out. The model accounts for melting and evaporation of the metal and
the dependence of its physical and mechanical properties on the temperature. The system
of equations is solved numerically by �nite elements method with adaptive mesh using on
the base of arbitrary Euler�Lagrange's method. The calculations has shown, that welding of
the crack and healing of the micro-defects under the treatment of short pulse of current are
took place. The healing occurs by simultaneous reduction in the length, the ejection of the
molten metal into the cracks and closing of micro-crack shores, that leads to the fact that the
shores of the crack come into contact with the jet stream and in the �n of this processes, the
jet's material is completely jammed by shores cracks. Decreasing the distance between the
cracks up to 1�2 of their linear sizes (taking into account their relative position changes) does
not change described process the healing of microcracks qualitatively, however, it results in a
considerable slowing down.
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Ðàññìîòðåíà àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à îá îäíîìåðíûõ äâèæåíèÿõ ñëàáî íåëèíåéíîé
óïðóãîé ñðåäû, îáðàçîâàâøåéñÿ íà ôðîíòå ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ, â êîòîðîì ïîòîê
íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ÷àñòèö (èëè èäåàëüíîé æèäêîñòè) ïðåâðàùàåòñÿ
â óïðóãóþ ñðåäó. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óïðóãàÿ ñðåäà îáðàçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå óïëîòíåíèÿ è
ïîñëåäóþùåãî çàòâåðäåâàíèÿ ïîòîêà, íàáåãàþùåãî íà ïëîñêóþ ñòåíêó, íà êîòîðîé çà-
äàíû íàïðÿæåíèÿ. Ðåøåíèå äàíî äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ïàðàìåòðîâ íàáåãàþùåãî ïîòîêà
è îáðàçîâàâøåéñÿ óïðóãîé ñðåäû è ðàçëè÷íî â ñðåäàõ ñ ðàçíûì òèïîì íåëèíåéíîñòè.

Ââåäåíèå. Àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à ñ ïëîñêèìè âîëíàìè äëÿ ñëàáî íåëèíåéíî-
ãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, íà ãðàíèöå êîòîðîãî âíåçàïíî ìåíÿþòñÿ è äàëåå
ñîõðàíÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè íàïðÿæåíèÿ (è ñîîòâåòñòâóþùèå èì óïðóãèå äåôîðìà-
öèè) ðàññìîòðåíà â [1]. Â ãàçîâîé äèíàìèêå òàêàÿ ïîñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ ¾çàäà÷åé
î ïîðøíå¿. Åå ðåøåíèå ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîëí, èäóùèõ îò ãðàíèöû
â óïðóãóþ îáëàñòü ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè äåôîðìàöèÿìè â ïîðÿäêå óìåíüøå-
íèÿ ñêîðîñòåé ñ âîçìîæíûìè îäíîðîäíûìè ñîñòîÿíèÿìè ìåæäó íèìè.

Â ðàññìàòðèâàåìîé íèæå çàäà÷å â ïðîöåññå ó÷àñòâóåò ôðîíò ôàçîâîãî ïðåâðà-
ùåíèÿ, â êîòîðîì îáðàçóåòñÿ óïðóãàÿ ñðåäà èç ïîòîêà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæ-
äó ñîáîé ÷àñòèö, óïëîòíÿþùåãîñÿ è îáúåäèíÿþùåãîñÿ â ñïëîøíóþ óïðóãóþ ñðå-
äó. Óïðóãàÿ ñðåäà ìîæåò îáðàçîâûâàòüñÿ òàêæå ïðè çàòâåðäåâàíèè (çàìåðçàíèè
èëè ïîëèìåðèçàöèè) èäåàëüíîé æèäêîñòè. Îáðàçîâàâøàÿñÿ ñðåäà íàêàïëèâàåòñÿ
îêîëî ñòåíêè, êîòîðàÿ íå äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè ñâîåé íîðìàëè. Ðåøåíèå çàäà÷è
ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïëîñêèõ íåëèíåéíûõ âîëí. Ïåðâûì â ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè èäåò ôðîíò çàòâåðäåâàíèÿ, â êîòîðîì âîçíèêàþò óïðóãèå íàïðÿæåíèÿ
è äåôîðìàöèè. Âñëåä çà íèì èäóò âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî îáðàçîâàâøåéñÿ
óïðóãîé ñðåäå.

Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé çà ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ áûëî îïðåäåëåíî
â [2, 3] ïóòåì èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ôðîíòà íà áàçå ìîäåëè âÿçêîóïðóãîé ñðåäû
Êåëüâèíà � Ôîéõòà.

Èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ñòåíêå, êîòîðàÿ íå äâè-
æåòñÿ ïî íîðìàëè, çàäàíû êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ îáðàçîâàâøåéñÿ ñðåäû. Íîð-
ìàëü ê ñòåíêå ïðèìåì çà îñü x = x3 äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äâå äðóãèå
îñè x1 è x2 ëåæàò â îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè. Îáðàçîâàâøèéñÿ ïëîñêèé ôðîíò
çàòâåðäåâàíèÿ äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþW âäîëü îñè x íàâñòðå÷ó ïîòîêó. Åãî ñêî-
ðîñòü îïðåäåëåíà çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìàññû W = � 0Vx=� , ãäå� 0 è Vx �ïëîòíîñòü
è x �êîìïîíåíòà ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà, � � ïëîòíîñòü îáðàçîâàâøåéñÿ
ñðåäû. Òàê êàê óêàçàííûå ïàðàìåòðû íàáåãàþùåãî ïîòîêà ìîãóò áûòü çàäàíû
ïðîèçâîëüíî, òî è âåëè÷èíà W ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ 0 < W < 1 .
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Îáðàçîâàâøàÿñÿ ïðè çàòâåðäåâàíèè ñïëîøíàÿ ñðåäà ñ÷èòàåòñÿ óïðóãîé, íåñæè-
ìàåìîé, ñëàáîíåëèíåéíîé è ñëàáîàíèçîòðîïíîé. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ
ñðåäû îäíîìåðíàÿ, è âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò x; t . Âñëåäñòâèå íåñæèìàåìîñòè
íîðìàëüíàÿ ê ôðîíòó ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ñðåäû vx = 0 è â ñðåäå ñóùå-
ñòâóþò òîëüêî ïîïåðå÷íûå âîëíû ñ èçìåíåíèåì êîìïîíåíò äåôîðìàöèé ñäâèãà
u� = @w� =@x, � = 1; 2, ãäå �w(x; t ) � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ. Óïðóãèé ïîòåíöè-
àë äëÿ òàêîé ñðåäû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî êîìïîíåíòàì
äåôîðìàöèé u1; u2, ñ÷èòàþùèìñÿ ìàëûìè, ñ ñîõðàíåíèåì íèçøèõ ñòåïåíåé ðàçëî-
æåíèÿ [1]

�( u1; u2) =
f
2

(u2
1 + u2

2) +
g
2

(u2
2 � u2

1) �
{
4

(u2
1 + u2

2)2; � � =
@�
u�

ãäå� � � êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Çäåñü f > 0 � ìîäóëü ñäâèãà, { � êîýôôèöèåíò
íåëèíåéíîñòè, êîòîðûé ìîæåò èìåòü ëþáîé çíàê. Êîýôôèöèåíò g, õàðàêòåðèçó-
þùèé àíèçîòðîïèþ â ïëîñêîñòè ôðîíòà, ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì g � u2

� . Çíàê g
âñåãäà ìîæåò áûòü ñäåëàí ïîëîæèòåëüíûì ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì íóìåðàöèè
îñåé x1; x2.

Ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ â óïðóãîé ñðåäå íà ñòåíêå � êàñàòåëüíûå íàïðÿæå-
íèÿ � �

� , èëè äåôîðìàöèè u�
� , ñ÷èòàþòñÿ ïðîèçâîëüíî çàäàííûìè.

Çàäà÷à àâòîìîäåëüíàÿ, âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò x=t.
Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé çà ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ. Èññëåäîâàíèå ñòðóê-

òóðû ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ [2, 3] ïîêàçàëî, ÷òî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé çà ôðîíòîì
u� â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå u1; u2; W ñîñòîèò èç îáëàñòåé ðàçíîé ðàçìåðíîñòè è åãî
âèä çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñêîðîñòüþ ôðîíòà W è ñêîðîñòÿìè äâóõ ñå-
ìåéñòâ ñêîðîñòåé ìàëûõ âîçìóùåíèé � ìåäëåííûõ c1(u1; u2) è áûñòðûõ c2(u1; u2).
Âèä ýòîãî ìíîæåñòâà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå u1; u2; W ðàçëè÷åí äëÿ ñðåä ñ ðàç-
íûìè òèïàìè íåëèíåéíîñòè è ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1: a) ïðè { > 0, b) ïðè { < 0.

Ðèñóíîê 1

Çàòåíåíèåì âûäåëåíû òðåõìåðíûå îáëàñòè, âåðòèêàëüíîé øòðèõîâêîé � äâó-
ìåðíûå, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè u2; W, è æèðíîé ïðÿìîé ëèíèåé ïî îñè W � îä-
íîìåðíûå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé çà ôðîíòàìè. Åñëè çàäàííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîé
ñðåäû ó ñòåíêè u�

� ïðèíàäëåæèò óêàçàííûì ìíîæåñòâàì, òî ðåøåíèå ¾çàäà÷è
î ïîðøíå¿ ñîñòîèò èç îäíîãî ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ � ìåäëåííîãî ( 0 < W 6 c1)
â òðåõìåðíîé îáëàñòè, áûñòðîãî ( c1 < W 6 c2) â äâóìåðíîé èëè ñâåðõáûñòðîãî
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(W > c0
2) â îäíîìåðíîé îáëàñòè. Òî÷êè c0

1;2 =
p

(f � g)=� íà îñè W ïðåäñòàâëÿ-
þò ñêîðîñòè ìàëûõ ìåäëåííûõ è áûñòðûõ âîçìóùåíèé â ñðåäå áåç äåôîðìàöèé
(u1 = u2 = 0).

Âíå ýòèõ îáëàñòåé ðåøåíèå ñòðîèòñÿ îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî äèàïàçîíà ñêîðî-
ñòåéW è äëÿ ñðåä ñ ðàçíûìè òèïàìè íåëèíåéíîñòè (ðàçíûìè çíàêàìè { ).

Ñðåäû ñ { > 0. Íà ðèñ. 1 ( a) ïîêàçàíî, ÷òî íà ãðàíèöå òðåõìåðíîé îáëàñòè
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî W = c1 è èìåþòñÿ äâå òî÷êè, îáîçíà÷åííûå G1 è G2, â êî-
òîðûõ c1 = c2. Âûðàæåíèÿ äëÿ c1(u1; u2); c2(u1; u2), ïîëó÷åííûå â [1, 4], äàþò êîîð-
äèíàòû ýòèõ òî÷åê f O; �

p
g={ g íà ïëîñêîñòè u1; u2 ïðè êàæäîì W. Îíè íå çàâèñÿò

îò W. Íà ãðàíèöå òðåõìåðíîé îáëàñòè îíè îêàçûâàþòñÿ ïðè W =
p

(f � 2g)=� .
Êîãäà 0 < W <

p
(f � 2g)=� , çà ìåäëåííûìè ôðîíòàìè, äâèæóùèìèñÿ ñî

ñêîðîñòÿìè W = c1, èäóò, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàÿ ê íèì, ìåäëåííûå âîëíû
Ðèìàíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñêîðîñòÿìè c = c1. Èõ èíòåãðàëüíûå êðèâûå, íà÷è-
íàþùèåñÿ îò ãðàíèöû òðåõìåðíîé îáëàñòè, çàïîëíÿþò âñå ïðîñòðàíñòâî âíå åå.
Âäîëü íèõ äåôîðìàöèè ìåíÿþòñÿ îò çíà÷åíèé u� íà ôðîíòå äî âåëè÷èí u�

� .
Â èíòåðâàëå

p
(f � 2g)=� < W < c 0

1 òàêîå æå ðåøåíèå çàíèìàåò íå âñå ïðî-
ñòðàíñòâî, à íà êàæäîé ïëîñêîñòè u1; u2 îñòàåòñÿ îáëàñòü âíóòðè èíòåãðàëüíîé
êðèâîé, âûõîäÿùåé èç òî÷êè ãðàíèöû ( W = c1) íà îñè u2. Äëÿ îòðåçêà îñè u2

ìåæäó ëèíèÿìè W = c1 è W = c2 ðåøåíèå, êàê ñêàçàíî âûøå, ñîñòîèò èç îäíî-
ãî áûñòðîãî ôðîíòà. Çà íèì, ïîñëå îáëàñòè îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ïàðàìåòðîâ,
èäóò ìåäëåííûå âîëíû Ðèìàíà. Íî èõ èíòåãðàëüíûå êðèâûå òîæå íå çàïîëíÿþò
âñåé îáëàñòü âïëîòü äî îñè u2, òàê êàê íóæíî ðåøåíèå äëÿ ó÷àñòêà ýòîé îñè âûøå
òî÷êè, â êîòîðîé W = c2, è äî òî÷êè G1. Òàêèì ðåøåíèåì ñëóæèò áûñòðàÿ âîëíà
Ðèìàíà, ïðèìûêàþùàÿ ê áûñòðîìó ôðîíòó ñî ñêîðîñòüþ W = c2 ñ èíòåãðàëüíîé
ëèíèåé âäîëü îñè u2 äî òî÷êè G. Çà ýòîé ñèñòåìîé èç äâóõ âîëí èäóò ìåäëåííûå
âîëíû Ðèìàíà, çàïîëíÿÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè âñå íåäîñòàþùåå ïðîñòðàíñòâî.
Êàðòèíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè u2 = 0.

Ïðè c0
1 6 W 6 c0

2îòñóòñòâóþò ðåøåíèÿ ñ ìåäëåííûìè ôðîíòàìè.
Ïðè W > c0

2 (ñâåðõáûñòðûå ôðîíòû) ðåøåíèå â óïðóãîé ñðåäå áåç äåôîðìàöèé
ñîñòîèò ïîìèìî ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ èç äâóõ óïðóãèõ âîëí Ðèìàíà. Èíòåãðàëü-
íàÿ ëèíèÿ áûñòðîé âîëíû èäåò ïî îñè u2 äî òî÷êè u2 =

p
g={ , ãäåc1 = c2 (íà

ðèñ.1(a) øòðèõîâûå ïðÿìûå), ïîñëå ÷åãî èíòåãðàëüíûå êðèâûå ìåäëåííûõ âîëí
çàïîëíÿþò âñå ïðîñòðàíñòâî.

Ñðåäû ñ { < 0. Ïðè 0 < W 6 c0
1 ðåøåíèå â âèäå îäíîãî ìåäëåííîãî ôðîíòà

çàòâåðäåâàíèÿ ñóùåñòâóåò äëÿ âñå âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé u�
� .

Â äèàïàçîíå c0
1 < W < c 0

2 òîæå ñóùåñòâóåò òðåõìåðíàÿ îáëàñòü ñ òàêèì æå
ðåøåíèåì, êàê íà ïðåäûäóùåì èíòåðâàëå. Îíà ðàñïîëîæåíà âíå ôèãóðû âðàùå-
íèÿ ñ îñüþ âäîëü W è èìååò ðàäèóñr =

p
(W 2 � (c0

2)2)={ . ×àñòü ïëîñêîñòè u2; W
âíóòðè ýòîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîñòîÿíèÿ çà áûñòðûìè ôðîíòà-
ìè. Íà êàæäîé ïëîñêîñòè u1; u2 ïðè ôèêñèðîâàííîì W ýòî îòðåçîê îñè u2 âíóòðè
îêðóæíîñòè ðàäèóñà r . Ìåäëåííûå óïðóãèå óäàðíûå âîëíû, èìåþùèå íà÷àëüíûå
ñîñòîÿíèÿ íà ýòîì îòðåçêå, äàþò ðåøåíèå äëÿ âñåõ u�

� âíóòðè îêðóæíîñòè, è ñëå-
äîâàòåëüíî, âñåé ôèãóðû âðàùåíèÿ. À ñíàðóæè ðåøåíèå â âèäå îäíîãî ìåäëåííîãî
ôðîíòà óæå ñóùåñòâóåò.

Â ñëó÷àåW > c0
2 âíóòðè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ðàäèóñà r ñóùåñòâóåò îáëàñòü,
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êóäà íåëüçÿ ïîïàñòü ñ ïîìîùüþ îïèñàííûõ âûøå äâóõ óäàðíûõ âîëí. Îäíàêî
â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è ñòðîèòñÿ ñ ó÷àñòèåì ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ, çà êî-
òîðûì u� = 0. Çà íèì ñ ìåíüøèìè ñêîðîñòÿìè ñëåäóþò áûñòðàÿ è ìåäëåííàÿ
óïðóãèå óäàðíûå âîëíû. Ñîñòîÿíèÿ çà ïåðâîé, áûñòðîé óäàðíîé âîëíîé ëåæàò íà
îòðåçêå îñè u2 ìåæäó òî÷êàìè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ W = c2. Çà íåé
ñëåäóåò ìåäëåííàÿ óäàðíàÿ âîëà â ëþáîå ñîñòîÿíèå âíóòðè ïîâåðõíîñòè W = c2.
Çà ïðåäåëàìè ýòîé ïîâåðõíîñòè ðåøåíèå òàêîå æå êàê îïèñàíî âûøå äëÿ îáëàñòè
c1 < W < c 2.

Åñëè òî÷êàu�
1; u�

2 ëåæèò âíå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, òî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
òîëüêî ìåäëåííûì ôðîíòîì.

Çàêëþ÷åíèå. Èññëåäîâàíà çàäà÷à îá îáðàçîâàíèè óïðóãîé ñðåäû âî ôðîíòàõ
çàòâåðäåâàíèÿ. Óñëîâèÿ íà ôðîíòàõ çàòâåðäåâàíèÿ áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ðàíåå
íà îñíîâàíèè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèé î ïðîöåññàõ, ïðîèñõîäÿùèõ â ñòðóêòó-
ðå ôðîíòà. Â ïðîâåäåííîì èññëåäîâàíèè ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ àâòîìîäåëü-
íîé çàäà÷è áûëî âûÿñíåíî, ÷òî ïîñòóëèðîâàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ôðîíòàõ
çàòâåðäåâàíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ óðàâíåíèÿìè òåîðèè óïðóãîñòè, îïèñûâàþ-
ùèìè äâèæåíèå ñðåäû çà ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ. Òàêîé âûâîä ìîæíî ñäåëàòü
íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ, âõîäÿùèõ
â ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (14-01-00049, 15-01-00361)
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Kulikovskii A. G., Sveshnikova E. I. The self-similar problem of elastic medium
motion in the presence of phase-transition front. The self-similar problem of one-dimensional
motion of weakly nonlinear medium which is created on a phase-transition front is considered.
It is assumed that the �ow of particles contracts and converts into an elastic medium. Elastic
medium is supported by a wall at which the stresses are prescribed. The solutions are given
for all governing parameters of the problem and for two qualitatively di�erent nonlinearities
of the elastic media.
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Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé åìêîñòè ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî
ñëîèñòîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ðàçíûìè êîìáèíàöèÿìè ìàòåðèàëîâ â ñîñòàâå ñòðóêòóðû.
Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ñîîòíîøåíèÿ òîëùèí ýëåêòðîóïðóãîãî è ìàãíèòîóïðóãîãî ñëîÿ íà
äèíàìè÷åñêóþ åìêîñòü âñåé ñòðóêòóðû. Ñàìà ñðåäà ãåîìåòðè÷åñêè âûïîëíåíà èç ýëåê-
òðîóïðóãîãî ñëîÿ îêñèäà òèòàíàòà áàðèÿ (BaTiO 3), ìàãíèòîóïðóãîãî ñëîÿ ôåððèòà êî-
áàëüòà (CoFe2O4), è ïîäñòèëàþùåãî èõ ïîëóïðîñòðàíñòâà. Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà âçÿòû îêñèä ìàãíèÿ MgO è BaTiO 3. Â ðîëè íàãðóçêè ñðåäû âûñòóïàåò
íåâåñîìûé ýëåêòðîä, ðàñïîëîæåííûé íà ïîâåðõíîñòè ñòðóêòóðû. Õàðàêòåð ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîëí â ñðåäå ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí Ðýëåÿ. Ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ ìåæäó ñëîÿìè ïðåäïîëàãàþò ïîëíîå ñöåïëåíèå. Àíàëèòè÷åñêè ïîñòðîåíà ôóíê-
öèÿ Ãðèíà òðåõñëîéíîé ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôèêòèâíîãî
ïîãëîùåíèÿ áûëî ðåøåíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, ïîñòðîåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåàëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ïîä íåâåñîìûì ýëåêòðîäîì íà ïîâåðõ-
íîñòè ñòðóêòóðû. Ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ îáùåãî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ïðè èçìåíåíèè ñî-
îòíîøåíèÿ âûñîòû ìåæäó ýëåêòðîóïðóãèì è ìàãíèòîóïðóãèì ñëîÿìè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõìåðíàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ïî-

ëîñû j x1j 6 1 ; x3 6 h2 ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé äâà ñëîÿ 0 < x 3 6 h1,h1 < x 3 6 h2

(n=1,2) ñ òîëùèíîé h(1) è h(2) ñîîòâåòñòâåííî, ëåæàùèõ íà ïîäñòèëàþùåì ïî-
ëóïðîñòðàíñòâå x3 6 0 (n=3). Ìàòåðèàëû ìîãóò èìåòü êëàññ îñåâîé ñèììåòðèè
6 mm èëè 2 mm. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñ-
êèõ âîëí: @

@x2
= 0; u2 = 0; un = un (x1; x3), n = 1; 3; 4; 5. Êîëåáàíèÿ â ïîëóïðî-

ñòðàíñòâå èíèöèèðóþòñÿ îñöèëëèðóþùåé íàãðóçêîé q(x1; t) = q0(x1)e� i! t , ðàñïðå-
äåëåííîé â îáëàñòè jx1j 6 a. (q = f q1; q3; q4; q5g, çäåñüq1; q3 � êîìïîíåíòû âåêòîðà
ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè, q4 � ýëåêòðè÷åñêàÿ íàãðóçêà,q5 � ìàãíèòíàÿ íàãðóçêà).
Âíå îáëàñòè jx1j 6 a ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è êâàçèñòàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà çàïèøåì â âè-
äå [1]:

r � T (n) = � (n) @2u(n)

@t2
; (1)

r � D (n) = 0: (2)

r � B (n) = 0: (3)

Çäåñüu(n) =
n

u(n)
1 ; u(n)

3 ; u(n)
4 ; u(n)

5

o
� ðàñøèðåííûé âåêòîð ñðåäû ( u(n)

1 è u(n)
3 êîì-

ïîíåíòû âåêòîðà ìåõàíè÷åñêèõ ñìåùåíèé âäîëü x1 è x3 ñîîòâåòñòâåííî, u(n)
4 = ' �

ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, u(n)
5 =  � ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë).
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1), (2) è (3) äîïîëíÿþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû:

2

4
T (n)

D (n)

B (n)

3

5 =

2

4
c(n) � e(n) � f (n)

eT ( n )
" (n) g(n)

f T ( n )
g(n) � (n)

3

5 �

2

4
S(n)

E (n)

H (n)

3

5 (4)

ãäå T (n) è S(n) � êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà â óïðîùåííîì âèäå ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîçíà÷åíèé Ôîéãòà, D (n) è B (n) �
âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèè, E (n) è H (n) � âåêòîðû íàïðÿæåíèÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, c(n) , e(n) , f (n) , " (n) , � (n) , g(n) � óïðóãèå, ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèå, ïüåçîìàãíèòíûå, äèýëåêòðè÷åñêèå, ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè è
ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âåðõíèõ ñëîåâ(x3 > 0) áóäåì èñêàòü â âèäå(m =
3; 4; 5; p = 1; 2) [2]:

U(p)
1 (�; x 3) = � i�

P 4
k=1 y(p)

1k [c(p)
k sh� (p)

k x3 + c(p)
k+4 ch� (p)

k x3];

U(p)
m (�; x 3) =

P 4
k=1 y(p)

mk [c(p)
k ch� (p)

k x3 + c(p)
k+4 sh� (p)

k x3]
(5)

Äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà (x3 6 0) (m = 3; 4; 5):

U(3)
1 (�; x 3) = � i�

4X

k=1

c(3)
k y(3)

1k exp(� (3)
k x3); U(3)

m (�; x 3) =
4X

k=1

c(3)
k y(3)

mk exp(� (3)
k x3); (6)

Çäåñü� (n)
k óäîâëåòâîðÿþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ [3].

Íåèçâåñòíûå y(n)
pk ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì òðèâèàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé [3].

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû c(n)
k , ó÷àñòâóþùèå â ïðåäñòàâëåíèÿõ (5) è (6), óäî-

âëåòâîðÿþò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ:

A � C = Q (7)

ãäåC =
n

c(1)
1 ; c(1)

2 ; c(1)
3 ; c(1)

4 ; c(1)
5 :::c(3)

4

o
� èñêîìûå êîýôôèöèåíòû,

Q = f Q1; Q2; Q3; :::Q20g � êîìïîíåíòû âåêòîðà íàãðóçêè.

2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè:

x3 = h(1) � h(2) : T (1)
31 = 0; T (1)

33 = 0; D (1)
3 = 0; B (1)

3 = 0:

Óñëîâèÿ âíóòðè ñðåäû ïðåäïîëàãàþò ïîëíîå ñöåïëåíèå:

T (n)
31 = T (n+1)

31 ; T (n)
33 = T (n+1)

33 ; D (n)
3 = D (n+1)

3 ; B (n)
3 = B (n+1)

3 ; U(n)
p = U(n+1)

p :

Çäåñün = 1; 2; p = 1; 3; 4; 5:
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3. Ðåøåíèå êîíòàêòíîé çàäà÷è. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå:

u (x1; x3) =
1

2�

Z 1

� 1
k (x1 � �; x 3; ! ) q(� ) d� (8)

k (s; x3; ! ) =
Z

�
K (� 1; x3; ! ) e� i� 1 sd� 1 (9)

Â ñëó÷àå, êîãäà â îáëàñòèx1 2 [� 1; 1] íà ïîâåðõíîñòè âåðõíåãî ñëîÿ çàäàíî
ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ' (x1) = ' 0, â âûðàæåíèè (8) íåîáõîäèìî ïîëîæèòü
x3 = h2. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû (8) è (9) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

1
2�

Z 1

� 1
k44 (x1 � �; h 2; ! ) q4 (� ) d� = ' 0 (10)

k44 (s; h2; ! ) =
Z

�
K 44 (� 1; h2; ! ) e� i� 1 sd� 1 (11)

Ðàâåíñòâî (10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè q4.

Ôóíêöèÿ K 44 (� 1; h2; ! ) èìååò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó íà áåñêîíå÷íîñòè:

K 44 (� 1; x3; ! ) = cj� j � 1 �
1 + O

�
� � 1

��
; � ! 1 :

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (10) ìåòîä ôèêòèâíîãî
ïîãëîùåíèÿè [4, 5] è èñêàòü ðåøåíèå â âèäå:

Q (� 1) =
T (� 1)
� ( � 1)

+
2MX

k=1

Ckei� 1 zk
; � ( � 1) =

MY

k=1

� 2
1 �  2

k

� 2
1 � � 2

k

; (12)

ãäå� k è  k (k = 1; 2; :::; M ) � êîìïëåêñíûå ïîëþñû è íóëè ñèìâîëà K 44 (� 1; h2; ! ),
ëåæàùèå â ïîëîñå jIm� 1j 6 "0, zk � êîîðäèíàòû òî÷åê, äåëÿùèõ îòðåçîê [� 1; 1]
íà 2M ðàâíûõ ÷àñòåé,T(� 1) � òðàíñôîðìàíòà Ôóðüå ôóíêöèè

t (z) = t0 (z) +
2MX

k=1

Ck tk (z) ; tk (z) =
NX

p=1

� p
k  p (z) ; k = 0; 1; :::; 2M (13)

 p (z) � ñèñòåìà êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå [� 1; 1], êîýôôèöè-
åíòû � p

k óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå 2M + 1 àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

AB k = Fk ; k = 0; 1; :::; 2M (14)

A = kAplk
N
p;l=1 ; Apl =

Z

�
K 0 (� 1) 	 p (� 1) � �

l (� 1) d� 1; K 0 (� 1) =
K 44 (� 1)
� ( � 1)

Fk =
�

f l
k

	 N

l=1
; f l

0 =
Z 1

� 1
f 0 (z) ' l (z) dz; f l

k =
Z

�
K (� 1) � l (� 1) e� i� 1 zk

d� 1

Bk = f � p
k gN

p=1
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	 p (� 1)è � l (� 1) � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñèñòåì êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé  p (z) è
' l (z), çâåçäî÷êîé îòìå÷åíà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ âåëè÷èíà. Êîýôôèöèåíòû
Ck â ôîðìóëå (12) óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå

NX

p=1

� p
0 	 p (�  n ) �

2MX

k=1

Ck

NX

p=1

� p
k 	 p (�  n ) = 0 ; n = 0; 1; :::; 2M: (15)

Ôîðìóëû (11) � (14) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà
â çîíå êîíòàêòà ïðè çàäàííîì â ýòîé îáëàñòè ýëåêòðè÷åñêîì ïîòåíöèàëå.

4. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Â êà÷åñòâå èññëåäóåìîé ñðåäû áûëè âûáðà-
íû ñëîèñòûå ïîëóïðîñòðàíñòâà BaTiO 3/CoFe2O4/MgO è BaTiO 3/CoFe2O4/BaTiO 3

(äàëåå BCM è BCB ñîîòâåòñòâåííî). Ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû âçÿòû èç ðàáî-
òû [6].
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Ðèñóíîê 1 � Ñðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîé åìêîñòè ïðè ðàçíûõ òîëùèíàõ ìàãíèòîóïðóãîãî
ñëîÿ

Ðèñóíîê 1 èëëþñòðèðóåò ñðàâíåíèå äèíàìè÷åñêèõ åìêîñòåé ñòðóêòóð BCB
è BCM ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ òîëùèíû ìàãíèòíîãî ñëîÿ. Â ñëó÷àå ñòðóêòóðû
BCB èçìåíåíèå òîëùèíû ïîêàçûâàåò ïî÷òè ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü äëÿ äèíàìè÷å-
ñêîé åìêîñòè. Äëÿ ñòðóêòóðû BCM íàîáîðîò óìåíüøåíèå òîëùèíû ñðåäíåãî ñëîÿ
óñèëèâàåò âëèÿíèå âåðõíåãî ýëåêòðîóïðóãîãî ñëîÿ. Íàëè÷èå ýëåêòðîóïðóãîãî ïî-
ëóïðîñòðàíñòâà òàê æå óâåëè÷èâàåò îáùóþ äèíàìè÷åñêóþ åìêîñòü, íåñìîòðÿ íà
ïðèñóòñòâèå ìàãíèòîóïðóãîé ïðîñëîéêè ìåæäó ñëîÿìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêè Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èñ-
ñëåäîâàíèé, íîìåðà ïðîåêòîâ: • 16-48-230068, 16-01-00647, 15-08-06074, 14-08-
01213.
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Levi M. O., Belyankova T. I., Lyzhov V. A. Dynamic capacity problem of layered
electro-magneto-elastic medium. This paper propose the method of study the dynamic
capacitance of electro�magneto�elastic layered half-space with di�erent combinations of
materials in the structure. The thickness e�ect of electroelastic/magnetoelastic layer height
ratio on the dynamic capacity of the entire structure is studied. Geometrically medium
is made from electroelastic layer of barium titanate oxide (BaTiO3), magneto-elastic layer
made from cobalt ferrite oxide (CoFe2O4), and their underlying half-space. The material
of half-space is of barium titanate oxide or magnesium oxide (MgO). Medium oscillation
is performed by weightless electrode on the top of the medium. The character of wave
propagation in the medium is corresponds to the conditions of propagation of Rayleigh waves.
The boundary conditions between layers, layers and half-space assume full grip for mechanical
part, electric and magnetic �elds. The Green's function is constructed analytically for layered
electro�magneto�elastic environment. Fictitious absorption method is used for solving integral
equation. Shown graphs of the distribution of the real and imaginary parts of the electric
charge under weightless electrode on the top of the structure. Total value of the electric
charge when changing the ratio between the height and electroelasticity magnetoelastic layers
is obtained.
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ÝËÅÊÒÐÎÓÏÐÓÃÎÉ ÑÐÅÄÛ

Ëåâè Ì. Î., Ëåâè Ã. Þ., Òàòàðêîâ Ä. À.
Þæíûé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Èçó÷àåòñÿ ìîäåëü ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäû j x1j 6 1 , ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé òîíêèé
ñëîé 0 < x 3 6 h1, ëåæàùèé íà ïîäñòèëàþùåì åãî ïîëóïðîñòðàíñòâå x3 6 0. Â êà÷åñòâå
îñöèëëèðóþùåé íàãðóçêè ìîæåò áûòü çàäàíà ìåõàíè÷åñêàÿ èëè ýëåêòðè÷åñêàÿ íàãðóçêà.
Âíå îáëàñòè âîçäåéñòâèÿ ïîâåðõíîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëíîñòüþ ñâîáîäíîé îò ìåõàíè-
÷åñêèõ íàïðÿæåíèé.

Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà çàäàþò ïîëíîå ìåõàíè÷åñêîå ñöåïëå-
íèå, à òàê æå íåðàçðûâíîñòü ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè è ïîòåíöèàëà. Â ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿì çàòóõàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé
íà áåñêîíå÷íîñòè.

Âñå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü â áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðàõ. Áûëè ïîëó÷åíû êîýôôè-
öèåíòû ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè äëÿ ïåðâûõ ìîä ýëåêòðîóïðóãîé âîëíû. Èññëåäîâàíî
ïîâåäåíèå âîëíû â ïëåíêå òèòàíàòà áàðèÿ-ñòðîíöèÿ ïðè ðàçëè÷íîé äåôîðìàöèè íåñîîò-
âåòñòâèÿ, ïîëó÷åíû ãðàôèêè êîýôôèöèåíòîâ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè íà ïîâåðõíîñòè
ñðåäû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãó áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òîíêîïëå-
íî÷íûõ óñòðîéñòâ îñíîâàííûõ íà ÏÀÂ.

1. Êðàåâàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäû.
Èçó÷àåòñÿ ýëåêòðîóïðóãàÿ ñðåäà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñëîé 0 < x 3 6 h1

(n = 1) è ïîäñòèëàþùåå åãî ïîëóïðîñòðàíñòâî x3 6 0 (n = 2). Êîëåáàíèÿ âíóò-
ðè ñðåäû èíèöèèðóþòñÿ âíåøíåé îñöèëëèðóþùåé íàãðóçêîé q(x1; t) = q0 e� i!t

(q0 = f q1; q3; q4g, q1 è q3 � êîìïîíåíòû âåêòîðà ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé âäîëü
x1 è x3 ñîîòâåòñòâåííî, q4 = � g, g � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çà-
ðÿäà), ðàñïðåäåëåííîé â îáëàñòè jx1j 6 a. Âíå ýòîé îáëàñòè ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà
îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé.

Êðàåâàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ n-ãî ñëîÿ ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ è êâàçèñòàòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà [1]:

r � T (n) = � (n) @2u(n)

@t2
; (1)

r � D (n) = 0: (2)

Çäåñüu(n) =
n

u(n)
1 ; u(n)

3 ; u(n)
4

o
� ðàñøèðåííûé âåêòîð ñðåäû ( u(n)

1 è u(n)
3 êîìïî-

íåíòû âåêòîðà ìåõàíè÷åñêèõ ñìåùåíèé âäîëü x1 è x3 ñîîòâåòñòâåííî, u(n)
4 = ' �

ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë).
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1) è (2) äîïîëíÿþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ýëåê-
òðîóïðóãîé ñðåäû:

�
T (n)

D (n)

�
=

�
c(n) � e(n)

eT ( n )
" (n)

�
�

�
S(n)

E (n)

�
(3)

ãäåT (n) è S(n) � òåíçîðû íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, D (n) � âåê-
òîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè, E (n) � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
(E i = � @'/ @xi = � @u4/ @xi ), c(n) , e(n) , " (n) � òåíçîðû óïðóãèõ, ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêèõ, è äèýëåêòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Äëÿ áîëåå ëó÷øåãî îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïàðàìåò-
ðàì [2] , èñïîëüçóÿ ôîðìóëû: ! 0 = !h (1) =V(n)

se , c0(n)
ij = c(n)

ij =c(2)
44 , e0(n)

ij = eij
(n)ke=c(2)

44 ,

"0(n)
ij = " ij

(n)k" =c(2)
44 . ÇäåñüV (n)

se � ñêîðîñòü ñäâèãîâîé âîëíû â n-îì ñëîå ýëåêòðî-
óïðóãîé ñðåäû, ke � ñïåöèàëüíûå îáåçðàçìåðèâàþùèå êîíñòàíòû. Ëèíåéíûå ïàðà-
ìåòðû îòíåñåíû ê ñóììàðíîé âûñîòå äâóõ âåðõíèõ ñëîåâ, ïëîòíîñòè � ê ïëîòíîñòè
ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Êîëåáàíèÿ â ñðåäå ïðåäïîëàãàþòñÿ óñòàíîâèâøèìèñÿ è ïðîèñõîäÿùèìè ïî ãàð-
ìîíè÷åñêîìó çàêîíó. Âñå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå F = F0 exp (� i! 0t0).
Äàëåå, äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ, áóäóò îïóùåíû âðåìåííîé ìíîæèòåëü è øòðèõè
ó áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí.

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå x1, ïîëó÷èì

c(n)
11

�
� � 2U(n)

1

�
+ c(n)

55
@2U(n)

1

@x23
+

�
c(n)

13 + c(n)
55

�
 

� i�
@U(n)

3

@x3

!

+

+
�

e(n)
31 + e(n)

15

�
 

� i�
@U(n)

4

@x3

!

= � (n) @2U(n)
1

@t2
; (4)

c(n)
55

�
� � 2U(n)

3

�
+ c(n)

33
@2U(n)

3

@x23
+

�
c(n)

13 + c(n)
55

�
 

� i�
@U(n)

1

@x3

!

+

+ e(n)
15

�
� � 2U(n)

4

�
+ e(n)

33
@2U(n)

4

@x23
= � (n) @2U(n)

3

@t2
; (5)

�
e(n)

15 + e(n)
31

�
 

� i�
@U(n)

1

@x3

!

+ e(n)
15

�
� � 2U(n)

3

�
+

+ e(n)
33

@2U(n)
3

@x23
� " (n)

11

�
� � 2U(n)

4

�
� " (n)

33
@2U(n)

4

@x23
= 0; (6)

2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ñðåäå â òðàíñôîðìàíòàõ Ôóðüå
áóäóò èìåòü âèä [3]:

x3 = h(1) : T (1)
31 = c(1)

5;5(U(1)
3;1 + U(1)

1;3 ) + e(1)
15 U(1)

4;1 + f (1)
15 U(1)

5;1 = q1(x1; x3);

T (1)
33 = c(1)

13 U(1)
1;1 + c(1)

33 U(1)
3;3 + e(1)

33 U(1)
4;3 + f (1)

33 U(1)
5;3 = q3(x1; x3);

(7)

Ýëåêòðî-îòêðûòûé ñëó÷àé:

D (1)
3 = e(1)

31 U(1)
1;1 + e(1)

33 U(1)
3;3 � " (1)

33 U(1)
4;1 � g(1)

33 U(1)
5;3 = q4(x1; x3); (8)
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Ýëåêòðî-çàêðûòûé ñëó÷àé:
U(1)

4 = 0; (9)

x3 = 0 : T (2)
31 = T (1)

31 ; T (2)
31 = T (1)

31 ; U(2)
3 = U(1)

3 ;

U(2)
1 = U(1)

1 ; D (2)
3 = D (1)

3 ; U(2)
4 = U(1)

4 :
(10)

3. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è.
Ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (4), (5) è (6) äëÿ ñëîÿ áóäåì èñêàòü â âèäå [5]:

U(1)
1 (�; x 3) = � i�

P 4
k=1 y(1)

1k [c(1)
k sh� (1)

k x3 + c(1)
k+4 ch� (1)

k x3];

U(1)
m (�; x 3) =

P 4
k=1 y(1)

mk [c(1)
k ch� (1)

k x3 + c(1)
k+4 sh� (1)

k x3]:
(11)

Äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà:

U(2)
1 (�; x 3) = � i�

P 4
k=1 y(2)

1k c(2)
k exp(� (2)

k x3)

U(2)
m (�; x 3) =

P 4
k=1 y(2)

mk c(2)
k exp(� (2)

k x3)
(12)

Â âûðàæåíèÿõ (11) è (12) m = 3; 4.
Íåèçâåñòíûå y(n)

pk íàõîäèì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:
8
>><

>>:

B11y1k + B12y3k + B13y4k = 0;

B21y1k + B22y3k + B23y4k = 0;

B31y1k + B32y3k + B33y4k = 0:

(13)

ÇäåñüB ij (i; j = 1; 2; 3) � êîìïîíåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû B,

B11 = � � 2c(n)
11 + c(n)

55 � k
(n) (2)

+ � (n) ! 2; B12 =
�

c(n)
13 + c(n)

55

��
� � 2� (n)

k

�
; B21 = � � 2B12;

B13 =
�

e(n)
31 + e(n)

15

�
� (n)

k ; B31 = � � 2B13; B22 = � � 2c55 + c33� k
(n) (2)

+ � (n) ! 2;

B23 = B32 = � � 2e(n)
15 + e(n)

33 � (n)2

k ; B33 = � 2" (n)
11 � " (n)

33 � k
(n) (2)

; (14)

ãäå� (n)
k óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ detB = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ (11) è (12) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (7)�(10),
ïîëó÷èì [4] äèñïåðñèîííóþ ìàòðèöó A . Ïðèðàâíèâàÿ åå îïðåäåëèòåëü ê íóëþ, ìû
íàéäåì ïîëþñà ôóíêöèè Ãðèíà è ôàçîâûå ñêîðîñòè. Êîýôôèöèåíò ýëåêòðîìåõà-
íè÷åñêîé ñâÿçè ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

K = ( V (o)2

f � V (c)2

f )=V(o)2

f ; (15)

ãäåV (o)
f è V (c)

f � ñêîðîñòè ìîäû äëÿ ýëåêòðî-îòêðûòîãî è ýëåêòðî-çàêðûòîãî ñëó-
÷àåâ ñîîòâåòñòâåííî.

4. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Â êà÷åñòâå èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà ñëîÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ òèòàíàò áàðèÿ�ñòðîíöèÿ (80% áàðèÿ è 20% ñòðîíöèÿ) [6, 7]. Ìàòå-
ðèàë ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì èç äèýëåêòðèêà � îêñèäà
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ìàãíèÿ. Ðàçíèöà â æåñòêîñòè ìàòåðèàëîâ ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà ñîçäàåò ñèëü-
íóþ äèñïåðñèþ â ñðåäå. Ðàçëè÷íûå òåìïåðàòóðíûå ðåæèìû è ñïîñîáû âëèÿþò íà
õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìîâ ýëåêòðîóïðóãîãî ñëîÿ, íà ãðàíèöå ñ òâåðäûì ïî-
ëóïðîñòðàíñòâîì. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñîçäàþòñÿ íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ â òîíêîïëå-
íî÷íûõ ñòðóêòóðàõ, çàâèñÿùèå îò âåëè÷èíû äåôîðìàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ (mis�t
strain, äàëåå mfs). Ýòè çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò â C-ôàçå êðèñòàëëà. Ïðè ýòîì
çíà÷åíèå mfs = 0 ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì äëÿ C-ôàçû.

Ðèñóíîê 1 ïîêàçûâàåò îáùèé âèä ôàçîâûõ ñêîðîñòåé äëÿ ýëåêòðî-îòêðûòîãî
ñëó÷àÿ. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ïåðâàÿ ìîäà âûäåëÿåòñÿ ñèëüíåå îñòàëüíûõ, è ïðè
óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû ëîæèòñÿ íà àñèìïòîòèêó ãîðàçäî íèæå îñòàëüíûõ ìîä. Ðè-
ñóíêè 2, 3, 4 ïîêàçûâàþò âëèÿíèå äåôîðìàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ íà êîýôôèöèåíò
ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ìîä. Èç ðèñóíêà 2 âèäíî, ÷òî
íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà êîýôôèöèåíò íàáëþäàåòñÿ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè âûõîäà
âòîðîé ìîäû. Ðèñóíîê 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè mfs = � 2 êîýôôèöèåíò ýëåêòðîìå-
õàíè÷åñêîé ñâÿçè äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ mfs = � 4 äëÿ
âñåõ ìîä. Îäíàêî, êàê âèäíî èç ðèñóíêà 4, ïðè mfs = 0 êîýôôèöèåíò èìååò çàìåò-
íûé ðîñò òîëüêî äëÿ ïåðâîé ìîäû, â òî âðåìÿ êàê äëÿ îñòàëüíûõ îí èçìåíÿåòñÿ
íåçíà÷èòåëüíî.

Ðèñóíîê 1 � Îáùèé âèä ôàçîâûõ ñêîðîñòåé
(mfs = � 4)

Ðèñóíîê 2 � Êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîìåõà-
íè÷åñêîé ñâÿçè äëÿ mfs = � 4

Ðèñóíîê 3 � Êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîìåõà-
íè÷åñêîé ñâÿçè äëÿ mfs = � 2

Ðèñóíîê 4 � Êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîìåõà-
íè÷åñêîé ñâÿçè äëÿ mfs = 0
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È ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÃÎ ÒÐÅÍÈß

Ëîêøèíà Ë. ß., Êîñòàíäîâ Þ. À.
Êðûìñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî, Ñèìôåðîïîëü

Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ â òðàïåöåâèäíûõ îá-
ðàçöàõ èç õðóïêèõ ìàòåðèàëîâ ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè ñ ó÷åòîì êîíòàêòíîãî òðåíèÿ íà
ïîâåðõíîñòè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè è âíóòðåííåãî òðåíèÿ ìàòåðèàëà îáðàçöîâ. Óñòàíîâ-
ëåíà ñâÿçü ìåæäó íîðìàëüíûìè è êàñàòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ÷åðåç óãëû íàêëîíà
êàñàòåëüíûõ ê òðàåêòîðèÿì ìàêñèìàëüíûõ ýôôåêòèâíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, ïî-
ëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâ èõ ïîâîðîòà çà ñ÷åò äåéñòâèÿ êîíòàêòíîãî êà-
ñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ.

Ïðåäåë ïðî÷íîñòè ãîðíûõ ïîðîä è ñòðîèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ ïðè îäíîîñíîì
ñæàòèè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ îöåíêè íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðî-
âàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãîðíûõ ìàññèâîâ è ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé è èõ ðàçðóøå-
íèÿ. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäà åãî àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷¼òà.
Àâòîðàìè ðàíåå áûëè ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îáðàçöîâ
èç õðóïêèõ ìàòåðèàëîâ ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû [1, 2]. Îäíàêî â ðåàëüíûõ óñëîâè-
ÿõ âûåìêè ïîëåçíîãî èñêîïàåìîãî âûðàáîòêè, çàáîè è îòêîñû, à òàêæå ñòðîèòåëü-
íûå êîíñòðóêöèè èìåþò íå òîëüêî ïðÿìîóãîëüíóþ ôîðìó, íî è óñå÷åííî-êîíóñíóþ
ôîðìó. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ïðåäåëà ïðî÷íîñòè îá-
ðàçöîâ òðàïåöåâèäíîé ôîðìû èç õðóïêîãî ìàòåðèàëà.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îá-
ðàçöà òðàïåöåâèäíîé ôîðìû èç õðóïêîãî ìàòåðèàëà ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè ìåæäó
ïëèòàìè ïðåññà ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî òðåíèÿ ìàòåðèàëà è êîíòàêòíîãî òðåíèÿ íà
ïîâåðõíîñòè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôîðìèðîâàíèå î÷àãîâ
ðàçðóøåíèÿ â ëîêàëüíûõ îáëàñòÿõ ïðîèñõîäèò íà òðàåêòîðèÿõ ìàêñèìàëüíûõ ýô-
ôåêòèâíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (ÒÌÝÊÍ) [3]. Ìàòåðèàë îáðàçöà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îäíîðîäíóþ èçîòðîïíóþ ñðåäó, äåôîðìèðóþùóþñÿ ïî óïðóãîìó çà-
êîíó, õàðàêòåðèçóþùóþñÿ óïðóãèìè êîíñòàíòàìè è êîýôôèöèåíòîì âíóòðåííåãî
òðåíèÿ, â äàííîì ñëó÷àå îòëè÷íîì îò íóëÿ. Ïîä ïîíÿòèåì ýôôåêòèâíîãî êàñàòåëü-
íîãî íàïðÿæåíèÿ � ef ïîíèìàåòñÿ àêòèâíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå � � çà âû÷åòîì
ôðèêöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé. Äëÿ îïèñàíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà ÒÌÝÊÍ èñïîëüçóåòñÿ
êðèòåðèé Êóëîíà

� ef = � � � �� � 6 k (1)

ãäå� = tg � � êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî òðåíèÿ ìàòåðèàëà, � � óãîë âíóòðåííå-
ãî òðåíèÿ ìàòåðèàëà, � � � íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå íà ÒÌÝÊÍ, k � ïðåäåëüíàÿ
ñîïðîòèâëÿåìîñòü ìàòåðèàëà ñäâèãó. Êðèòåðèé (1) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè � ef = k ïðî-
èñõîäèò ðàçðóøåíèå, à ïðè � ef < k ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ â óïðóãîì ñîñòîÿíèè.

Ðàññìîòðèì îáðàçåö èç õðóïêîãî ìàòåðèàëà òðàïåöåâèäíîé ôîðìû ñ âåðõíèì
îñíîâàíèåì òðàïåöèè l, âûñîòîé h, ðàâíûìè ìåæäó ñîáîé áîêîâûìè ãðàíÿìè ïðè
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îäíîîñíîì ñæàòèè âäîëü îñè ÎY ñ ó÷åòîì äåéñòâèÿ êîíòàêòíîãî òðåíèÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè è âíóòðåííåãî òðåíèÿ ìàòåðèàëà îáðàçöà. Ïîñêîëüêó
íàãðóæåíèå è äåôîðìèðîâàíèå îáðàçöà ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî åãî ïðîäîëüíîé
îñè, òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ëåâóþ ïîëîâèíó îáðàçöà. Ïðîâåäåì ÒÌÝÊÍ
ab â âèäå ïðîèçâîëüíîé êðèâîé è êàñàòåëüíûå ê íåé â òî÷êàõ a è b è ÒÌÝÊÍ cd
â âèäå ïðîèçâîëüíîé êðèâîé è êàñàòåëüíûå ê íåé â òî÷êàõ c è d, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ.1.

Ðèñóíîê 1

Ðàñïîëîæèì íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîñðåäèíå âåðõíåé êîíòàêòíîé ïîâåðõ-
íîñòè îáðàçöà. Îñü OY ñîâïàäàåò ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ ñèììåòðèè îáðàçöà. Ïðè-
ìåì ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé � v

yi
íà âåðõíåé êîíòàêòíîé

ïîâåðõíîñòè:

� v
yi

= � y0 (2)

ãäå� y0 � íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå íà âåðõíåé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè.
Ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé � v

k íà âåðõíåé êîíòàêòíîé ïîâåðõíî-
ñòè:

� v
k = f � y0 (3)

ãäåf � êîýôôèöèåíò êîíòàêòíîãî òðåíèÿ.
Ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé � H

yi
íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè îáðàçöà

ïðè y = h, ñ ó÷¼òîì óâåëè÷åíèÿ øèðèíû îáðàçöà, èìååò âèä:

� H
yi

= � y0

�
1 �

LH

1 + LH

�
; (4)

ãäåLH = 2 h
l ctg! , ! � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ è áîêîâîé ãðàíüþ îáðàçöà, îïðåäå-

ëÿþùèé ðàçëè÷èå ðàçìåðîâ âåðõíåé è íèæíåé êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé.
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Ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé � H
k íà íèæíåé êîíòàêòíîé ïîâåðõíî-

ñòè:

� H
k = f � H

yi
(5)

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó íîðìàëüíûìè è êàñàòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ÷åðåç óãëû
íàêëîíà � è  ê îñè ÎX êàñàòåëüíûõ ê ÒÌÝÊÍ ab â òî÷êàõ a è b.

Ñèëû, ïðèëîæåííûå ê âåðõíåìó òðåóãîëüíèêó aes è íèæíåìó òðåóãîëüíèêó
be0s0 ñïðîåöèðóåì íà ïëîùàäêó íà ÒÌÝÊÍ, è íîðìàëü ê íåé. Â ðåçóëüòàòå ñóì-
ìèðîâàíèÿ ïðîåêöèé ñèë è ðÿäà ìàòåìàòè÷åñêèõ äåéñòâèé ñ ó÷åòîì çàêîíà Êó-
ëîíà ïîëó÷èì âàæíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ âåðõíåãî òðåóãîëüíèêà,
îáðàçîâàííîãî êàñàòåëüíîé ê ÒÌÝÊÍ ab â òî÷êå a è íîðìàëüþ aes, è íèæíåãî
òðåóãîëüíèêà be0s0 ñîîòâåòñòâåííî: d� �

d� = � 2(� ef + �� � ) è d� 

d = � 2(� ef + ��  ).
Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà íà

ÒÌÝÊÍ. Èõ ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ íà ÒÌÊÝÍ ìåæäó òî÷êàìè
a è b. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì: ln(� ef + �� � )jba = � 2�� jba.

Èç ïðàêòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé èçâåñòíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ðàçðóøåíèå îáðàçöà
íà÷èíàåòñÿ èç óãëà. Ïîýòîìó äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî óñëîâèå ðàç-
ðóøåíèÿ ìàòåðèàëà � ef = k âûïîëíÿåòñÿ â òî÷êå a è äîñòèãàåòñÿ â òðåóãîëüíèêå
aes ðàíüøå, ÷åì â òðåóãîëüíèêå be0s0. Ñëåäîâàòåëüíî,

(� ef + ��  )
(k + �� � )

= exp 2� (� �  ) : (6)

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) íåîáõîäèìî íàéòè óãëû � è  íàêëîíà êàñàòåëü-
íûõ ê ÒÌÝÊÍ â òî÷êàõ a è b ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå ðÿäà ìàòåìàòè÷åñêèõ
äåéñòâèé ïîëó÷èì: � = �= 4 + �= 2 � �;  = �= 4 + �= 2 � � , ãäå� = 1

2 arctg 2� k a
(� x a + � ya ) ,

� = 1
2 arctg

2� k b

(� x b � � yb)
.

Èíäåêñû a è b óêàçûâàþò, ÷òî çíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ
ÒÌÝÊÍ. Èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé äëÿ óãëîâ � è � , ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî � x < � y,
ñëåäóåò, ÷òî� > � . Òîãäà èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé äëÿ óãëîâ � è  ïîëó÷àåì, ÷òî
� <  . Ñëåäîâàòåëüíî, ÒÌÝÊÍ ab ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êðèâîé.

Ïî ìåòîäèêå îïóáëèêîâàííîé â [2], ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â òî÷êå a � xa = 0, íàõîäèì
� � , �  , � ya , � xb, � yb è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ � ef :

b2
�
I 2 + ( � kb sin� )2�

� 2� kbbI + � 2
kb

cos2 � = 0; (7)

ãäåb=
� k b

� ef + �� yb
, � ya = 2k� + 2

cos�

q
k2 � � 2

ka
,

I = ( k + sin �
q

k2 � � 2
ka

) exp 2� (� � � ),

� = 1
2 arctg � k a cos�

k sin � +
p

k2 � � 2
k a

, � = 1
2 arctg bcos�

sin � �
p

1� b2 ,

� ka è � kb îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3) è (5) ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ � xb < � yb íà ïàðàìåòð b íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷å-

íèå b2 < cos2 � . Óðàâíåíèå (7) ðåøàåòñÿ ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ
� , � è k îïðåäåëÿþòñÿ èç òàáëèö ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ. Âû÷èñëåíèå � ef , � , � ïîçâî-
ëÿåò ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü âèä ÒÌÊÝÍ ab è óãëû íàêëîíà êàñàòåëüíûõ ê íåé â
òî÷êàõ a è b.
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Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó íîðìàëüíûìè è êàñàòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ÷åðåç óãëû
íàêëîíà ' è  ê îñè ÎX êàñàòåëüíûõ ê ÒÌÝÊÍ cd. Ñèëû, ïðèëîæåííûå ê íèæ-
íåìó òðåóãîëüíèêó cnq è âåðõíåìó òðåóãîëüíèêó dn0q0, ñïðîåöèðóåì íà ïëîùàäêó
íà ÒÌÝÊÍ è íîðìàëü ê íåé. Â ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ ïðîåêöèé ñèë è ðÿäà
ìàòåìàòè÷åñêèõ äåéñòâèé ñ ó÷åòîì çàêîíà Êóëîíà è ïî àíàëîãèè ñ òðåóãîëüíè-
êàìè îáðàçîâàííûìè êàñàòåëüíûìè ê ÒÌÝÊÍ ab ïîëó÷èì âàæíîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ îò òî÷êè d ê òî÷êåc èìååò âèä:
ln(� ef + ��  )jcd = � 2� jcd. Êàê è ðàíåå ïîëàãàåì, ÷òî óñëîâèå ðàçðóøåíèÿ ìàòåðè-
àëà � ef = k âûïîëíÿåòñÿ â òî÷êå c è äîñòèãàåòñÿ â òðåóãîëüíèêåcnq ðàíüøå, ÷åì
â òðåóãîëüíèêå dn0q0. Ñëåäîâàòåëüíî:

(k + �� ' )
(� ef + ��  )

= exp 2� (� � � ) (8)

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8) íåîáõîäèìî íàéòè óãëû ' è  íàêëîíà êàñàòåëüíûõ
ê ÒÌÝÊÍ â òî÷êàõ c è d ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå ìàòåìàòè÷åñêèõ äåéñòâèé
ïîëó÷èì:  = �= 4 + �= 2 � �; ' = �= 4 + �= 2 � � , ãäå� = 1

2 arctg
2� k d

(� x d + � yd ) ,

� = 1
2 arctg 2� k c

(� x c � � yc ) .
Èíäåêñû ñ è d óêàçûâàþò, ÷òî çíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷-

êàõ ÒÌÝÊÍ. Èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé äëÿ � è � , ñëåäóåò, ÷òî� < � . Òîãäà èç
ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé äëÿ  è ' ïîëó÷àåì, ÷òî  > ' . Ñëåäîâàòåëüíî, ÒÌÝÊÍ cd
â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êðèâîé. Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ � xd < � yd

íà ïàðàìåòð b íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå b2 > cos2 � .
Ïî ìåòîäèêå îïóáëèêîâàííîé â [2], ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â òî÷êå ñ � xc = 0 è

� yc = � y0

�
1 � L H

1+ L H

�
, ÷òî ñëåäóåò èç (4), íàõîäèì � ' , �  , � xd ,� yd è ïîëó÷àåì óðàâ-

íåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ � ef :

b2
�
I 2 + ( � k sin� )2�

� 2� kbI + � 2
k cos2 � = 0; (9)

ãäå
� k d

� ef + �� yd
= b, � yc = � y0

�
1 � 1

1+ L H

�
,

I = ( k + sin �
p

k2 � � 2
k ) exp 2� (� � � ),

� = � 1
2 arctg 2� k c

� yc
, � = 1

2 arctg bcos�p
1� b2 � sin �

,
� kc è � kd îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3) è (5) ñîîòâåòñòâåííî.

Óðàâíåíèå (9), êàê è óðàâíåíèå (7), ðåøàåòñÿ ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Âû÷èñëå-
íèå � ef , � , � ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü âèä ÒÌÊÝÍ cd è óãëû íàêëîíà
êàñàòåëüíûõ ê íåé â òî÷êàõ c è d.

Â òî÷êå ñ � xc = 0 è òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî tg(2� ) = � (2� kc =� yc ). Îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî 2� > (�= 2). È, ñëåäîâàòåëüíî, � > (�= 4). Ïóñòü � = �

4 + � , ãäå � íåêîòîðûé
îñòðûé óãîë, òîãäà ' = �= 4 + �= 2 � �= 4 � � = �= 2 � � . Ïðè ýòîì � = �= 4 + �= 2 �
1
2 arctg 2f � y0

� ya
. Èç ñðàâíåíèÿ ýòèõ âûðàæåíèé î÷åâèäíî, ÷òî � > ' . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ÒÌÝÊÍ cd ïðîõîäèò áëèæå ê íèæíåìó îñíîâàíèþ, ÷åì ÒÌÝÊÍ ab ê âåðõíåìó.
Ñëåäîâàòåëüíî ÒÌÝÊÍ ab îòêàëûâàåò áîëüøèé ôðàãìåíò îáðàçöà, ÷åì ÒÌÝÊÍ
cd è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé íàõîäèòñÿ íèæå ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè.

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàçðóøåíèþ òðàïåöåâèäíûõ îá-
ðàçöîâ ñ ðàçìåðàìè l = 49 ìì, h = 44 ìì è ! = 30� óñòàíîâëåíî, ÷òî ðàçðóøåíèå
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îáðàçöà íà÷èíàåòñÿ èç òî÷êè a. Îòêàëûâàþùèåñÿ ôðàãìåíòû îáðàçöà èìåþò ôîð-
ìó, áëèçêóþ ê òðåóãîëüíîé, è òðàïåöåâèäíûé îáðàçåö â ðåçóëüòàòå ïðèîáðåòàåò
ïðàêòè÷åñêè ïðÿìîóãîëüíóþ ôîðìó (Ðèñ.2).

Ðèñóíîê 2

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèé (7) è (9) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûå
ðàçðóøàþùèå íàïðÿæåíèÿ íà òðàåêòîðèÿõ, ñäåëàòü âûâîäû î ôîðìå è ðàçìåðàõ
îòêàëûâàþùèõñÿ ôðàãìåíòîâ îáðàçöà è èçìåíåíèè åãî ïðî÷íîñòè â ñâÿçè ñ èçìå-
íåíèåì ôîðìû.
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Â ðàáîòå ðàçâèâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ êîíå÷íûõ íåñîâìåñò-
íûõ äåôîðìàöèé òâåðäûõ òåë. Íåñîâìåñòíîñòü äåôîðìàöèé ìîæåò áûòü âûçâàíà ðàç-
ëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè, íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè è äèñ-
êëèíàöèÿìè, òî÷å÷íûìè äåôåêòàìè, íåîäíîðîäíûìè òåìïåðàòóðíûìè ïîëÿìè, óñàäêîé,
ðîñòîì, è ò. ï. Ñëåäñòâèÿìè íåñîâìåñòíûõ äåôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûå íàïðÿæå-
íèÿ è èñêàæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû òåëà. Ýòè ôàêòîðû îïðåäåëÿþò êðèòè÷åñêèå
ïàðàìåòðû ñîâðåìåííûõ âûñîêîòî÷íûõ òåõíîëîãèé, â ÷àñòíîñòè, â òåõíîëîãèÿõ àääèòèâ-
íîãî èçãîòîâëåíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè ðàçâèòèå ìåòîäîâ èõ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ãåîìåòðè-
÷åñêèå ìåòîäû îñíîâàíû íà ïðåäñòàâëåíèè òåëà è ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè: ìàòåðèàëüíûì è ôèçè÷åñêèì. Íà ýòèõ ìíîãîîáðàçèÿõ çàäàþòñÿ ñïåöè-
àëüíûå ìåòðèêè è ñâÿçíîñòè, â îáùåì ñëó÷àå, íååâêëèäîâû, íàäåëÿþùèå èõ ñâîéñòâàìè
íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

1. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîíòèíóóìà îñíî-
âàíû íà òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèÿõ ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè è òåîðèè ãëàäêèõ ìíî-
ãîîáðàçèé [1]. Ïëîäîòâîðíîñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà äëÿ îïèñàíèÿ òåë ñ äå-
ôåêòàìè (äèñëîêàöèÿìè, äèñêëèíàöèÿìè è ò. ä.) óáåäèòåëüíî ïðîäåìîíñòðèðîâà-
íà â ðÿäå êëàññè÷åñêèõ ðàáîò [2�4]. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû óñïåøíî ïðèìåíÿþò-
ñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñòóùèõ òåë [5�12]. Ðîñò èíòåðåñà ê
ýòèì ìåòîäàì ïðîäèêòîâàí, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàþòñÿ àääèòèâíûå òåõíîëîãèè, îñíîâàííûå íà èç-
ãîòîâëåíèè äåòàëåé ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàíåñåíèÿ ìàòåðèàëà íà ïîäëîæêó,
êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü âåñüìà ñëîæíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó. Íåñìîòðÿ íà ïðè-
âëåêàòåëüíîñòü èäåè ïîñëîéíîãî èçãîòîâëåíèÿ äåòàëè, ïðè å¼ ðåàëèçàöèè íåèçáåæ-
íî âîçíèêàþò èñêàæåíèÿ ôèíàëüíîé ôîðìû, âûçâàííûå óñàäêîé ïðè îòâåðæäåíèè
ìàòåðèàëà. Îäèí èç ñïîñîáîâ óìåíüøåíèÿ èñêàæåíèé � èõ êîìïåíñàöèÿ íà÷àëü-
íûìè èñêàæåíèÿìè, ó÷èòûâàåìûìè â ïðîåêòå. Îáðàçíî ãîâîðÿ, äëÿ èçãîòîâëåíèÿ
òðåáóåìîãî òåëà ñëåäóåò ïåðåäàòü â òåõíîëîãè÷åñêóþ ìàøèíó öèôðîâóþ ìîäåëü
òåëà áîëåå ñëîæíîé ôîðìû, òàêîé, ÷òî åå îòëè÷èÿ îò òðåáóåìîé íèâåëèðîâàëèñü
áû èñêàæåíèÿìè, âîçíèêàþùèìè ïðè ñîëèäèôèêàöèè â õîäå ïðîöåññà.

Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ êîìïåíñèðóþùèõ èñêàæåíèé ñëåäóåò èñïîëü-
çîâàòü ìîäåëè òåë, äëÿ êîòîðûõ îòñóòñòâóåò íàòóðàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ â êëàññè-
÷åñêîì ñìûñëå. Ýôôåêòû, âîçíèêàþùèå èç-çà îòñóòñòâèÿ íàòóðàëüíîé êîíôèãó-
ðàöèè, ìîãóò áûòü ìàòåìàòè÷åñêè ôîðìàëèçîâàíû ðàçëè÷íûìè ïîíÿòèÿìè, òàêè-
ìè, êàê íåñîâìåñòíîñòü äåôîðìàöèé, ïëîòíîñòü ïîëåé äåôåêòîâ, èñòî÷íèêè âíóò-
ðåííèõ íàïðÿæåíèé [3, 13]. Òàêèå ïîíÿòèÿ âçàèìîñâÿçàíû è ìîãóò áûòü îïèñàíû
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â ðàìêàõ åäèíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î äåôîðìàöèè, êàê î ãåîìåòðè÷åñêîì ïðåîáðàçî-
âàíèè îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ íååâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé.

Ñâÿçíîñòü ìàòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà îòðàæàåò âíóòðåííèå ñâîéñòâà (ñîá-
ñòâåííóþ ãåîìåòðèþ) òåëà è îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì ëîêàëüíûõ åäèíîîáðàçíûõ êîí-
ôèãóðàöèé, îñóùåñòâëÿþùèõ åãî ¾ñáîðêó¿ èç èäåíòè÷íûõ åäèíîîáðàçíûõ áëîêîâ.
Åäèíîîáðàçíîñòü ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ôóíêöèîíàë îòêëèêà äàåò äëÿ
íèõ îäèí è òîò æå äåñêðèïòîð îòêëèêà íà âñåâîçìîæíûõ ãëàäêèõ äåôîðìàöè-
ÿõ. Â ðåçóëüòàòå ñáîðêè ïîëó÷àåòñÿ òåëî, êîòîðîå íå ìîæåò áûòü ïîãðóæåíî áåç
äåôîðìàöèè â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíîé ÷åðòîé ñàìî-
íàïðÿæåííûõ òåë, ïîëó÷àåìûõ â àääèòèâíûõ ïðîöåññàõ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ
åãî ôîðìàëèçàöèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïîãðóæåíèå â íååâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
(ìàòåðèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ñ íååâêëèäîâîé ñâÿçíîñòüþ).

Ïîÿñíèì ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíåå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìàòåðèàëüíîì ìíîãî-
îáðàçèè M n çàäàíî ãëàäêîå ïîëå íåâûðîæäåííûõ n � n ìàòðèö, îïðåäåëÿåìîå
îòîáðàæåíèÿìè 
 i

j 2 C r (M n ; R). Çíà÷åíèÿ ýòîãî ïîëÿ õàðàêòåðèçóþò ëèíåéíûå
òðàíñôîðìàöèè ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ â åäèíîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå. Ïîëå 
 îïðå-
äåëÿåò íåãîëîíîìíîå ïîëå ðåïåðîâ

M n 3 p 7! (z i jp)n
i =1 ; z i = 
 j

i @j ;

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ðåçóëüòàòû äåéñòâèé
 íà ñòàíäàðòíûé ðåïåð, ñîîòâåòñòâó-
þùèé åäèíîîáðàçíîìó ñîñòîÿíèþ ïðîñòîãî ìàòåðèàëà (åãî àðõåòèïó [1]). Ïðåîáðà-
çîâàíèå ê åäèíîìó àðõåòèïó ìàòåìàòè÷åñêè îïðåäåëÿåò àáñîëþòíûé ïàðàëëåëèçì,
ïîýòîìó áóäåì èñêàòü òàêóþ ñâÿçíîñòü r , ÷òîáû äëÿ âåêòîðîâ ýòîãî ðåïåðà

r z i z j = 0; i; j = 1; : : : ; n;

ò. å. � 0i
jk = 0. Ïîñêîëüêó èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå ( f i

m � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê 
 m
j ):

� 0i
jk = � m

sqf
i
m 
 s

j 

q
k + f i

m 
 s
j @xs 
 m

k ;

îïðåäåëÿþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ñâÿçíîñòè ïðè ïåðåõîäå îò ïîëÿ ãîëîíîìíûõ ðåïå-
ðîâ ê ïîëþ íîâûõ íåãîëîíîìíûõ ðåïåðîâ, òî èñêîìûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè
â ãîëîíîìíîì ðåïåðå îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ

� m
sqf

i
m 
 s

j 

q
k + f i

m 
 s
j @s
 m

k = 0:

Ïóò¼ì íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:

� k
ij = 
 k

m@i f m
j : (1)

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâó ñ àáñîëþòíûì ïàðàëëåëèçìîì ìîæåò áûòü åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ïðîñòðàíñòâî Ðèìàíà ñî ñâÿçíîñòüþ
Ëåâè�×èâèòû r � òàêèì îáðàçîì, ÷òî ýòè ñâÿçíîñòè â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ ìíî-
ãîîáðàçèÿ çàäàþò îïåðàòîðû, ñîâïàäàþùèå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà. Ýòî äåëàåòñÿ
çà ñ÷åò ââåäåíèÿ îñîáîé ìåòðèêè

G(u ; v) = g(Ku ; Kv ); (2)
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ãäåK = @s 
 zs = f s
k@s 
 dxk � èìïëàíò. Ðàçíîñòü r � r � îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ïî-

âîðîòîì ðåïåðà è îòêëèê ïðîñòîãî ìàòåðèàëà íå ðàçëè÷àþòñÿ íà ýòèõ ñâÿçíîñòÿõ.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì íåñîâ-

ìåñòíûõ äåôîðìàöèé â ïðîñòûõ ìàòåðèàëàõ è ãåîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé
ñâÿçíîñòè. Òðàíñôîðìàöèÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà â åäèíîîáðàçíîå ñîñòî-
ÿíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì; â ñîâîêóïíîñòè ýòè ïðåîáðàçîâà-
íèÿ îïðåäåëÿþò íåïðåðûâíîå ïîëå. Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâÿçíîñòè
ìåòîäîì ïîäâèæíîãî ðåïåðà òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
äåéñòâóþùèõ íà êîîðäèíàòíûå ðåïåðû. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà,
âìåùàþùåãî ïðîèçâîëüíûå èñêàæåííûå ýëåìåíòàðíûå îáúåìû â ñîâìåñòíîé ôîð-
ìå, ñâîäèòñÿ ê ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Êàðòàíà.

Â ðàìêàõ ðàçâèâàåìîãî ôîðìàëèçìà êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå äåôîðìàöèè ôîðìà-
ëèçóåòñÿ êàê êàê âëîæåíèå{ t (èëè, â îñîáîì ñëó÷àå, ïîãðóæåíèå) ìàòåðèàëüíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ â ôèçè÷åñêîå. Ïðè ýòîì àíàëîãîì ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè F ÿâëÿ-
åòñÿ êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå, ëîêàëüíî ïðåäñòàâëÿþùåãî âëîæåíèå òåëà â ôè-
çè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìåðû ëîêàëüíîé äåôîðìàöèè, ïðèãîäíûå äëÿ îïèñàíèÿ
îòêëèêà ïðîñòîãî ìàòåðèàëà, ïðåäñòàâëåíû êàê îáðàòíûé îáðàç (¾pull�back¿) ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ìåòðèêè è ïðÿìîé îáðàç (¾push�forward¿) ìàòåðèàëüíîé ìåòðèêè.
Ñèëû èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê êîâåêòîðû, ò. å. êàê ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû, äåé-
ñòâèå êîòîðûõ íà âåêòîðû ñêîðîñòè òî÷åê ñðåäû îïðåäåëÿþò ìîùíîñòü. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïîëÿ íàïðÿæåíèé T èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê êîâåêòîðíîçíà÷íûå âíåøíèå
äâà-ôîðìû, à ìàññîâûå ñèëû b � êàê ñêàëÿðíîçíà÷íûå òðè-ôîðìû. Àáñòðàêòíàÿ
òåîðèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, îñíîâàííàÿ íà èñ÷èñëåíèè âíåøíèõ ôîðì, àäàïòèðîâà-
íà äëÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ñòðóêòóðû, ÷òî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿ áà-
ëàíñà ìîùíîñòè êàê íà ìàòåðèàëüíîì ìíîãîîáðàçèè (àíàëîã îòñ÷åòíîãî îïèñàíèÿ
â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîâìåñòíûõ äåôîðìàöèé), òàê è íà ôèçè÷åñêîì ìíîãîîá-
ðàçèè (àíàëîã ïðîñòðàíñòâåííîãî îïèñàíèÿ). Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì îáùåãî ïðèíöèïà êîâàðèàíòíîñòè. Èìåííî, ïóñòü êîâàðèàíòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìûì îò � îòîáðàæåíèåì

� � : P ! P ; � �

�
�
�
� = t

= Id ; (3)

ãäåId � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Îòîáðàæåíèå (3) îïðåäåëÿåò íîâîå êàðò-
ðèðîâàíèå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà P . Âñå âåëè÷èíû â íîâûõ êàðòàõ îáîçíà÷èì
øòðèõîâàííûìè ñèìâîëàìè. Áàëàíñ ìîùíîñòè ïðèíèìàåò âèä:

Z

� � � { t (B 0 )

hv0; b0i � 0� 0+
Z

� � � { t (@B 0 )

hv0; T i =
d
dt

0

B
@

Z

� � � { t (B 0 )

�
1
2

g(v0; v0) + e0

�
� 0� 0

1

C
A ;

T 0 = � � � T ; v0 = � � � v + w ; e0(F 0; G; g0 � { 0) = e(F ; G; � �
� g � { );

ãäåw = @=@��� , � � ïëîòíîñòü ìàññû, e � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè,
g � ìåòðèêà ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Êðîìå òîãî, ïðè � = t

d
dt

e0 =
�

� 2
@e
@g

�
_̂L w g; b0 � ( _v0)[ = � t � (b� _v [ ):
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ÇäåñüL w � ïðîèçâîäíàÿ Ëè âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ w , � � îïåðàòîð Õîäæà,
[ ; ] � ìóçûêàëüíûå èçîìîðôèçìû [14]. Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé, îñíîâàííûõ
íà îáîáùåííîé òåîðåìå Ñòîêñà, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

Z

{ t (B 0 )

�
L v (� � )

�
hv [ ; v + w i +

1
2

hw [ ; w i + � �
��

� 2
@e
@g

�
_̂L w g + hw [ ; _v i

���
=

=
Z

{ t (B 0 )

fhw ; dT i + r w _̂T + � � hb; w ig : (4)

Çäåñüd � âíåøíÿÿ êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàðòàíà [14]. Â âèäó ðàçëîæåíèÿ
(r w )[ = 1

2L w g + d(w [ ) è â ñèëó òîãî, ÷òî ÷àñòü òåëàB 0 âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûì îáðàçîì, èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî (4) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ëîêàëüíîå ñîîòíîøåíèå

L v (� � )
�

hv [ ; v + w i +
1
2

hw [ ; w i
�

+
1
2

�
� 2

�
2�

@e
@g

�
� T

�
_̂L w g =

= hw; dT + ( b� _v [ )� � i + dw [ _̂T : (5)

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû w , hw [ ; w i , dw [ , L w g ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷å-
íèÿ (ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïåðâàÿ èç íèõ îòâå÷àåò çíà÷åíèþ ïðîèçâîëüíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ, âòîðàÿ � åãî ìàãíèòóäå, òðåòüÿ � åãî ðîòàöèè, ÷åòâåðòàÿ �
ãðàäèåíòó), ðàâåíñòâî (5) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ÷åòûðåõ íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé

L v (� � ) = 0 ; (6)

dT + b
 � � = _v [ 
 � � ; (7)

(u 
 v) _̂T = ( v 
 u ) _̂T ; (8)

� 2

�
2�

@e
@g

�
= T : (9)

Óðàâíåíèå (6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû, óðàâíåíèå (7) � áàëàíñ
èìïóëüñà, (8) � áàëàíñ ìîìåíòà èìïóëüñà (çäåñü u ; v 2 TP � ïðîèçâîëüíû), (9) �
àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ Doyle � Ericksen, èçâåñòíîãî â íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïðîåêòîâ ÐÔÔÈ • 14-01-00741 è • 15-08-
06330.
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Lychev S. A. Geometric methods in mechanics of bodies of variable composition.
The present paper provides a systematic treatment of modern di�erential-geometrical
methods for modeling of incompatible �nite deformations in solids. The incompatibility of
deformations may be caused by a variety of physical phenomena; among them are: distributed
dislocations and disclinations, point defects, non-uniform thermal �elds, shrinkage, growth,
etc. Incompatible deformations results in residual stresses and distortion of geometrical shape.
These factors are associated with critical parameters in modern high-precision technologies,
particularly, in additive manufacturing, and considered to be Ipso Facto essential constituents
in corresponding mathematical models. In this context, the development of methods for
their quantitative description is the actual problem of modern solid mechanics. The methods
in question are based on the representation of a body and physical space in terms of
di�erentiable manifolds, namely material manifold and physical manifold. These manifolds
are equipped with speci�c metrics and connections, non�Euclidian in general.



ÑÀÌÎÍÀÏÐßÆÅÍÍÛÅ ÏÎËÈÌÅÌÁÐÀÍÛ
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Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À. Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû, âîçíèêàþùåé â ðåçóëüòàòå ïðîöåññîâ ïîñëîéíîãî íàíåñåíèÿ ìàòåðèàëà íà ïîäëîæêó.
Òàêèå ïðîöåññû èñïîëüçóþòñÿ â àääèòèâíûõ òåõíîëîãèÿõ (íàïðèìåð, â ñòåðåîëèòîãðà-
ôèè è ìîëåêóëÿðíîé ýïèòàêñèè). Â êà÷åñòâå ìîäåëè ïðåäëîæåíà ñèñòåìà êðèâîëèíåéíûõ
ìåìáðàí, ïîïàðíî ìåõàíè÷åñêè ñâÿçàííûõ êîíòèíóàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ îäíîìåðíûõ
ñâÿçåé. Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå òàêèõ ñèñòåì îïðåäåëÿåòñÿ íåñîâìåñòíûìè äåôîðìàöè-
ÿìè ïàêåòà ìåìáðàí, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå ñîëèäèôèêàöèè ãðàíè÷íîãî ñëîÿ, è ïî-
ñëåäóþùåé äåôîðìàöèåé â ñîñòàâå òåëà. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëè-
ðîâêà çàäà÷è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîëíûå äåôîðìàöèè ìàëû, íàïðÿæåíèÿ â ìåìáðàíàõ
îïðåäåëÿþòñÿ äâóìåðíûìè ëèíåéíûìè çàêîíàìè ñîñòîÿíèÿ, à íàïðÿæåíèÿ â ñâÿçÿõ � îä-
íîìåðíûìè ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Â ðàìêàõ ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé ñôîðìóëèðîâàí
ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ ñèñòåìû, ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ Ýéëåðà � Ëàãðàíæà è ñîîòâåòñòâó-
þùèå åñòåñòâåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ.

1. Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå òåõíîëîãèé
ìíîãîñëîéíûõ òîíêèõ ïîêðûòèé, èñïîëüçóåìûõ ïðè èçãîòîâëåíèè ìèêðîýëåêòðîí-
íûõ, ôîòîýëåêòðîííûõ è ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ [1�4]. Ïðèìåðàìè
òàêèõ òåõíîëîãèé ÿâëÿþòñÿ ýëåêòðîííî-ëó÷åâîå íàíåñåíèå ïîêðûòèé ìåòîäîì îñà-
æäåíèÿ èç ïàðîâîé ôàçû (Physical Vapor Deposition, EB/PVD) è ìîëåêóëÿðíî-
ïó÷êîâàÿ ýïèòàêñèÿ (Molecular Beam Epitaxy, MBE). Ýòè òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò
ñîçäàâàòü òîíêèå ñëîè ìàòåðèàëà ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ õèìè÷åñêîé ÷èñòîòû, ÷òî ÿâ-
ëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ïàðàìåòðîì â ïðîèçâîäñòâå èíòåãðàëüíûõ ñõåì ñ âûñîêîé
ñòåïåíüþ èíòåãðàöèè. Îäíàêî ïðîöåññó ñîçäàíèÿ ñâåðõòîíêèõ ïîêðûòèé ñîïóò-
ñòâóþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ âîçíèêíîâåíèåì ñîáñòâåííûõ íàïðÿæåíèé â ñëîÿõ:
ñîáñòâåííûå íàïðÿæåíèÿ èçìåíÿþò èõ ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñòè, ýëåê-
òðè÷åñêóþ ïðîâîäèìîñòü, à êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé â ìíîãîñëîéíûõ ñòðóêòó-
ðàõ ìîæåò ïðèâåñòè ê èõ ðàññëàèâàíèþ è ðàçðóøåíèþ. Ñîáñòâåííûå íàïðÿæå-
íèÿ íåâîçìîæíî ïîëíîñòüþ ñíÿòü ââèäó òåõíîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ïðîöåñ-
ñîâ, â ÷àñòíîñòè, òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, óñàäêè ïðè õèìè÷åñêèõ è ôàçî-
âûõ ïðåâðàùåíèÿõ è ò. ï. Êðîìå òîãî, ñîáñòâåííûå íàïðÿæåíèÿ ìîãóò âîçíèêàòü
èç�çà ðàçëè÷èÿ ïåðèîäîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñëîåâ (Mismatch E�ect).
Â ýòîé ñâÿçè çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ìíîãîñëîé-
íûõ ñâåðõòîíêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ñîâðåìåííîé ôèçèêè
òâåðäîãî òåëà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîÿâëÿþòñÿ òåõíîëîãèè,
â êîòîðûõ ¾íåæåëàòåëüíûå¿ ôàêòîðû, ñâÿçàííûå ñ ñîáñòâåííûìè íàïðÿæåíèÿìè,
îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè. Ðå÷ü èäåò î íîâîé òåõíîëîãèè èçãîòîâëåíèÿ ìèêðîñõåì
âûñîêîé ïëîòíîñòè � òåõíîëîãèè Strained Silicon. Ýòà òåõíîëîãèÿ ïðåäïîëàãàåò íà-
÷àëüíîå äåôîðìèðîâàíèå ñëîåâ è (èëè) ïîäëîæêè, íàöåëåííîå íà ñîçäàíèå ïðåäïè-
ñàííîé àíèçîòðîïèè ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîêðûòèÿ è îïòèìèçàöèè åãî ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè (ñòðóêòóðíàÿ àíèçîòðîïèÿ ïðîâîäèìîñòè, ñíèæåíèå òåïëîâûõ ïîòåðü).
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2. Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ìîäåëü ïîëèìåì-
áðàíû � ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû, îáðàçîâàííîé ìåìáðàííûìè ñëîÿìè, êîòîðûå
ñâÿçàíû â ïàêåò ðàñïðåäåëåííûìè òðàíñâåðñàëüíûìè ñâÿçÿìè (ðèñ. 1). Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî âñÿ ìàññà ñòðóêòóðû ðàñïðåäåëåíà íà ìåìáðàííûõ ñëîÿõ, à ñâÿçè
íåâåñîìû. Êàæäûé ìåìáðàííûé ñëîé â îòäåëüíîñòè îò ñòðóêòóðû îáëàäàåò íàòó-
ðàëüíîé (ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé) ôîðìîé, íî âñÿ ñòðóêòóðà â öåëîì íå èìååò
òàêîâîé: ñâÿçè óäåðæèâàþò ñèñòåìó ìåìáðàí â ñàìîíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè ïðè
ëþáîé ãëàäêîé äåôîðìàöèè ïîëèìåìáðàíû. Ýòî ñâîéñòâî ñòðóêòóðû ïîäîáíî õà-
ðàêòåðíîìó ñâîéñòâó ðàñòóùèõ òåë, â êîòîðûõ íåñîâìåñòíûå äåôîðìàöèè, îáó-
ñëîâëåííûå òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè, âûçûâàþò ñîáñòâåííûå (âíóòðåííèå)
íàïðÿæåíèÿ [5].

Ðèñóíîê 1 � Ïîëèìåìáðàíà: ñëîè è ñâÿçè

Ñîáñòâåííûå íàïðÿæåíèÿ â ìåìáðàííûõ ñëîÿõ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ òðàíñ-
âåðñàëüíûìè ñâÿçÿìè, à èìåííî, èõ íàòóðàëüíûìè ôîðìàìè (îáðàçàìè êîíôè-
ãóðàöèé). Â ðàìêàõ ìîäåëè ýòè ôîðìû îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî
ñöåíàðèþ ïðîöåññà ñîçäàíèÿ ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû. Äëÿ ýòîé öåëè ðåøàåòñÿ
ýâîëþöèîííàÿ çàäà÷à , â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n�ñëîéíûõ
ïîëèìåìáðàí, êàæäûé ýëåìåíò (ñ (n + 1) ñëîÿìè) êîòîðîé îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäû-
äóùåãî (ñ n ñëîÿìè) äîáàâëåííûì ñëîåì. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àíàëîãè÷íà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàäêèõ òåë, îïðåäåëÿþùèõ ðàñòóùåå òðåõìåðíîå òåëî [6].

Äëÿ êàæäîé ïîëèìåìáðàíû, ïðåäñòàâëÿþùåé ýëåìåíò ýâîëþöèîííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, ôîðìóëèðóåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé íà÷àëüíûå äàí-
íûå îïðåäåëÿþòñÿ ôèíàëüíûì ñîñòîÿíèåì ïðåäûäóùåé ïîëèìåìáðàíû, à òðàíñ-
âåðñàëüíûå ñâÿçè ìåæäó ñòðóêòóðîé è äîáàâëåííûì ñëîåì ¾çàïîìèíàþò¿ åå ôè-
íàëüíîå äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà ýâîëþöèîí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âîñïîëüçóåìñÿ âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì Îñòðîãðàäñêî-
ãî � Ãàìèëüòîíà, ñîãëàñíî êîòîðîãî äâèæåíèå n�ñëîéíîé ïîëèìåìáðàíû îïðåäå-
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ëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè äåéñòâèÿ,� J = 0, ãäå

J =
nX

i =1

t2Z

t1

f L i + P i g dt:

ÇäåñüL i = Ki � W i � T i , P i � ðàáîòà ñèë, ïðèëîæåííûõ ê i �é ìåìáðàíå, W i �
ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè i �é ìåìáðàíû, Ki � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ i �é ìåìáðàíû,
à T i � ýíåðãèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåôîðìàöèè i �é ìåìáðàíû çà ñ÷åò âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñ îñòàëüíûìè, âõîäÿùèìè â ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó:

P i =
ZZ

Si

� i p i � u i dS; W i =
ZZ

Si

Wi dS; Ki =
1
2

ZZ

Si

� i _u 2
i dS; T i =

ZZ

Si

Ti dS:

Äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì, ÷òî âñå ñëîè Si ïîëèìåìáðàíû äèôôåîìîðôíû íåêî-
òîðîìó óíèâåðñàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ S, àòëàñ êîòîðîãî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
äàëåå äëÿ êàðòðèðîâàíèÿ âñåõ ñëîåâ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ìàòåðèàë ìåìáðàí ïðîñò [7].
Òîãäà ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà âûðàæåíèåì

W =
nX

i =1

h
Wi (D j ) � Ti (k(u p � u 0

p) � (u q � u 0
q)k)

i
;

ãäå D p, u p � ñîîòâåòñòâåííî ìåðà äåôîðìàöèè è ïåðåìåùåíèå p�ãî ñëîÿ. Ïîëÿ
ïåðåìåùåíèé u 0

p îïðåäåëÿþò íàòóðàëüíîå (ñâîáîäíîå îò íàïðÿæåíèé) ñîñòîÿíèå
òðàíñâåðñàëüíûõ ñâÿçåé. Â äàëüíåéøåì èíäåêñ s ñíèçó óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð äåéñòâóåò íà ïîâåðõíîñòè. Îñòàëüíûå ìàëûå ëàòèíñêèå
íèæíèå èíäåêñû óêàçûâàþò íà íîìåð ìåìáðàíû.

3. Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è â ëèíåéíîì ïðèáëè-
æåíèè ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè äåéñòâèÿ, ò. å.

2W =
nX

p=1

�
2� pD p :D p + � p(tr D p)2

	
+

nX

p; q=1

 pqk(u p � u 0
p) � (u q � u 0

q)k2;

ãäåD p = [( r spu p) � Pp]sym � òåíçîð ìàëûõ äåôîðìàöèé p�ãî ñëîÿ, � p, � p � åãî ïî-
âåðõíîñòíûå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè,r sp = e�

p @� � ïîâåðõíîñòíûé ãðàäèåíò [8].
Óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè òðàíñâåðñàëüíûõ ñâÿçåé îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè
 pq (ïðè ýòîì,  pp = 0). Îïåðàòîð Pp � ïðîåêòîð íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, îïðå-
äåëåííûé ðàâåíñòâîì: Pp = 1 � n p 
 n p, ãäå1 � åäèíè÷íûé òåíçîð îáúåìëþùåãî
òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, n p � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü p�é ìåìáðàíû.

Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ,� J, ñ ó÷åòîì òåîðåìû î äèâåðãåíöèè [9],

Z

S

r s � u dS =
I

�

� � u d� � 2
Z

S

H n � u dS; n � � = 0; H =
1
2

P :K ;
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èìååò âèä:

� J =
nX

p=1

ZZ

S

� p _u p � � u p

�
�
�
t2

t1

dS �
nX

p=1

t2Z

t1

I

�

� � Tp � � u sp d� dt+

+
nX

p=1

t2Z

t1

Z

S

( �
L sp[u p]+ � pf pPp :K p+ � ppp� � p •u sp�

nX

q=1

 �
pq[u sp� u sq� wqn q� l pq]

�
�� u sp+

+
�
Tp :K p + � ppp � n p � � p •wp �

nX

q=1

 �
pq[wp � u sq � n p � wqn p � n q � l pq � n p]

�
�w p

)

dS dt;

(1)

ãäå
L sp[u p] = � pr s

2
pu p + ( � p + � p)r spr sp � u p;

Tp = � p(r spu p + r spu T
p ) + � p(r sp � u p)Pp:

Çäåñü s
�
pq =  spq +  sqp, l pq = u 0

p � u 0
q, u p = u sp + wpn p � ðàçëîæåíèå ïåðåìå-

ùåíèÿ p�é ìåìáðàíû íà êàñàòåëüíóþ è íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå, òî÷êà ñâåðõó
îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, K p = � r spn p � îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà, îò-
íîñÿùåéñÿ ê p�é ìåìáðàíå, âåêòîðû f p îïðåäåëåíû âûðàæåíèåì

f p = r spwp + u sp � K p:

Óðàâíåíèÿ ïîëÿ (ñèñòåìà 2n óðàâíåíèé), ñîîòâåòñòâóþùèå (1), èìåþò âèä
(çäåñüi = 1; : : : ; n)

�
L si [u i ] + � i f i P i :K i + � i p i �

nX

q=1

 �
iq [u si � u sq � wqn q � l iq ]

	
� P i � � i •u si = 0;

Ti :K i + � i p i � n i �
nX

q=1

 �
iq [wi � u sq � n i � wqn i � n q � l iq � n i ] � � i •wi = 0;

à òåðìèíàëüíûå è åñòåñòâåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ:

(� i _u i � � u i )
�
�
�
t2

t1

= 0;
�
� � Ti � � u si

� �
�
�
�

= 0:

Ðåøåíèå ýâîëþöèîííîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷à-
ëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðà ìåìáðàí, ñâÿçàííàÿ íåíàïðÿæåííûìè òðàíñâåðñàëüíû-
ìè ñâÿçÿìè ( u 0

1 = 0), êîòîðàÿ íà÷èíàåò ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ â ñèëó íåíóëåâûõ
íà÷àëüíûõ äàííûõ è âíåøíèõ ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê. Â ìîìåíò âðåìåíè t1 ê äå-
ôîðìèðîâàííîé áèìåìáðàíå ïðèñîåäèíÿåòñÿ òðåòüÿ ìåìáðàíà, ïðè÷åì u 0

1 îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïî àêòóàëüíûì ïîçèöèÿì áèìåìáðàíû â ìîìåíò âðåìåíè t1. Ïîëó÷åííàÿ
òàêèì îáðàçîì òðèìåìáðàíà íå îáëàäàåò íàòóðàëüíûì ñîñòîÿíèåì; â ñèëó íà÷àëü-
íûõ äàííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèì ôèíàëüíûì ïîçèöèÿì è ñêîðîñòÿì áèìåìáðàíû,
è âíåøíèõ ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê îíà ñîâåðøàåò êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ äî
ìîìåíòà tp. Ðàñ÷åò èòåðàöèîííî ïîâòîðÿåòñÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ 14-01-00741 è ÎÝÌÌÏÓ-12.
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Lychev S. A., Koifman K. G. Polymembranes with internal stresses. The work is
devoted to modeling of stress�strain state of the system, resulting from processes of
layering material on the substrate. Such processes are used in additive technologies (e.g.,
stereolithography and molecular epitaxy). As a model, a system of curved membranes
mechanically coupled by one-dimensional continuum set of constraints is suggested. Stress�
strain state of such systems depends on incompatible deformations of polymembrane,
considered as a stack of material surfaces. Such incompatibility results due to solidi�cation
of the boundary layer in technological process. The paper proposes a variational formulation
of the problem, under the assumption that the total deformation is in�nitesimal, stresses in
membranes are de�ned by two-dimensional linear constitutive equations, and the tension
in constraints are de�ned by one�dimensional linear relations. Under these assumptions
the action functional of the system is formulated, the Euler�Lagrange equation and the
corresponding natural boundary and terminal conditions are obtained.



ÇÀÌÊÍÓÒÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÄËß ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÃÎ ÊÎÍÅ×ÍÎÃÎ ÖÈËÈÍÄÐÀ

Ëû÷¼âà Ò. Í.
Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À. Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà

Â ðàáîòå ðàçâèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ êîëå-
áàíèé ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãèõ òåë. Àêòóàëüíîñòü ýòèõ èññëåäîâàíèé, â ÷àñòíîñòè, îáúÿñ-
íÿåòñÿ òåì, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè, îïðåäåëÿåìûå ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ
íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷, èñïîëüçóþòñÿ ïðè èäåíòèôèêàöèè ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé ìà-
òåðèàëîâ â äèíàìè÷åñêèõ ìåòîäàõ èñïûòàíèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ òåîðåòè÷åñêèõ çàâè-
ñèìîñòåé ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûå (â ðÿäàõ) ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷,
ïîñêîëüêó îíè, â îòëè÷èå îò ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, äîïóñêàþò ñòðîãèå îöåíêè ïîãðåøíî-
ñòè. Îäíàêî ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ñîïðÿæåíî ñî ñëåäóþùèìè òðóäíîñòÿ-
ìè àíàëèòè÷åñêîãî è âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà. Êàê ïðàâèëî, ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà
î ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îïåðàòîðîâ ðåëàêñàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðâîìó è âòîðîìó ìî-
äóëÿì Ëàìå, ÷òî ðàâíîñèëüíî ãèïîòåçå î ïîñòîÿíñòâå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ïðåä-
ñòàâëåíèå ðåøåíèé òð¼õìåðíûõ çàäà÷ â ôîðìå ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ó÷¼òà áîëüøîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé; ïðè ýòîì âåëè-
êà âåðîÿòíîñòü ïðîïóñêà áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ è êðàòíûõ êîðíåé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ïðåäëàãàþòñÿ ñïîñîáû ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì.

1. Ïóñòü B � èññëåäóåìîå âÿçêîóïðóãîå äåôîðìèðóåìîå òåëî, îòêëèê êîòîðîãî
òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü. Ïîëàãàåì, ÷òî îòñ÷¼òíàÿ ôîðìà ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé.
Òîãäà èç áàëàíñà èìïóëüñà

r� � � � •u + � K = 0;

ãäå� �ïëîòíîñòü ìàññû, K �ïëîòíîñòü ìàññîâûõ ñèë è èç çàêîíà ñîñòîÿíèÿ

A � = 2B � " + I B � tr " ;

ãäåA , B � , B � � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû:

A =
nX

k=0

ak
dk

dtk
; B � =

mX

k=0

� k
dk

dtk
; B � =

mX

k=0

� k
dk

dtk
;

ak , � k , � k � êîíñòàíòû, îïðåäåëÿþùèå ðåîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ( an=1),
âûòåêàåò óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

M r 2u + L rr � u � � •u + � K = 0: (1)

Ýòî óðàâíåíèå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîå [1, 2]. Äåéñòâóÿ íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷à-
ñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îïåðàòîðîì A , ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

B � r 2u + ( B � + B � ) rr � u � � A •u + � A K = 0: (2)
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Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2) èìååò ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, ÷åì (1),
è ìíîæåñòâî åãî ðåøåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå øèðîêèì.

Äëÿ ïîñòàíîâêè íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è îïðåäåëèì êðàåâûå óñëîâèÿ

n ��( u )
�
�
�

= � � u
�
�
�
; (3)

ãäå� � òåíçîðíîå ïîëå âòîðîãî ðàíãà, çàäàííîå íà � è îïðåäåëÿþùåå óïðóãèå õà-
ðàêòåðèñòèêè çàêðåïëåíèÿ òåëà íà åãî ãðàíèöå,n � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü
ê ïîâåðõíîñòè � . Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

u
�
�
t=0

= V0;
@u
@t

�
�
�
t=0

= V1; : : : ;
@ku
@tk

�
�
�
t=0

= Vk ; (4)

ãäåk = max( m; n + 2) , V0, V1; :::;Vk �íà÷àëüíûå ñìåùåíèÿ, ñêîðîñòè è ò. ä.
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (2) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

M 1r 2u + M 2rr� u + M 3u = f ; f = � �
nX

k=0

ak
dk

dtk
K ; (5)

M 1 =
mX

k=0

� k
dk

dtk
; M 2 =

mX

k=0

(� k + � k)
dk

dtk
; M 3 = � �

nX

k=0

ak
dk+2

dtk+2
:

Óðàâíåíèÿ (5) îïðåäåëÿþò íà÷àëüíî�êðàåâóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà êàê çàäà÷à Êîøè ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè

rX

k=0

P k
@k

@tk
u = f ;

ãäår = max( m; n+2) , à P k � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïî ïðîñòðàíñòâåííûì
ïåðåìåííûì, ïîäîáíûå îïåðàòîðó Ëàìå:

P ku = b� kr 2u + ( b� k + b� k)rr� u � � bak� 2u: (6)

Çäåñüf � kgr
k=0 , f � kgr

k=0 �ðåîëîãè÷åñêèå ìîäóëè, óïîðÿäî÷åííûå íà îäíîì è òîì æå
ìíîæåñòâå èíäåêñîâ (0; : : : ; r ) ñ äîáàâëåíèåì íóëåé òàì, ãäå ýòî íåîáõîäèìî:

b� k =

(
� k ; k 6 m

0; k > m
; b� k =

(
� k ; k 6 m

0; k > m
; bak =

(
ak ; 0 6 k 6 n

0; k < 0 ^ k > n
:

2. Ïóñòü L2(B ) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ âåêòîð�
ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ â îáëàñòè B ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

8u ; v 2 L2(B ) hu ; v i =
Z

B

u �vdV;

ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Áóäåì îòûñêèâàòü ðåøåíèÿ u(x ; t)
êðàåâîé çàäà÷è (3)�(5) â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ ïî ôóíêöèÿì ïðîñòðàíñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ x , îáðàçóþùèõ áàçèñ f ek(x )g1

k=0 â ïðîñòðàíñòâå L2(B ), ò. å.

u (x ; t) =
1X

k=0

' (t)ek(x ):
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Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ ìîæíî îñóùåñòâèòü, åñëè ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèÿ (5)
ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííîé t, à èìåííî:

8
>>>>>><

>>>>>>:

P 0v0 + P 1 _v0 + P 2 _v1 + P 3 _v2 + : : : + P m _vm� 1 = f

v1 � _v0 = 0

v2 � _v1 = 0

: : :

vm� 1 � _vm� 2 = 0

(7)

ãäå ôóíêöèÿ v0 ñîâïàäàåò ñ èñêîìûì ðåøåíèåì (ò. å. u = v0). Ïðè ýòîì

(B � n �defvk + B � n r� vk) � � k;1

�
�
� k

= A � k;2 �vk

�
�
� k

; k = 0; 1; : : : ; m � 1; (8)

v0

�
�
�
t=0

= V0; v1

�
�
�
t=0

= V1; : : : vm� 1

�
�
�
t=0

= Vm� 1: (9)

Äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (îòäåëåíèÿ ïåðåìåííîé t) ðàññìîòðèì îáîáùåí-
íóþ çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ:

W� =

0

B
B
B
B
@

P 0 0 0 : : : 0
0 I 0 : : : 0
0 0 I : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : I

1

C
C
C
C
A

+ �

0

B
B
B
B
@

P 1 P 2 P 3 : : : P m� 1 P m

� I 0 0 : : : 0 0
0 � I 0 : : : 0 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : � I 0

1

C
C
C
C
A

; W�

0

B
B
B
B
@

e0

e1

e2

: : :
em� 1

1

C
C
C
C
A

= 0;

(10)
�

eB � n �defei + eB � n r� ei

�
� � k;1

�
�
� k

= fA � k;2 �ei

�
�
� k

; i = 0; 1; : : : ; m � 1; (11)

fA =
nX

k=0

ak � k ; eB � =
mX

k=0

� k � k ; eB � =
mX

k=0

� k � k :

Åñëè èç ýòèõ óðàâíåíèé èñêëþ÷èòüe1; : : : ; em� 1, âûðàçèâ èõ ÷åðåçe0 = e, òî
ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, â êîòîðîå ïàðàìåòð � âõîäèò â ðàçëè÷-
íûõ öåëûõ ñòåïåíÿõ. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ïîðîæäàåìûé ýòèì óðàâíå-
íèåì â îáëàñòè èç L2(B ), îïðåäåëÿåìîé êðàåâûìè óñëîâèÿìè (11), áóäåì íàçûâàòü
ïîëèíîìèàëüíûé ïó÷êîì V� :

V� = P 0 + � P 1 + � 2P 2 + : : : + � mP m :

Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è î äâèæåíèè âÿçêîóïðóãîãî òåëà âûðàæåíèå
äëÿ V� óïðîùàåòñÿ. Ïîñêîëüêó âñå P i , i = 0; : : : ; m èìåþò âèä (6), òî óðàâíå-
íèå V� e = 0 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

r 2e + K (� )rr� e � P(� )e = 0;

ãäåK (� ) = Z2 (� )
Z1 (� ) , P(� ) = Z3 (� )

Z1 (� ) , à Z1(� ), Z2(� ), Z3(� ) �ìíîãî÷ëåíû îò � .
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàåìûõ ðàñøèðåííîé

ñèñòåìîé (10), ââåäåì ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî eL2(B ), ýëåìåíòû êîòîðîãî � m
êîìïîíåíòíûå êîðòåæè âåêòîðîâ (u 0; u 1; : : : ; u m� 1) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

hh(u 0; u 1; : : : ; u m� 1) ; (v0; v1; : : : ; vm� 1) ii =
Z

B

m� 1X

k=0

u k �v kdV:
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Äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ W� (10) è êðàåâûå óñëîâèÿ (8) îïðåäåëÿþò
â eL2(B ) äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâî-
ëîì W� . Îïåðàòîð W �

� , ñîïðÿæ¼ííûé ê W� , îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

hhW� (u 0; u 1; : : : ; u m� 1) ; (v0; v1; : : : ; vm� 1) ii = hh(u 0; u 1; : : : ; u m� 1) ; W �
� (v0; v1; : : : ; vm� 1) ii :

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äèâåðãåíöèè, èìååì:

W �
� =

0

B
B
B
B
@

P �
0 0 0 : : : 0

0 I 0 : : : 0
0 0 I : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : I

1

C
C
C
C
A

+ �

0

B
B
B
B
@

P �
1 � I 0 : : : 0

P �
2 0 � I : : : 0

P �
3 0 0 : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
P �

m 0 0 : : : 0

1

C
C
C
C
A

; W �
�

0

B
B
B
B
@

e�
0

e�
1

e�
2

: : :
e�

m� 1

1

C
C
C
C
A

= 0;

n �B �
ke�

k

�
�
�

= 0; k = 0; 1; : : : ; m � 1:

ÇäåñüP �
k � äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå, ñîïðÿæ¼ííîå ê P k , à B �

k , � ñîïðÿ-
æ¼ííûå îïåðàòîð êðàåâûõ óñëîâèé. Ïîñëåäíèå íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ
â íîëü èíòåãðàëîâ ïî ãðàíèöå òåëà, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïåðåõîäå ê ñîïðÿæ¼ííîìó
âûðàæåíèþ [3�5]. Ñîïðÿæ¼ííîìó îïåðàòîðó ñîîòâåòñòâóåò ñîïðÿæ¼ííûé ïó÷îê

P �
0e� + � P �

1e� + � 2P �
2e� + : : : + � mP �

me� = 0:

Ðåøåíèå U = U (x ; t) áóäåì îòûñêèâàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ

U (x ; t) =
1X

k=0

' (t)E k(x );

ãäå E k =
�
ek

0; ek
1; : : : ; ek

m� 1

�
� ðåøåíèÿ çàäà÷è (10), ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèþ

ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà � = � k . Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â óðàâíå-
íèÿ (7) è â íà÷àëüíûå äàííûå (9) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì

1X

k=0

8
>>>><

>>>>:

( _' k � � k ' k )

0

B
B
B
B
@

P 1 P 2 P 3 : : : P m� 1 P m

� I 0 0 : : : 0 0
0 � I 0 : : : 0 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : � I 0

1

C
C
C
C
A

E k

9
>>>>=

>>>>;

=

0

B
B
B
B
@

f
0
0

: : :
0

1

C
C
C
C
A

; (12)

1X

k=0

' E k

�
�
�
t=0

= ( V0; V1; : : : ;Vm� 1) :

Äåéñòâóÿ îïåðàòîðàìè ïðîåêòèðîâàíèÿ Prk = hhE �
k ; �ii íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè

óðàâíåíèÿ (12) ïðèõîäèì ñ ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ çàäà÷ Êîøè

_' k � � k ' k = � k ; ' k

�
�
�
t=0

= ' 0
k ; � k = hh(f ; 0; : : : ; 0) ; E �

k ii = hf ; e�
k i ;

' 0
k = hP 0u 0; e�

k i + hu 1; e�
k;1i + : : : + hu m� 1; e�

k;m � 1i :

3. Â ðàìêàõ ðàçâèâàåìîé ìåòîäèêè ïîñòðîåíû çàìêíóòûå ðåøåíèÿ òð¼õìåðíîé
ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ âÿçêîóïðóãîãî êîíå÷íîãî öèëèíäðà. Êðàåâûå
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óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò æåñòêî�ãëàäêîìó êîíòàêòó íà îñíîâàíèÿõ öèëèíäðà è îò-
ñóòñòâèþ íàïðÿæåíèé íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîãî
êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â ôîðìå ðàçëîæåíèé ïî îðòîãî-
íàëüíûì ñèñòåìàì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà, îïðåäå-
ëÿåìîãî íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷åé. Â îáùåì ñëó÷àå ðàçëîæåíèÿ ñòðîÿòñÿ ïî ñîá-
ñòâåííûì ôóíêöèÿì ïó÷êà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîëó÷åíû àëãîðèò-
ìè÷åñêè ýôôåêòèâíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ðàçëîæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå
íîðìèðîâêó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè, à òàêæå àñèìïòîòè-
÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé êîðíåé ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ, èñ-
êëþ÷àþùèå èõ ïðîïóñê ïðè âû÷èñëåíèÿõ, â òîì ÷èñëå â ñëó÷àÿõ êðàòíûõ êîðíåé.
Ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ÷ëåíû êîòîðûõ ðàíæèðóþòñÿ ïî
èõ ýíåðãåòè÷åñêîìó âêëàäó.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ 16-58-52033.
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Lycheva T. N. Closed solutions of nonstationary problems of viscoelasticity for �nite
cylinder. Theoretical relations obtained by solutions of dynamic problems of viscoelasticity,
represent an e�ective framework for experimental identi�cation of dynamic rheological
properties of materials. For the construction of such relations closed solutions of boundary
value problems (i. e. written in the form of convergent series or integrals) are preferred,
because they, unlike solutions obtained by numerical methods, allow strict error estimates.
However the construction of analytical solutions is associated with the following di�culties.
As a rule, the hypothesis of proportionality for relaxation operators corresponding to the
�rst and second Lam�e moduli, which is equivalent to the hypothesis of a constant Poisson's
ratio. This signi�cantly reduces the generality of consideration. Representation of solutions of
three�dimensional problems in the form of expansions in eigenfunctions leads to the necessity
of taking into account the large eigenvalues, which in the vast majority of problems can be
found only numerically, as the roots of transcendental equations; thus it is likely to skip closely
spaced and multiple roots. In this paper we suggest ways to overcome these di�culties.
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Ëþáèìîâà Î. Í., Ñîëîíåíêî Ý. Ï.
Äàëüíåâîñòî÷íûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Âëàäèâîñòîê

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû òåõíîëîãè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ â äâóõñëîéíîì öèëèíäðè÷åñêîì
ñïàå ïðåäñòàâëÿþùèå ìîäåëü ñòåêëîìåòàëëîêîìïîçèòíûõ ñòåðæíåé ñî ñòåêëÿííûì ñåð-
äå÷íèêîì. Òåõíîëîãèÿ èçãîòîâëåíèÿ âêëþ÷àåò íàãðåâ, âûäåðæêó è îõëàæäåíèå ñ ðàç-
ëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè. Â ðàññìàòðèâàåìîé òåõíîëîãèè ñïàèâàíèå ñòåêëà ñ ìåòàëëîì ïðî-
èñõîäèò ïðè òåìïåðàòóðàõ âûøå òåìïåðàòóðû ñòåêëîâàíèÿ, ïðè ýòîì ñòåêëî íàõîäèòñÿ
â ñîñòîÿíèè âÿçêîé æèäêîñòè. Ïðè ðåçêîì îõëàæäåíèè (òåìïåðàòóðíîì ñêà÷êå) â ñòåêëå
âîçìîæíî ôîðìèðîâàíèå ñëîèñòîé ñòðóêòóðû ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè, ïðè äàëüíåé-
øåé âûäåðæêå ýòè ñâîéñòâà ñòàáèëèçèðóþòñÿ, è ñòåêëî äîñòèãàåò íîâîãî ðàâíîâåñíîãî
ñîñòîÿíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î äåôîðìèðîâàíèè îñåñèììåòðè÷íîãî äëèííîãî öèëèíäðè÷å-

ñêîãî ñïàÿ ïðè ðåçêîì îäíîâðåìåííîì, ñ ó÷åòîì ãèïîòåçû îñåâîé ñèììåòðèè è
ïëîñêîãî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (âûïîëíÿåìîãî âäàëè îò òîðöîâ). Çàïèøåì
â îáùåì âèäå ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ïðåäñòàâëåííóþ â òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè.

Âñå ñäåëàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ â [1, 2] ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå çà-
âèñèìîñòè äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé è ïåðåìåùåíèé â êàæäîì ñëîå
îò òåìïåðàòóðû, ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ è êîýôôèöèåíòîâ ëè-
íåéíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ. Êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé â ñîîòíî-
øåíèÿõ Êîøè â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ïðè óñëîâèè îñåâîé ñèììåòðèè è ñ
ó÷åòîì ãèïîòåçû î ïëîñêîì ñîñòîÿíèè èìåþò âèä:

" (k)
rr (r; t ) =

@u(k)
r (r; t )
@r

; " (k)
�� (r; t ) =

u(k)
r (r; t )

r
; " (k)

zz (r; t ) = 0 ;

çäåñük = 1; 2, ñëîé 1 îáîçíà÷àåò ñòåêëî, ñëîé 2 îáîçíà÷àåò ìåòàëë. Óðàâíåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ â çàäà÷àõ òåðìîóïðóãîñòè çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ Äþàìåëÿ �
Íåéìàíà [1]

� (k)
rr (r; t ) = � k(" (k)

�� (r; t ) + " (k
rr )(r; t )) + 2 � k" (k)

rr (r; t ) � 2(� k + � k) � � k(r; t ) � (T(r; t ) � T0),

� (k)
�� (r; t ) = � k(" (k)

�� (r; t ) + " (k
rr )(r; t )) + 2 � k" (k)

�� (r; t ) � 2(� k + � k) � � k(r; t ) � (T(r; t ) � Tw),

� (k)
zz (r; t ) = � k(" (k)

�� (r; t ) + " (k
rr )(r; t )) � 2(� k + � k) � � k(r; t ) � (T(r; t ) � Tw),

ãäå� k � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåðèàëà,
� 1 = � 1(r; t ) è � 2 = � 2(r; t ), � k ; � k � ïàðàìåòðû Ëàìå, T(r; t ) � òåìïåðàòóðà â
êîìïîçèòå, Tw � òåìïåðàòóðà ðàçìÿã÷åíèå ñòåêëà.
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Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ èìååò âèä:

@2u(k)
r

@r2
+

1
r

@u(k)
r

@r
�

1
r 2

u(k)
r =

2� k + 2� k

� k + 2� k
�

@�k
@r

� (T(r; t ) � Tw):

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

u(k)
r = C(k)

1 (t) � r +
C(k)

2 (t)
r

+
2� k + 2� k

� k + 2� k
�

1
r

rZ

R

r � � k � (T(r; t ) � Tw)dr

çäåñüR = 0 ïðè k = 1, R = r1 ïðè k = 2.
Ïðè îïðåäåëåíèè òåõíîëîãè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèîííîãî

âêëàäà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà èçëîæåííûé
â [3]. Ðàçáèâ ñòåêëîìåòàëëîêîìïîçèòíûé öèëèíäð íà l ñëîåâ, íà n-îì øàãå ïî
âðåìåíè íàïðÿæåíèÿ äëÿ êàæäîãî ñëîÿ � (k)

res(r i ; tn ) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âè-
äå:

� (k)
res(r i ; tn ) = � (k)(r i ; tn ) � � (k)

rel (r i ; tn ); (1)

ãäåi � ïîäñëîé ïî êîîðäèíàòå, � (k)(r i ; tn ) � íàïðÿæåíèÿ, ïîëó÷àåìûå íà êàæäîì
øàãå ïî âðåìåíè èç ðåøåíèÿ çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè, � (k)

rel (r i ; tn ) � îòðåëàêñèðî-
âàííûå íàïðÿæåíèÿ ê äàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè.

Ïðè ïðîèçâîëüíîì òåìïåðàòóðíî-âðåìåííîì ðåæèìå èçìåíåíèå ëþáîãî ñâîé-
ñòâàp ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèè èìååò âèä [4]

p(r; t ) = p(r; 0) + � pi + � ps � (1 � M p(r; t )) ; (2)

ãäå èçìåíåíèå ñâîéñòâà ñòåêëà� pe ñîñòîèò èç ìãíîâåííîãî � pi è ðåëàêñàöèîííîãî
� ps, M p(r; t ) � ÿäðî ðåëàêñàöèè ñâîéñòâà p

M p(r; t ) = exp
�

�
�

� (r;t )
� 0

� b
�

,

� (r; t ) =
tR

0

� 0
� (r;t 0) dt0,

ãäå� (r; t ) � ïðèâåäåííîå âðåìÿ, � 0 = � 0
K `, � 0 � âÿçêîñòü ñðàâíåíèÿ, b; K � êèíåòè-

÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîäåëè.
Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè (ñîîòíîøåíèå (2)) îòðåëàêñèðîâàí-

íûå íàïðÿæåíèÿ ê äàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè îïðåäåëÿþòñÿ êàê

� (k)
rel (r i ; tn ) =

n� 1X

j =0

(1 � M (� (r i ; tn ) � � (r i ; t j ))) � � � (k)(r i ; t j );

� � (k)(r i ; t0) = 0 ; � � (k)(r i ; tn ) = � (k)(r i ; tn ) � � (k)(r i ; tn� 1);

çäåñü� � ïðèâåäåííîå âðåìÿ çàâèñÿùåå îò âðåìåíè ðåëàêñàöèè ñâîéñòâà � 0 ïðè
ïðîèçâîëüíî âûáðàííîì òåìïåðàòóðíîì ðåæèìå. Âðåìÿ ðåëàêñàöèè � 0è âÿçêîñòü�
îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå
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� 0 =
�

� (T;Tf )
K 0

�
,

lg(T; Tf ) = lg( T0) + ( T � 1
f � T � 1

0 )Be + ( T � 1 � T � 1
f )Bm ,

ãäå T0, lg(T0) � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû è âÿçêîñòè, ïðè ýòîì íà÷àëü-
íàÿ òåìïåðàòóðà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ìåòàñòàáèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, Be,
Bm � ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè âÿçêîñòè â óñëî-
âèÿõ ðàâíîâåñíîé è çàìîðîæåííîé ñòðóêòóðû ñòåêëà, Tf � ôèêòèâíàÿ òåìïåðàòó-
ðà.

Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå (1) õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì êîíñòàíò èíòåãðèðîâà-
íèÿ Ck

1 è Ck
2 , k = 1; 2. Îïðåäåëåíèå ýòèõ ïîñòîÿííûõ ïðîèñõîäèò íà êàæäîì øàãå

ïî âðåìåíè èç ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
8
><

>:

� (1)
rel rr

jU1 = � (2)
rel rr

jU1 ;

u1
r jU1 = u2

r jU1 ;

� (2)
rel rr

jU2 = 0;

çäåñü ãðàíèöàU1 îáîçíà÷àåòñÿ ãðàíèöó ìåæäó ñòåêëîì è ìåòàëëîì, ãðàíèöåé U2

îáîçíà÷åíà íàðóæíàÿ ïîâåðõíîñòü ìåòàëëà.
Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.
Ðàñ÷åòû íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âûïîëíÿëèñü äëÿ ìîäåëü-

íîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñïàÿ íà îñíîâå ñòåêëà Ñ52�1 è ñòàëè 20. Ïîñòîÿííûå, èñ-
ïîëüçóåìûå äëÿ ðàñ÷åòà: r1 = 4 ìì, r2 = 5 ìì, Tw = 585 � C, E1 = 0;67� 105 ÌÏà,
E2 = 2 � 105 ÌÏà, � 1 = � 2 = 0;2. Ïðè ðåçêîì îõëàæäåíèè ñ÷èòàëîñü, íà ãðàíèöå
ìåòàëë-îêðóæàþùàÿ ñðåäà òåìïåðàòóðà T jU2 ñîîòâåòñòâóåò òåìïåðàòóðå îêðóæà-
þùåé Tenv ñðåäû. Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â êîìïîçèòå ñîîòâåòñòâóåò âûðàæå-
íèþ T(r; t ) = T0(t) + T1(t) � r + T2(t) � r 2 + T3(t) � r 3, ïîëíîå îõëàæäåíèå îò 600 � C äî
20 � C ïðîèñõîäèò çà 20 ìèí. Â ðàñ÷åòå ó÷èòûâàëàñü çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðíîãî
êîýôôèöèåíòà ñòàëè îò òåìïåðàòóðû � 2 = 0;6 � 10� 8T + 0;1 � 10� 4 1/ � C.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé â êîìïîíåíòàõ ïðè
ðåçêîì îõëàæäåíèè. Âèäíî, ÷òî íà ãðàíèöå ñòåêëî-ìåòàëë ðàçðûâ â îêðóæíûõ íà-
ïðÿæåíèÿõ ñîñòàâëÿåò îêîëî 100 ÌÏà. Íàïðÿæåíèÿ â ñòåêëå ñîîòâåòñòâóþò ñæè-
ìàþùèì íàïðÿæåíèÿì, à â ìåòàëëå - ðàñòÿãèâàþùèì, ýòî ñîîòâåòñòâóåò îòðûâó
ìåòàëëà îò ñòåêëà â çîíå ñîåäèíåíèÿ èëè ðàññëîåíèþ êîìïîçèòà. Íà ðèñ. 2 ïðåä-
ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðè èñïûòàíèÿõ îáðàçöîâ íà òåðìîñòîéêîñòü.
Ïî ðåçóëüòàòàì ìèêðîñêîïèè ïðè ðåçêîì îõëàæäåíèè â ñòåêëå âûÿâëåíî íàëè÷èå
ñëîèñòîé ñòðóêòóðà (ðèñ. 2 á).

Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîèñòûõ îáðàçöîâ
ìîäåëèðóþùèõ òåðìîóäàð ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëüøèå ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæå-
íèÿ ïîÿâëÿþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà. Ïðè îõëàæäåíèè îò 600 � C äî 20 � C íàè-
áîëüøåå ðàñòÿãèâàþùåå íàïðÿæåíèå ïîëó÷èëîñü 1.8 ÃÏà. Ýòî çíà÷åíèå ïðåâûøàåò
ïðåäåë ïðî÷íîñòè ñòàëè íà ðàçðûâ â 4 ðàçà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ òðåùèí
â ìåòàëëå è åãî äàëüíåéøåìó ðàñòðåñêèâàíèþ. Ïðè îïðåäåëåíèè òåðìîñòîéêîñòè
ñòåêëîìåòàëëîêîìïîçèòíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ äàííîé ãåîìåòðèè âûÿâëåí
îïòèìàëüíûé òåìïåðàòóðíûé ïåðåïàä â 100 � C. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî íåîáõîäèìî
óäåëÿòü îñîáîå âíèìàíèå ìåõàíè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ìåòàëëà.
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Ðèñóíîê 1 � à) ðàñïðåäåëåíèå ðàäèàëüíûõ íàïðÿæåíèé; á) ðàñïðåäåëåíèå òàíãåíöèàëü-
íûõ íàïðÿæåíèé. Â ïîäïèñè ê ðèñóíêàì ïîêàçàíî âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà îõëàæäåíèÿ â ìèí.

Ðèñóíîê 2 � Õàðàêòåð ðàçðóøåíèÿ ñïàÿ: à � ìåäëåííîå îõëàæäåíèå; á � áûñòðîå îõëà-
æäåíèå.
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ÊÎÍÒÀÊÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÏÎÐÈÑÒÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ
ÍÀ ÓÏÐÓÃÎÌ ÎÑÍÎÂÀÍÈÈ

Ëÿïèí À. À.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
æåñòêîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî øòàìïà è ïîðèñòîé ïëàñòèíû íà óïðóãîì îñíîâàíèè. Îñíîâ-
íîå âíèìàíèå óäåëåíî ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äåôîðìèðîâàíèÿ ïîðèñòîé
ïëàñòèíû. Âûâîä óðàâíåíèé îñóùåñòâëåí íà îñíîâå îáùèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïîðî-
óïðóãîé ñðåäû, à òàêæå àíàëîãà âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ëàãðàíæà. Â îñíîâå âûâîäà
ëåæàò ãèïîòåçû Êèðõãîôà äëÿ óïðóãèõ ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû è ëèíåéíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ôóíêöèè ïîðèñòîñòè ïî òîëùèíå.

1. Ââåäåíèå.
Òåîðèÿ ëèíåéíîé äåôîðìàöèè ìàòåðèàëîâ ñ ïîðàìè ÿâëÿåòñÿ êðàéíå âàæíûì

îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. Äàííàÿ òåîðèÿ íàõîäèò ñâî¼ ïðàê-
òè÷åñêîå ïðèìåíåíèå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ãåîëîãè÷åñêèõ è áèîëî-
ãè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, äëÿ êîòîðûõ òåîðèÿ óïðóãîñòè íåàäåêâàòíà. Ïîðèñòûé ìà-
òåðèàë ñîñòîèò èç óïðóãîé ìàòðèöû, êîòîðàÿ â ñâîåé ñòðóêòóðå èìååò ìíîæåñòâî
ïóñòîò � ïîð, îòíîøåíèå îáúåìà êîòîðûõ ê îáùåìó îáúåìó òåëà â êàæäîé òî÷êå ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîé èç êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïîðèñòîñòè.
Íàëè÷èå ïîð â óïðóãîì òåëå ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì èçìåíåíèÿì â êàðòèíàõ
äåôîðìàöèè êàê â ñòàòè÷åñêèõ, òàê è â äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

Òåîðèÿ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñ ïóñòîòàìè ðàçðàáîòàíà Êîóèíîì è Íóíöèàòî
è îïèñàíà â ðàáîòå [1]. Äàííàÿ òåîðèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ðàíåå ðàçðàáîòàííîé îá-
ùåé ìîäåëè ïîðîóïðãèõ ìàòåðèàëîâ, íàñûùåííûõ æèäêîñòüþ, îñíîâàííîé Áèî
â 1956 ã. [2]. Â ðàáîòàõ Êîóèíà è Íóíöèàòî ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîðîäíûå äåôîð-
ìàöèè, ÷èñòûé ñäâèã ïîðèñòûõ ñòåðæíåé è àêóñòè÷åñêèå âîëíû ìàëûõ àìïëèòóä.
Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü äàëüíåéøèõ òðóäîâ Êîóèíà ïîñâÿùåíà óæå ëèíåéíîé òåîðèè
ìàòåðèàëîâ ñ ïóñòîòàìè, ãäå áûëè èñïîëüçîâàíû êîíöåïöèè, èçëîæåííûå â ñîâ-
ìåñòíîé ðàáîòå ñ Ãóäìàíîì [3].

Êîíòàêòíûì çàäà÷àì äëÿ ïëàñòèí è òåë ñ ïîêðûòèÿìè ïîñâÿùåíà ðàáîòà [4],
ãäå ðàññìîòðåíû áàçîâûå âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

2. Âûâîä óðàâíåíèé èçãèáà ïîðèñòîé ïëàñòèíû íà îñíîâå îáùèõ óðàâ-
íåíèé.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà èìåþò âèä [1]:

� x =
E

1 � � 2

�
@u0
@x

+ �
@v0
@x

�
+ �� 0; � y =

E
1 � � 2

�
@v0
@x

+ �
@u0
@x

�
+ �� 0;

� xy = �
�

@u0
@y

+
@v0
@x

�
;

E; � � ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà, u0; v0 � êîìïîíåíòû âåê-
òîðà ñìåùåíèé ñðåäû, � � ïàðàìåòð ñâÿçàííîñòè ïîëåé, � � ôóíêöèÿ ïîðèñòîñòè
ìàòåðèàëà, � � ìîäóëü ñäâèãà.
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Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé èçãèáà ïîðèñòîé ïëàñòèíû ââåäåì ãèïîòåçû, àíàëîãè÷-
íûå ãèïîòåçàì Êèðõãîôà [5], à òàêæå ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðèñòîñòè ïî òîë-
ùèíå:

w0(x; y; z) = w(x; y); u0(x; y; z) = u(x; y) � z
@w(x; y)

@x
;

v0(x; y; z) = v(x; y) � z
@w(x; y)

@y
; � 0(x; y; z) = � (x; y) + z (x; y);

(1)

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ ãèïîòåç (1) è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî òîëùèíå ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîäîëüíûõ óñèëèé è èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ.

Tx =
Eh

1 � � 2

�
@u
@x

+ �
@v
@x

�
+ �h� 0; Ty =

Eh
1 � � 2

�
@v
@x

+ �
@u
@x

�
+ �h� 0;

Txy = �h
�

@u0
@y

+
@v0
@x

�
; M x = � D

�
@2w
@x2

+ �
@2w
@y2

�
+ C ;

M y = � D
�

@2w
@y2

+ �
@2w
@x2

�
+ C ; M xy = � D(1 � � )

@2w
@x@y

;

(2)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: D =
Eh3

12(1� � 2)
, C =

�h 3

12
.

Îáîçíà÷èì êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ z = � h=2
ñëåäóþùèì îáðàçîì � z(� h=2) = q�

z , � xz (� h=2) = q�
x , � yz(� h=2) = q�

y .
Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â òåðìèíàõ ìîìåíòîâ è óñèëèé îñòàþòñÿ íåèçìåííû-

ìè [5]:
@Tx
@x

+
@Txy

@y
+ qx = 0;

@Ty
@y

+
@Txy

@x
+ qy = 0;

@Mx

@x
+

@Mxy

@y
� Qx + mx = 0;

@My

@y
+

@Mxy

@x
� Qy + my = 0;

@Qx
@x

+
@Qy
@y

+ qz = 0 (3)

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ âåëè÷èí è óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (3), óðàâíåíèÿ èçãèáà
äëÿ ïîðèñòîé ïëàñòèíû ïðèìóò âèä:

� 2w �
C
D

�  =
1
D

(qz + r � m) (4)

ãäå âåêòîðm õàðàêòåðèçóåò ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõ-

íîñòÿõ ïëàñòèíû: qx = q+
x � q�

x , m = f mx ; myg, mx =
h
2

(q+
x + q�

x ), my =
h
2

(q+
y + q�

y ),

à qz � ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé: qz = q+
z � q�

z .
Óðàâíåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ èçìåíåíèÿ ïîðèñòîñòè â îáùåì ñëó÷àå èìåþò âèä [1]:

r � (� r � 0) � �� 0 � � r � u0 = 0

�; � � ïàðàìåòðû ïîðèñòîé ñðåäû.
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Ñ ó÷åòîì ãèïîòåç (1) è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî òîëùèíå, óðàâíåíèå îòíîñè-
òåëüíî ïîðèñòîñòè ïëàñòèíû  ïðèìåò âèä:

� � �  + � � � � w = 0 (5)

3. Âûâîä óðàâíåíèé èçãèáà ïîðèñòîé ïëàñòèíû íà îñíîâå âàðèàöèîí-
íîãî ïðèíöèïà.

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ ìàòåðèàëà ñ ïóñòûìè ïîðàìè èìååò âèä:

W0 = �" ij " ij +
�
2

"2
kk +

1
2

�� 2 +
1
2

�� 2
;k + ��" kk (6)

ãäå " ij � êîìïîíåíòû òåíçîðà ìàëûõ äåôîðìàöèé, �; � � ïàðàìåòðû Ëàìå ìà-
òåðèàëà. Ïóòåì ââåäåíèÿ ãèïîòåç è èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ïî
òîëùèíå ôóíêöèÿ ýíåðãèè ïðåäñòàâèìà â âèäå:

W = W1 + W2 =
1
2

Z l

� l
D1w2

;xx + D3 2 + D5 2
;x � 2D7 w ;xx dx+

+
1
2

Z l

� l
D2� 2 + D4� 2

;x dx

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: D1 = ( � + 2� )
h3

12
, D2 = �h , D3 = �

h3

12
+ �h , D4 = �h ,

D5 = �
h3

12
, D7 = �

h3

12
.

Ïîñëå âàðüèðîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ è ïðèðàâíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ïðè îäèíàêîâûõ âàðèàöèÿõ óðàâíåíèÿ èçãèáà ïîðèñòîé ïëàñòèíû ïðèìóò âèä:

(D1w00)00� (D7 )00= � + � cw

D3 � (D5 0)0 � D7w00= 0
(7)

4. Ðåøåíèå êîíòàêòíîé çàäà÷è.
Ðàññìîòðèì êîíòàêòíóþ çàäà÷ó îá èíäåíòèðîâàíèè ïàðàáîëè÷åñêèì øòàìïîì

ñ ïàðàìåòðîì êðèâèçíû  ïîðèñòîé ïëàñòèíû òîëùèíû h áåñêîíå÷íîé äëèíû,
èçîáðàæåííîé íà Ðèñ. 1. Ñèëà âäàâëèâàíèÿ ðàâíà P, ïëàñòèíà ðàñïîëîæåíà íà
óïðóãîì îñíîâàíèè ñ êîýôôèöèåíòîì ïîñòåëè c.

Ðèñóíîê 1 � Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå èññëåäóåìîé çàäà÷è

Â òàêîì ñëó÷àå íàïðÿæåíèÿ íà âåðõíåé ãðàíè â îáëàñòè êîíòàêòà � a 6 x 6 a
îáîçíà÷èì q+

z (x) = � 1(x), äëÿ jxj > a � q+
z (x) = 0 , íà íèæíåé ãðàíè íàïðÿæå-

íèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû ïðîãèáàì ñ êîýôôèöèåíòîì ïîñòåëè: q�
z (x) = cw(x). Òîãäà,
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ñ ó÷åòîì ââåäåííîãî, óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ïîðè-
ñòîñòè  :

 =
D�
C

wIV +
�
�

w00� � 1
�

C�
+ lw

�
C�

(8)

Â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ïðîãèáà
ïëàñòèíû w ïðèìåò âèä:

D�w V I + ( �C � �D )wIV + l�w 00� l�w = �� 00
1 � �� 1 (9)

Â çîíå êîíòàêòà � a 6 x 6 a èçâåñòíà ôóíêöèÿ ïðîãèáà ïëàñòèíû:

w = � � x 2 (10)

ãäå� � ïåðåìåùåíèå øòàìïà,  � ïàðàìåòð êðèâèçíû øòàìïà.
Ñ ó÷åòîì (10) è (9) ìîæíî îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé

íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ïðè � a 6 x 6 a:

� 1(x) =
P � 2l�a +

2
3

la 3

2 sh(� 0a)
� 0 ch(� 0x) + l� � lx 2; � 0 =

s
�
�

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïîðèñòîñòè  â êîí-
òàêòíîé çîíå � a 6 x 6 a:

 (x) = � 2
�
�

�
�� 0

�C

P � 2l�a +
2
3

la 3

2 sh(� 0a)
ch(� 0x)

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ èçãèáàþ-
ùåãî ìîìåíòà è ïåðåðåçûâàþùåé ñèëû:

M x = 2D � 2
�C
�

�
P � 2l�a +

2
3

la 3

2 sh(� 0a)
ch(� 0x)

� 0

Qx = M 0
x = �

P � 2l�a +
2
3

la 3

2 sh(� 0a)
sh(� 0x)

Âíå çîíû êîíòàêòà íåîáõîäèìî ñòðîèòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (9), êîòîðîå äëÿ jxj > a ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

D�� 6 + ( �C � �D )� 4 + l�� 2 � l� = 0

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìåþò îïðåäåëåííóþ ñòðóêòóðó è ìî-
ãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå� 1;2 = � �; � 3::6 = � � � i� . Â òàêîì ñëó÷àå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ èçãèáà ïîðèñòîé ïëàñòèíû (9) ïðè � 1(x) = 0 èìååò âèä:

w = A � e� (x+ a) + A+ e� (x � a)+ e� (x+ a)
�
B � cos� (x + a) + C � sin� (x + a)

�
+

+ e� (x � a)
�
B + cos� (x � a) + C+ sin� (x � a)

�
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Èçãèáàþùèé ìîìåíò è ïåðåðåçûâàþùåå óñèëèå äëÿ jxj > a ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå:
(

M x

Qx

)

=

(
MC1

QC1

)

A+ e� � (x � a)+ e� � (x � a)

(
MC2

QC2

)

�
�
B + cos� (x � a) + C+ sin� (x � a)

�
+

+ e� � (x � a)

(
MC3

QC3

)

�
�
� B + sin� (x � a) + C+ cos� (x � a)

�
(11)

MC1 = C
�� 2

�
+ D

� 4�
�

� D� 2 +
l�
�

;

MC2 = C
� (� 2 � � 2)

�
+ D

� (� 4 � 6� 2� 2 + � 4)
�

� D
�
3�� 2 � � 3

�
+

l�
�

;

MC3 = � C
2���

�
+ D

4� (�� 3 � � 3� )
�

� D
�
3� 2� + � 3

�
;

QC1 = � �MC 1; QC2 = � �MC 2 � MC3; QC3 = � �MC 3 + MC2;

(12)

Íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ôóíêöèé â òî÷êå x = a: wc(a) = w+ (a), w0

c(a) = w0+ (a), Qxc(a) = Q+
x (a).

Ïîñëå âûðàæåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò â çàäà÷å îñòàåòñÿ òðè íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðà: ñèëà âäàâëèâàíèÿ P, ãëóáèíà âäàâëèâàíèÿ � è ðàçìåð çîíû êîíòàêòà
a. Ôèêñèðóÿ âåëè÷èíó ãëóáèíû âäàâëèâàíèÿ, îñòàâøèåñÿ äâà ïàðàìåòðà áóäóò
íàéäåíû èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x = a ìîìåíòà è ïîïåðå÷íîé ñèëû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÞÔÓ Á× 213.01-2014/03-ÂÃ,
ÐÍÔ • 16-17-10217.
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Ìîñêîâñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ìåõàíèêè êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé äëÿ òåë ñ ïîêðûòè-
ÿìè. Äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ïóáëèêàöèé ïî äàííîé ïðîáëåìàòèêå, âêëþ÷àþùèé îñíîâî-
ïîëàãàþùèå ñòàòüè è ìîíîãðàôèè ïðîôåññîðà Â. Ì. Àëåêñàíäðîâà, åãî ó÷åíèêîâ è ñîàâ-
òîðîâ. Îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ äàííîé îáëàñòè, à òàêæå ìåòîäû
ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ ñìåøàííûõ çàäà÷ ìåõàíèêè.

Ïåðâûìè çàäà÷àìè â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ñòàëè êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ
óïðóãèõ îäíîðîäíûõ ïîêðûòèé (ñì., íàïðèìåð, [1�5]). Îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå òàêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëÿ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ èìååò âèä:

q(x; t ) +
Z 1

� 1
k(x; � )q(�; t ) d� = � (t) + � (t) � g(x);

Z 1

� 1
q(�; t ) d� = P(t);

Z 1

� 1
q(�; t )� d� = M (t);

(1)

â êîòîðîì ôóíêöèÿ q(x; t ) ñâÿçàíà ñ êîíòàêòíûì äàâëåíèåì ïîä øòàìïîì, P(t)
è M (t) � ñ äåéñòâóþùåé ñèëîé è ìîìåíòîì åå ïðèëîæåíèÿ, � (t) è � (t) � ñ îñàäêîé
è óãëîì ïîâîðîòà øòàìïà, g(x) � ñ ôîðìîé îñíîâàíèÿ øòàìïà, à k(x; � ) ÿâëÿ-
åòñÿ ÿäðîì ïëîñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è. Ïåðâîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ
óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà, â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ âûñòóïàåò â ðîëè ïàðàìåòðà è â ñî-
îòíîøåíèÿ (1) ââåäåíà òîëüêî äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. Ó÷åò èçíîñà
òàêîãî îñíîâàíèÿ ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

q(x; t ) + V
Z t

1
q(x; � ) d� +

Z 1

� 1
k(x; � )q(�; t ) d� = � (t) + � (t) � g(x); (2)

ãäå ñêàëÿðV õàðàêòåðèçóåò ñðåäíþþ ñêîðîñòü èçíîñà ïîêðûòèÿ. Äîïîëíèòåëü-
íûå óñëîâèÿ îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçíî-
ñîêîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ ñ ïîêðûòèåì ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ñîäåðæèò êàê èíòåãðàëû ñ ïîñòîÿííûìè, òàê
è ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì çàäà÷, óïîìÿíóòûõ âûøå, ñòàëè çàäà÷è äëÿ îäíîðîä-
íûõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, à çàòåì è çàäà÷è äëÿ óïðóãèõ è âÿçêîóïðóãèõ òåë
ñ íåîäíîðîäíûìè ïî ãëóáèíå ïîêðûòèÿìè (ñì., íàïðèìåð, [6�13]). Óñëîæíèëèñü
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è èõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè. Íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ äëÿ çàäà÷è î êîíòàêòå âÿçêî-
óïðóãîãî îñíîâàíèÿ ñ íåîäíîðîäíûì ïî ãëóáèíå ïîêðûòèåì èìååò âèä:

c(t)( I � V 1)q(x; t ) + ( I � V 2)
Z 1

� 1
k(x; � )q(�; t ) d� = � (t) + � (t) � g(x);

Z 1

� 1
q(�; t ) d� = P(t);

Z 1

� 1
q(�; t )� d� = M (t);

V k f (x; t ) =
Z t

1
K k(t; � )f (x; � ) d�; k = 1; 2;

(3)

ãäå ôóíêöèÿ c(t) è ÿäðà K k(t; � ) îïåðàòîðîâ Âîëüòåðà V k ñâÿçàíû ñ èçìåíÿþùè-
ìèñÿ ïî ãëóáèíå õàðàêòåðèñòèêàìè ïîêðûòèÿ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìàòèêè áûëî ïðîäîëæåíî ïî ïó-
òè èññëåäîâàíèÿ ìíîæåñòâåííîãî êîíòàêòà è èçíîñà òåë ñî ñëîæíûìè ñâîéñòâàìè
è ðàññìîòðåíû ýâîëþöèîííûå ñèñòåìû êîíòàêòèðóþùèõ òåë. Ïîäîáíîãî ðîäà çà-
äà÷è ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû n èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
è 2n äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ( n � êîëè÷åñòâî øòàìïîâ, äåéñòâóþùèõ íà ñëîé):

c(t)( I � V 1)qi (x; t ) + ( I � V 2)
nX

j =1

Z 1

� 1
kij (x; � )qj (�; t ) d� = � i (t) + � i (t) � gi (x);

Z 1

� 1
qi (�; t ) d� = P i (t);

Z 1

� 1
qi (�; t )� d� = M i (t); i = 1; 2; : : : ; n:

(4)

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îïåðàòîð-
íîãî óðàâíåíèÿ ñ òåíçîðíûì ÿäðîì

c(t)( I � V 1)q(x; t ) + ( I � V 2)
Z 1

� 1
k(x; � ) � q(�; t ) d� = � (t) + � (t) � g(x);

Z 1

� 1
q(�; t ) d� = P(t);

Z 1

� 1
q(�; t )� d� = M (t);

(5)

ãäå q(x; t ) = qi (x; t )i i , � (t) = � i (t)i i , � (t) = � i (t)i i , g(x) = gi (x)i i , k(x; � ) =
kij (x; � )i i i j , P(t) = P i (t)i i , M (t) = M i (t)i i . Âî âñåõ óïîìÿíóòûõ çàäà÷àõ ïîñòðîåí-
íîå ðåøåíèå áûëî ýôôåêòèâíûì â ñëó÷àå, êîãäà ôîðìà ó÷àñòâóþùèõ â ïðîöåññàõ
êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è èçíîñà òåë áûëà ãëàäêîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, â çà-
äà÷àõ î øòàìïàõ ìîæíî áûëî ðàññìîòðåòü, ôàêòè÷åñêè, òîëüêî ïðÿìîëèíåéíóþ
ïîâåðõíîñòü ïîêðûòèÿ è ãëàäêóþ ïðÿìîëèíåéíóþ ôîðìó øòàìïà, ÷òî áåçóñëîâ-
íî ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîé èäåàëèçàöèåé ðåàëüíîãî ÿâëåíèÿ. Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ
èññëåäîâàíèé ïðîäîëæàþò ñëåäîâàòü â ôàðâàòåðå óïîìÿíóòûõ çàäà÷, èñïîëüçóÿ
÷àùå âñåãî ÷èñëåííûå ìåòîäû è ïîëàãàÿ ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ îäíîðîäíûìè, à ïî-
âåðõíîñòè äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè (ñì., íàïðèìåð, [12�22]).

Â òî æå âðåìÿ ðàçâèòèå íîâûõ òåõíîëîãèé ñ î÷åâèäíîñòüþ ïîêàçàëî, ÷òî
ïîâåðõíîñòíûå ñëîè äåòàëåé ïîñëå îáðàáîòêè (òåìïåðàòóðíîé, ëàçåðíîé, èîííî�
ëó÷åâîé) ñèëüíî èçìåíÿþò ñâîè ñâîéñòâà îò òî÷êè ê òî÷êå ïîâåðõíîñòè, à ãåî-
ìåòðèÿ ñàìîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëîæíîé áûñòðî èçìåíÿþùåéñÿ
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ôóíêöèåé (ñì., íàïðèìåð, [23�27]). Â ýòîé ñâÿçè ðàçâèâàëèñü íîâûå òåîðåòè÷åñêèå
ìåòîäû è ïîäõîäû äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ, êîíòàêòíîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ è èçíîñà ïîâåðõíîñòíî ìîäèôèöèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé
äëÿ èõ ïðèìåíåíèÿ â ðàçíîîáðàçíûõ ïðèëîæåíèÿõ. Áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ
çàäà÷ î ïîâåðõíîñòíî íåîäíîðîäíîì ïîêðûòèè è î êîíòàêòå øåðîõîâàòûõ òåë èìå-
þò âèä:

c(t)m(x)(I � V 1)q(x; t ) + ( I � V 2)
Z 1

� 1
k(x; � )q(�; t ) d� = � (t) + � (t) � g(x);

Z 1

� 1
q(�; t ) d� = P(t);

Z 1

� 1
q(�; t )� d� = M (t);

V k f (x; t ) =
Z t

1
K k(t; � )f (x; � ) d�; k = 1; 2;

(6)

ãäå m(x) � áûñòðî èçìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ íåîäíîðîäíîñòü
ïîêðûòèÿ èëè ôîðìó îñíîâàíèÿ øòàìïà.

Åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàëè çàäà÷è î ìíîæå-
ñòâåííîì êîíòàêòå âÿçêîóïðóãèõ òåë ñ ïîâåðõíîñòíî íåîäíîðîäíûìè ïîêðûòèÿìè
è ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû øåðîõîâàòûõ øòàìïîâ. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå è äîïîë-
íèòåëüíûå óñëîâèÿ äëÿ òàêèõ çàäà÷ èìåþò âèä

c(t)m(x)(I � V 1)q(x; t ) + ( I � V 2)
Z 1

� 1
k(x; � ) � q(�; t ) d� = � (t) + � (t) � g(x);

Z 1

� 1
q(�; t ) d� = P(t);

Z 1

� 1
q(�; t )� d� = M (t);

(7)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè (6) è (7), áûë ðàçâèò ïðîåêöè-
îííûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ýôôåêòèâíî îïèñûâàòü äåôîðìèðîâàíèå, êîíòàêòíîå
âçàèìîäåéñòâèå è èçíîñ ïîâåðõíîñòíî ìîäèôèöèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóê-
öèé. Â îáîáùåííîì âèäå åãî ìîæíî êðàòêî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [27]:

� ñèììåòðèçàöèÿ ÿäðà è âûäåëåíèå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ â ÿâíîì âèäå,
� ïðèâåäåíèå êîíòàêòíîé çàäà÷è ê îáîáùåííîé ïðîåêöèîííîé çàäà÷å äëÿ îïå-

ðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ,
� ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ â ðÿäàõ â êîíêðåòíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ïî

çàäàííîìó àëãîðèòìó.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä äàåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèÿ âûñîêîé òî÷íîñòè ïðè óäåð-
æàíèè íåáîëüøîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ. Äðóãèå èçâåñòíûå ìåòîäû äàþò
îøèáêó äî 100% äàæå ïðè óäåðæàíèè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ â ïî-
ëó÷åííûõ íà èõ îñíîâå ðàçëîæåíèÿõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
(ïðîåêò • 14-19-01280).
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ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÌÅÒÎÄÎÂ ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÕ
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ÏÐÈ ÐÅØÅÍÈÈ ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÃÈÄÐÎÓÏÐÓÃÎÑÒÈ

Ìàð÷åâñêèé È. Ê., Êóçüìèíà Ê. Ñ., Ïóçèêîâà Â. Â.
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ý. Áàóìàíà

Ðàññìîòðåíà ìîäåëüíàÿ çàäà÷à î ìîäåëèðîâàíèè ÿâëåíèÿ âåòðîâîãî ðåçîíàíñà óïðó-
ãîçàêðåïëåííîãî êðóãîâîãî ïðîôèëÿ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå âîçìîæíîñòåé ðàçëè÷íûõ ýé-
ëåðîâûõ è ëàãðàíæåâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ýôôåêòèâíîñòè èõ ïðîãðàììíûõ ðåàëè-
çàöèé. Ðàññìîòðåííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü êà÷åñòâåííî âåðíûå ðåçóëüòàòû. Ïî-
êàçàíî, ÷òî âèõðåâûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïðèåìëåìûå ïî òî÷íîñòè ðåçóëüòàòû
ñ ìåíüøèìè çàòðàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàêåòîì OpenFOAM.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ìîäåëèðîâàíèå ÿâëåíèÿ âåòðîâîãî ðåçîíàíñà óïðó-
ãîçàêðåïëåííîãî êðóãîâîãî ïðîôèëÿ ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé ìîäåëüíîé çàäà÷åé äëÿ
ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Äëÿ äàííîé çàäà÷è èç-
âåñòíî ìíîæåñòâî ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé äëÿ
áîëüøîãî äèàïàçîíà ïàðàìåòðîâ: ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, âåëè÷èíû øåðîõîâàòîñòè ïî-
âåðõíîñòè ïðîôèëÿ, ñòåïåíè òóðáóëåíòíîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà è ò. ä. [1]

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ìîäåëèðîâàíèå îáòåêàíèÿ
ãëàäêîãî êðóãîâîãî ïðîôèëÿ äèàìåòðîì d, çàêðåïëåííîãî ïîñðåäñòâîì ëèíåéíî-
ãî âÿçêîóïðóãîãî ýëåìåíòà Êåëüâèíà � Ôîéãòà (ðèñóíîê 1), ïðè ìàëîì çíà÷åíèè
÷èñëà ÐåéíîëüäñàRe = 150, êîãäà òå÷åíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ëàìèíàðíûì.

Ðèñóíîê 1 � Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âåòðîâîãî ðåçîíàíñà ïðîôèëÿ â ïîòîêå

Òå÷åíèå íåñæèìàåìîé ñðåäû ïëîòíîñòüþ � = const ñ÷èòàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì,
âîçìóùàåìûì òîëüêî ïðîôèëåì, è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå � Ñòîêñà

r � ~V = 0;
@~V
@t

+ ( ~V � r )~V = �
r p
�

+
1

Re
� ~V
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè è íà ïðîôèëå

~V
�
�
j~r j!1

! ~V1 ; p
�
�
j~r j!1

! p1 ; ~V
�
�
~r2 K

= ~VK ;

ãäå ~VK � ñêîðîñòü òî÷åê êîíòóðà êîëåáëþùåãîñÿ ïðîôèëÿ, êîòîðàÿ â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå îäèíàêîâà äëÿ âñåõ òî÷åê îêðóæíîñòè.

Äâèæåíèå ïðîôèëÿ îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

m•y + b_y + ky = Fya;

ãäåy � îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ; m � ìàññà ïðîôèëÿ; b è k êîýôôè-
öèåíòû äåìïôèðîâàíèÿ è æåñòêîñòè ñâÿçè ñîîòâåòñòâåííî; Fya � ïîäúåìíàÿ ñèëà,
äåéñòâóþùàÿ íà ïðîôèëü.

Ïðè ïåðåõîäå ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì ïðèìåì äèàìåòð öèëèíäðà è ïëîò-
íîñòü ñðåäû ðàâíûìè åäèíèöå; ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà ïðèìåì ðàâíîé
V1 = 3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòíîñèòåëüíî òÿæåëîãî òåëà ( m = 39:15), ÷òî ïîçâîëÿ-
åò èñïîëüçîâàòü óïðîùåííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ãèäðîóïðó-
ãîñòè: êàæäûé âðåìåíí�îé øàã ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäøàãà; íà ïåðâîì ìîäåëèðó-
åòñÿ îáòåêàíèå òåëà, äâèæóùåãîñÿ ñ èçâåñòíîé ñêîðîñòüþ, íà âòîðîì � äâèæåíèå
ïðîôèëÿ ïîä äåéñòâèåì èçâåñòíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû.

Èçâåñòíî, ÷òî â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå îáòåêàíèÿ íåïîäâèæíîãî öèëèíäðà
ñ åãî ïîâåðõíîñòè ïðîèñõîäèò ïåðèîäè÷åñêèé ñðûâ âèõðåé ñ ÷àñòîòîé f , ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ÷èñëó ÑòðóõàëÿSh = fd=V1 � 0:185. Æåñòêîñòü óïðóãîé ñâÿçè áóäåì
âûáèðàòü òàê, ÷òîáû áåçðàçìåðíàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ñèñòåìû

Sh! =
1

2�

r
k
m

d
V1

èçìåíÿëàñü â äèàïàçîíå 0:160: : : 0:220(âÿçêîñòü ñâÿçè âûáðàíà äîñòàòî÷íî ìàëîé,
b= 0:731, è îíà ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó ñèñòåìû).

Ñðûâ âèõðåé ñ ïðîôèëÿ âûçûâàåò ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå ïîäúåìíîé ñèëû,
÷òî âîçáóæäàåò êîëåáàíèÿ ïðîôèëÿ ñ àìïëèòóäîé, êîòîðàÿ â ðåçîíàíñíîì ðåæè-
ìå ìîæåò áûòü ñîèçìåðèìîé ñ äèàìåòðîì ïðîôèëÿ. Ïðàâèëüíîå âîñïðîèçâåäåíèå
ÿâëåíèÿ âåòðîâîãî ðåçîíàíñà â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé
âàëèäàöèîííîé çàäà÷åé äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

2. Ðàññìàòðèâàåìûå ÷èñëåííûå ìåòîäû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû
÷åòûðå ÷èñëåííûõ ìåòîäà è èõ ñîîòâåòñòâóþùèå ðåàëèçàöèè:

� ìåòîä êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ (ÌÊÎ) � ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ OpenFOAMñ îò-
êðûòûì èñõîäíûì êîäîì ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè ( functionObject )
ñîáñòâåííîé ðàçðàáîòêè [2];

� ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ [3] � ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ñîá-
ñòâåííîé ðàçðàáîòêè [4];

� ìåòîä ïîãðóæåííûõ ãðàíèö (LS-STAG � Level-Set STAGgered Method) �
ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ñîáñòâåííîé ðàçðàáîòêè [5];

� ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ÷àñòèöàìè (PFEM2 � Particle Finite Element
Method [6]) � ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ Kratos ñ îòêðûòûì èñõîäíûì êîäîì.
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Ìåòîäû êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ è ïîãðóæåííûõ ãðàíèö ÿâëÿþòñÿ ñåòî÷íûìè,
ìåòîä âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ � áåññåòî÷íûì ÷èñòî ëàãðàíæåâûì, ìåòîä êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ñ ÷àñòèöàìè � ñìåøàííûì ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâûì, â êîòîðîì ÷àñòè-
öû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíîãî êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî. Ïî-
äðîáíîå îïèñàíèå ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû; îíî
ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ïðèâåäåííûì ññûëêàì. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî èç óêàçàííûõ
ìåòîäîâ òîëüêî ìåòîä êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ è ïàêåò OpenFOAM ÿâëÿþòñÿ øèðî-
êî ðàñïðîñòðàíåííûìè è äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûìè (èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ
øèðîêîãî êëàññà çàäà÷); îñòàëüíûå ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ â óçêèõ îáëàñòÿõ ëèáî
èõ ðàçðàáîòêà â íàñòîÿùåå âðåìÿ íîñèò èññëåäîâàòåëüñêèé õàðàêòåð.

3. Ðàñ÷åò îáòåêàíèÿ íåïîäâèæíîãî öèëèíäðà. Ïðåæäå âñåãî, óêàçàííûå
÷èñëåííûå ìåòîäû áûëè âåðèôèöèðîâàíû íà çàäà÷å î ìîäåëèðîâàíèè îáòåêàíèÿ
íåïîäâèæíîãî öèëèíäðà. Â íà÷àëå ðàñ÷åòà öèëèíäð ïîêîèëñÿ, çàòåì ïðîèçâîäèëñÿ
¾ðàçãîí¿ íàáåãàþùåãî ïîòîêà è âûïîëíÿëîñü ìîäåëèðîâàíèå îáòåêàíèÿ äî âûõîäà
íà êâàçèñòàöèîíàðíûé ðåæèì, ñîïðîâîæäàåìûé ïåðèîäè÷åñêèì ñðûâîì âèõðåé.
Â ðàñ÷åòå îïðåäåëÿëàñü âåëè÷èíà áåçðàçìåðíîãî êîýôôèöèåíòà ñèëû ëîáîâîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ, áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû ñõîäà âèõðåé è áåçðàçìåðíîé àìïëèòóäû
ïîäúåìíîé ñèëû. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1 � Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê îáòåêàíèÿ íåïîäâèæíîãî öèëèíäðà

Cxa Sh Campl
ya

Ýêñïåðèìåíò 1:15: : : 1:45 0:175: : : 0:195 0:50: : : 0:65
OpenFOAM 1:44 0:190 0:60

Kratos 1:20 0:190 0:53
Vortex Method 1:31 0:177 0:51

LS-STAG 1:32 0:191 0:63

Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âñå ìåòîäû ïîçâîëÿþò â öåëîì àäåêâàòíî âîñïðîèçâî-
äèòü îáòåêàíèå íåïîäâèæíîãî öèëèíäðà. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ìåòîäå
êîí÷åíûõ ýëåìåíòîâ ñ ÷àñòèöàìè PFEM2, ðåàëèçîâàííîì â ïàêåòå Kratos, èìååòñÿ
îïðåäåëåííàÿ ïîãðåøíîñòü â âèäå çàâûøåííîãî çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ â òî÷êå òîðìî-
æåíèÿ ïîòîêà. Êðîìå òîãî, ïðè ðàñ÷åòå êîëåáàíèé ïðîôèëÿ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé
àìïëèòóäîé íàáëþäàåòñÿ çàâûøåííàÿ àìïëèòóäà ïîäúåìíîé ñèëû, ÷òî ïðèâîäèò
ê íåôèçè÷íûì ðåçóëüòàòàì, ïîýòîìó äàííûé ìåòîä â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàí ëèøü äëÿ ðàñ÷åòà êîëåáàíèé ïðîôèëÿ ñ íåáîëüøîé (ïîðÿäêà åäèíèö
ïðîöåíòîâ îò äèàìåòðà) àìïëèòóäîé.

Ìåòîä LS-STAG îáëàäàåò áîãàòûìè âîçìîæíîñòÿìè ïî ìîäåëèðîâàíèþ îáòåêà-
íèÿ ïðîèçâîëüíî äâèæóùèõñÿ ïðîôèëåé ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé, íî èìååò âåñüìà
âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå ñóùåñòâóåò åãî
ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè, ïîçâîëèâøåé áû ¾ñãëàäèòü¿ ýòîò íåäîñòàòîê.

4. Ðàñ÷åò âåòðîâîãî ðåçîíàíñà ïðîôèëÿ. Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ áûëè
ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîé àìïëèòóäû êîëåáàíèé (â óñòàíîâèâøåìñÿ
ðåæèìå) ïðîôèëÿ A=d îò áåçðàçìåðíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ñèñòåìû Sh! . Íà
ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíòðîëüíûõ
îáúåìîâ (OpenFOAM) è âèõðåâîãî ìåòîäà.
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Ðèñóíîê 2 � Àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïðîôèëÿ â ïîòîêå â çàâèñèìîñòè îò ñîáñòâåííîé ÷à-
ñòîòû ñèñòåìû

Âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè êà÷åñòâåííî áëèçêè è îòëè÷àþòñÿ ëèøü
¾ñäâèãîì¿ ïî ÷àñòîòå, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè îïðåäåëåíèÿ äàííûìè ìå-
òîäàìè ÷èñëà Ñòðóõàëÿ � áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû ñõîäà âèõðåé (ñì. òàáëèöó 1).

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíî âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà âûïîëíåíèå ðàñ÷åòà ïðè èñïîëü-
çîâàíèè âîçìîæíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé ïðè ìîäåëèðîâàíèÿ ðåçî-
íàíñíîãî ðåæèìà êîëåáàíèé è âäàëè îò ðåçîíàíñà.

Òàáëèöà 2 � Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòà (â ÷àñàõ) â OpenFOAM è âèõðåâûì ìåòîäîì

1 CPU 2 CPU 4 CPU 8 CPU 16 CPU
OpenFOAM

Íåò ðåçîíàíñà 58.1 36.0 24.3 15.5 9.8
Ðåçîíàíñ 74.4 45.8 30.1 19.6 13.7

Âèõðåâîé ìåòîä
Íåò ðåçîíàíñà 41.3 22.6 12.0 7.1 4.7
Ðåçîíàíñ 63.4 34.7 17.9 10.1 6.6

Òàáëèöà 3 � Ñðàâíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìåòîäîâ

OpenFOAM Vortex Method Kratos LS-STAG

Âðåìÿ ñ÷åòà � + + �

Òî÷íîñòü + � � +

Äâèæåíèå ïðîôèëÿ � + � +

Ðàñïàðàëëåëèâàíèå + + � � � �

Àâòîâûáîð øàãà + � � �

Òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ + � � +

3-ìåðíûå òå÷åíèÿ + � � + � �
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Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì LS-STAG â íåïàðàëëåëüíîì ðåæèìå âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòà ñîñòàâèëî îêîëî 110 è 150 ÷àñîâ äëÿ íåðåçîíàíñíîãî è ðåçî-
íàíñíîãî ðåæèìîâ ñîîòâåòñòâåííî; âðåìÿ íåðåçîíàíñíîãî ðàñ÷åòà â Kratos ìåòî-
äîì PFEM2 ñîñòàâèëî 55 ÷àñîâ (16 ÷àñîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè òåõíîëîãèè OpenMP
è ðàñïàðàëëåëèâàíèè âû÷èñëåíèé íà 4 ÿäðà).

Â òàáëèöå 3 ïðîèçâåäåíî ¾ñâîäíîå ñðàâíåíèå¿ ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ. Çíàê
¾+ ¿ îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå êà÷åñòâî ïðèñóùå ìåòîäó è ðåàëèçîâàíî ýôôåêòèâíî;
¾� ¿ çíà÷èò, ÷òî ïî äàííîìó êà÷åñòâó ìåòîä óñòóïàåò äðóãèì; ¾ � ¿ ãîâîðèò î åãî
îòñóòñòâèè; çâåçäî÷êîé ¾� ¿ îáîçíà÷åíî, ÷òî äàííîå ñâîéñòâî ðåàëèçîâàíî íå â ïîë-
íîé ìåðå (äëÿ îòäåëüíûõ ñëó÷àåâ) èëè íàõîäèòñÿ â ñòàäèè ðàçðàáîòêè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ Ïðåçèäåíòà
ÐÔ (ïðîåêòû ÌÊ-5357.2015.8, ÌÊ-7431.2016.8).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[1] Klamo J. T., Leonard A., Roshko A. On the maximum amplitude for a vibrating cylinder
in cross-�ow // J. of Fluids and Struct. 2005. V. 21, • 4. P. 429�434.

[2] Kraposhin M., Marchevsky I. Implementation of Simple FSI Model with
functionObject // 11th OpenFOAM Workshop. Porygal, Guimaraes, 2016.

[3] Kuzmina K. S., Marchevsky I. K. The Modi�ed Numerical Scheme for 2D Flow-Structure
Interaction Simulation Using Meshless Vortex Element Method // 4th Intern. Conf. on
Particle Meth. (PARTICLES-2015). Barcelona, 2015. P. 680�691.

[4] Ìàð÷åâñêèé È. Ê., Ìîðåâà Â. Ñ. Ïàðàëëåëüíûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ Polara äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ îáòåêàíèÿ ïðîôèëåé è èññëåäîâàíèÿ ðàñ÷åòíûõ ñõåì ìåòîäà âèõðå-
âûõ ýëåìåíòîâ // Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè (ÏàÂÒ'2012): Òðóäû
ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. Íîâîñèáèðñê, 2012. Ñ. 236�247.

[5] Ïóçèêîâà Â. Â. Ðàçðàáîòêà ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ïîãðóæåííûõ ãðàíèö LS-STAG äëÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ñîïðÿæåííûõ çàäà÷àõ ãèäðîóïðóãîñòè: äèñ. êàíä.
ôèç.-ìàò. íàóê. Ì., 2016. 150 ñ.

[6] Becker P., Idelsohn S. R., Onate E.A Uni�ed Monolithic Approach for Multi-�uid Flows
and Fluid-structure Interaction Using the Particle Finite Element Method with Fixed
Mesh // Computational Mechanics. 2015. V. 55, • 6. P. 1091�1104.

Marchevsky I. K., Kuzmina K. S., Puzikova V. V. E�ciency comparison of control
volume method, vortex element method, immersed boundary method and �nite element method
with particles for coupled hydroelastic problems solving. The model problem of numerical
simulation of wind resonance is considered for circular airfoil with elastic constraints.
A comparison of the various features of Eulerian and Lagrangian numerical methods and
e�ciency of their software implementations is carried out. All these methods allow to obtain
qualitatively correct results. It is shown that the vortex methods allow to get the solution
with acceptable accuracy with less computational resources than the package OpenFOAM.



ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ
ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÀÍÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ÄËß

ÌÎÍÎÕÐÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÕ ÂÎËÍ ÊÐÓ×ÅÍÈß
Â ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ÖÈËÈÍÄÐÀÕ ÈÇ Gd È Tb

Ìîèñååíêî È. À., Ñèäàø Î. Þ., Ñòîðîæåâ Â. È.
Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò

Ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà àíàëèçà óðîâíåé íåëèíåéíûõ àíãàðìîíè÷åñêèõ âîçìóùåíèé,
ãåíåðèðóåìûõ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè îñåñèììåòðè÷íûõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ íîðìàëüíûõ
âîëí êðóòèëüíîãî òèïà âäîëü îñåâîãî íàïðàâëåíèÿ â ïðîòÿæåííûõ òðàíñâåðñàëüíî-
èçîòðîïíûõ öèëèíäðàõ ñî ñâîáîäíîé ëèáî æåñòêî çàêðåïëåííîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíî-
ñòüþ. Ìîäåëü áàçèðóåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè óïðóãîãî ïîòåíöèàëà ñ êâàäðàòè÷íûìè è êó-
áè÷åñêèìè ÷ëåíàìè ïî êîíå÷íûì äåôîðìàöèÿì, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ïÿòü íåçàâèñèìûõ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ âòîðîãî ïîðÿäêà è äåâÿòü íåçàâèñèìûõ
óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Çàäà÷à îïèñàíèÿ àíãàðìîíè÷åñêèõ âîçìóùåíèé
ñâåäåíà ê ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðàåâûõ çàäà÷ ïåðâîãî ëèíåéíîãî è âòîðî-
ãî íåëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðîàíàëèçèðîâàíû çàâèñèìîñòåé êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê íåëèíåéíûõ âîçìóùåíèé îò ôàêòîðîâ îòíîñèòåëüíîé äëèíû è íîìåðà ìîäû
ëèíåéíîé íîðìàëüíîé âîëíû êðó÷åíèÿ äëÿ âîëíîâîäîâ èç ðåäêîçåìåëüíûõ òÿæåëûõ ìå-
òàëëîâ ãàäîëèíèÿ (Gd) è òåðáèÿ (Tb).

1. Ââåäåíèå. Àíàëèç íåëèíåéíûõ àíãàðìîíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ ïðè ðàñïðîñòðà-
íåíèè íîðìàëüíûõ âîëí äåôîðìàöèé â öèëèíäðè÷åñêèõ òåëàõ îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé
ìàëîèññëåäîâàííîé íàó÷íîé ïðîáëåìîé [1�4]. Îí ðåàëèçîâàí â ñëó÷àÿõ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ êðóòèëüíûõ è ïðîäîëüíî-ñäâèãîâûõ âîëí â èçîòðîï-
íûõ öèëèíäðàõ êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ [2, 3] â ðàìêàõ ìîäåëè ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷å-
ñêè íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, à òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ âîëí êðó÷åíèÿ â òðàíñâåð-
ñàëüíî èçîòðîïíûõ öèëèíäðàõ íà áàçå ìîäåëè ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîãî äåôîð-
ìèðîâàíèÿ [4]. Â ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííî�àíàëèòè÷åñêîå
èññëåäîâàíèå ìàëûõ íåëèíåéíûõ àíãàðìîíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ ïðè ðàñïðîñòðàíå-
íèè ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ îñåñèììåòðè÷íûõ âîëí êðó÷åíèÿ âäîëü òðàíñâåðñàëüíî�
èçîòðîïíûõ öèëèíäðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷åñêè
íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîòÿæåííûé òðàíñâåðñàëüíî-èçî-
òðîïíûé öèëèíäð êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ñ ðàäèóñîì R, êîòîðûé çàíèìàåò îáëàñòü

V = f 0 6 r 6 1; 0 6 � 6 2�; �1 < z < 1g =
� q

x2
1 + x2

2 6 1; �1 < x 3 < 1
�

â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ ñ íîðìèðóþùèì ïàðàìåòðîì R� � R. Äåôîðìèðîâà-
íèå öèëèíäðà èç ìàòåðèàëà ñ îðèåíòèðîâàííîé âäîëü Oz îñüþ óïðóãîé ñèììåòðèè
îïèñûâàåòñÿ óïðóãèì ïîòåíöèàëîì U = (1 =2) � cjqlm " jq " lm + (1 =6) � cjqlmnp " jq " lm "np

ñ êâàäðàòè÷íûìè è êóáè÷åñêèìè ÷ëåíàìè ïî êîíå÷íûì äåôîðìàöèÿì " jq =
(1=2) � (uj;q + uq;j + up;j up;q), à êîýôôèöèåíòû cjqlm è cjqlmnp âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
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ïÿòü íåçàâèñèìûõ óïðóãèõ êîíñòàíò c11, c12, c13, c33, c44 âòîðîãî ïîðÿäêà è äå-
âÿòü íåçàâèñèìûõ ìàòðè÷íûõ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ c111, c112, c113, c123, c133, c144,
c155, c344, c333 òðåòüåãî ïîðÿäêà [5]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåé àíàëèçà ìàëûõ
íåëèíåéíûõ àíãàðìîíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ [1�4] äëÿ êîìïîíåíòîâ âåêòîðà âîëíîâûõ
ïåðåìåùåíèé u� (� = r; �; z ) ââîäÿòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ u� = u(l )

� + �u (n)
� , ñîäåðæà-

ùèå ëèíåéíûå ñîñòàâëÿþùèå u(l )
� , íåëèíåéíûå àíãàðìîíè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ u(n)

�

è ìàëûé ïàðàìåòð � = u� =R � (� << 1), u� = max
f r;�;z;t;� g

j~u� (r; �; z; t )j. Âûðàæåíèÿ

äëÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà äèíàìè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé � �� (u� ) ïðè òàêîì âàðèàíòå
ïðåäñòàâëåíèé u� èìåþò âèä

� �� (u� ) = � (l )
��

�
u(l )

�

�
� +

�
� (l )

��

�
u(n)

�

�
+ � (n)

��

�
u(l )

�

� �
� 2 (�; � = r; �; z ) ; (1)

ãäå äëÿ ñëó÷àÿ îñåñèììåòðè÷íîãî äåôîðìèðîâàíèÿ

� (l )
rr

�
u(q)

�

�
= c13@zu(q)

z + c12r � 1u(q)
r + c11@r u(q)

r ; : : : ; � (l )
�z

�
u(q)

�

�
= c44@zu(q)

� (q = l; n) ;

� (n)
rr = �

�
k2=2

�
(c133 + c13) u3

2 + ikc123r � 1ur u3+

+
�
(1=2 ) (c112 + c12) r � 2 �

�
k2=2

�
(c155 + c11)

�
ur

2+

+
�
(1=8 ) (c111 � c112 + 4c11) r � 2 �

�
k2=2

�
(c144 + c12)

�
u�

2 + ik (c155 + c44) ur @r u3+

+ (1 =2 ) (c155 + c13 + 2c44) (@r u3)2 + ik (c113 + c13) u3@r ur + ( c112 + c12) r � 1ur @r ur +

+ (1 =2 ) (c111 + 3c11) (@r ur )
2 + (1 =4 ) (c112 � c111 � 2c11 + 2c12) r � 1u� @r u� +

+ (1 =8 ) (c111 � c112 + 4c11) (@r u� )
2; : : : ;

� (n)
zz = �

�
k2=2

�
(c333 + 3c33) u3

2 + ik (c133 + c13) r � 1ur u3+

+
�
(1=2 ) (c113 + c13) r � 2 �

�
k2=2

�
(c344 + c13 + 2c44)

�
ur

2+

+
�
(1=4 ) (c113 � c123 + 2c13) r � 2 �

�
k2=2

�
(c344 + c13 + 2c44)

�
u�

2+

+ ik (c344 + c44) ur @r u3 + (1 =2 ) (c344 + c33) (@r u3)2 + ik (c133 + c13) u3@r ur +

+ c123r � 1ur @r ur + (1 =2 ) (c113 + c13) (@r ur )
2+

(1=2 ) (c123 � c113) r � 1u� @r u� + (1 =4 ) (c113 � c123 + 2c13) (@r u� )
2:

Ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâëåíèé (1) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

r � 1@r (r� rr ) + r � 1@� � r� + @z� rz � r � 1� �� � �
�
�R 2

� =c�
�

@2
t ur = 0;

r � 1@r (r� �r ) + r � 1@� � �� + @z� �z � r � 1� r� � �
�
�R 2

� =c�
�

@2
t u� = 0;

r � 1@r (r� zr ) + r � 1@� � z� + @z� zz � �
�
�R 2

� =c�
�

@2
t uz = 0;

à òàêæå â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ëèáî çàêðåïëåííîé áîêîâîé ïîâåðõíî-
ñòè öèëèíäðà

(� r� )r =1 = 0 ëèáî (u� )r =1 = 0 ( � = r; �; z )

è ïîñëåäóþùåå ïðèðàâíèâàíèå ñëàãàåìûõ îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ìà-
ëîìó ïàðàìåòðó � ïðèâîäèò ê ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðàåâûõ çàäà÷
îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäíûõ ñîñòàâëÿþùèõ â ôóíêöèÿõ ïåðåìåùåíèé u(l )

� è u(n)
� .
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2. Ðåøåíèå çàäà÷ ïåðâîãî è âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðè îïðåäåëåíèè âòî-
ðûõ ãàðìîíèê äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ îñåñèììåòðè÷íûõ íîðìàëüíûõ âîëí êðó÷å-
íèÿ ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ! â ñâîáîäíîì ëèáî çàêðåïëåííîì ïî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
öèëèíäðå ïîñëå ââåäåíèÿ èñõîäíûõ ïðåäñòàâëåíèé

u(l )
� = u(0;l )

� (r ) exp (� i (!t � kz)) ; u(l )
r = u(l )

z = 0;

u(n)
� = u(0;n)

� (r ) exp (� 2i (!t � kz)) ( � = r; �; z )

çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó îïðåäåëåíèþ àìïëèòóäíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
u(0;l )

� (r ), u(0;n)
� (r ) èç ãðàíè÷íûõ çàäà÷

r 2
�

u(0;l )
�

� 00
+ r

�
u(0;l )

�

� 0
+

�
(�r )2 � 1

�
u(0;l )

� = 0; (2)

� (0;l )
r� (1) = 0 ëèáî u(0;l )

� (1) = 0; (3)
�

� (1)
11 + � (1)

12 r � 2
�

u(0;n)
r + � (1)

13 r � 1
�
u(0;n)

r

� 0
+ � (1)

14

�
u(0;n)

z

� 0
+ � (1)

15

�
u(0;n)

r

� 00
=

= � n1
1 r � 3u�

2 + � n1
2 r � 1u�

2 + � n1
3 u� @r u� + � n1

4 r � 2u� @r u� +

+� n1
5 r � 1(@r u� )

2 + � n1
6 r � 1u� @2

r u� + � n1
7 (@r u� ) @2

r u� ; (4)

� (1)
21 u(0;n)

z + � (1)
22 r � 1u(0;n)

r + � (1)
23

�
u(0;n)

r

� 0
+ � (1)

24 r � 1
�
u(0;n)

z

� 0
+ � (1)

25

�
u(0;n)

z

� 00
=

= � n2
1 u�

2 + � n2
2 r � 2u�

2 + � n2
3 r � 1u� @r u� + � n2

4 (@r u� )
2 + � n2

5 u� @2
r u� ;

�
� (0;n)

r�

�
u(l )

�

�
+ � (0;l )

r�

�
u(n)

�

� �

r =1
= 0 ëèáî u(0;n)

� (1) = 0 ( � = r; z) : (5)

Ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (2) � (3), îïèñûâàþùèå ìîäû êðóòèëüíûõ
âîëí ñ íîìåðîì p, èìåþò âèä u(0;l )

� (r ) = u(0) � �
pJ1

�
� �

pr
�
, ãäå� �

p

�
p = 1; 1

�
â ñëó÷àå

öèëèíäðà ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ � ýòî êîðíè òðàíñöåíäåíòíîãî äèñïåðñè-
îííîãî óðàâíåíèÿ � � J0 (� � ) � 2J1 (� � ) = 0 , à â ñëó÷àå öèëèíäðà ñ çàêðåïëåííîé
ïîâåðõíîñòüþ � êîðíè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ J1 (� � ) = 0 . Ñòðóêòóðà ñîîòíî-
øåíèé (4) � (5) ïîêàçûâàåò, ÷òî âòîðûå ãàðìîíèêè îñåñèììåòðè÷íûõ íîðìàëüíûõ
âîëí êðó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ îñåñèììåòðè÷íûìè âîëíàìè ïðîäîëüíî-ñäâèãîâîãî òèïà
ñ óäâîåííîé ÷àñòîòîé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (4) èñïîëüçóåòñÿ
ïðèåì çàìåíû èõ ïðàâûõ ÷àñòåé ñòåïåííûìè ðÿäàìè ïî ïåðåìåííîé r ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé äëÿ âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå u(0;l )

� (r ) öèëèíäðè÷åñêèõ
ôóíêöèé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (4) ïðèíèìàåò âèä

�
� (1)

11 + � (1)
12 r � 2

�
u(0;n)

r +� (1)
13 r � 1

�
u(0;n)

r

� 0
+� (1)

14

�
u(0;n)

z

� 0
+� (1)

15

�
u(0;n)

r

� 00
=

�
u(0)

� 2
1X

p=1

� pr p

� (1)
21 u(0;n)

z +� (1)
22 r � 1u(0;n)

r +� (1)
23

�
u(0;n)

r

� 0
+� (1)

24 r � 1
�
u(0;n)

z

� 0
+� (1)

25

�
u(0;n)

z

� 00
=

�
u(0)

� 2
1X

p=1

� pr p

(6)
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ñ àíàëèòè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ � p è � p. Òîãäà ïîëíîå
ðåøåíèå (4) çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

u(0;n)
r =

�
� D1� 1J1 (� 1r ) � D2� 2J1 (� 2r ) +

�
u(0)

� 2
F1 (r )

�
exp (� 2i (!t � kz)) ;

u(0;n)
z =

�
D1� 1J0 (� 1r ) + D2� 2J0 (� 2r ) +

�
u(0)

� 2
F2 (r )

�
exp (� 2i (!t � kz)) ;

ãäå� j è � j � âåëè÷èíû ñ àíàëèòè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, ïðèâîäèìûìè â ðàáî-
òå [4];D j � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå èç êðàåâûõ
óñëîâèé (5) ïðè äîïóùåíèè, ÷òî òî÷êè (2k; 2
) íå ïðèíàäëåæàò êàêîé-ëèáî èç
ìîä ñîîòâåòñòâóþùåãî äèñïåðñèîííîãî ñïåêòðà ëèíåéíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ íîð-
ìàëüíûõ âîëí ïðîäîëüíî-ñäâèãîâîãî òèïà â äàííîì öèëèíäðå; Fj (r ) � ÷àñòíûå

ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) â âèäå ðÿäîâ F1 (r ) =
1P

p=1
apr p, F2 (r ) =

1P

p=1
bpr p

ñ êîýôôèöèåíòàìè, îïðåäåëÿåìûìè èç ÿâíûõ ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë.
3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ èññëå-

äîâàíû àìïëèòóäíûå ôîðìû êîëåáàòåëüíûõ ñìåùåíèé â ñå÷åíèÿõ öèëèíäðîâ èç
ãàäîëèíèÿ (Gd) è òåðáèÿ (Tb) äëÿ âòîðûõ ãàðìîíèê êðóòèëüíûõ âîëí ðàçëè÷íîé

îòíîñèòåëüíîé äëèíû ~� = 2�=
�

~kR
�

. Íåçàâèñèìûå áåçðàçìåðíûå ìàòðè÷íûå óïðó-
ãèå ïîñòîÿííûå âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà cjq è cjql äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòåðè-
àëîâ ïðèâåäåíû â [6]. Â ÷àñòíîñòè, íà ðèñ. 1�2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
îòíåñåííûõ ê (u(0) )

2
àìïëèòóä ðàäèàëüíûõ è îñåâûõ êîëåáàòåëüíûõ ñìåùåíèé âî

âòîðûõ ãàðìîíèêàõ êðóòèëüíûõ âîëí íèçøåé ìîäû ñ îäèíàêîâîé îòíîñèòåëüíîé
äëèíîé ~� = 1:8 â öèëèíäðàõ ñ çàêðåïëåííîé ïîâåðõíîñòüþ èç Gd è Tb.

Ðèñóíîê 1 � Àìïëèòóäû âîëíîâûõ ïåðåìåùåíèé âî âòîðûõ ãàðìîíèêàõ (ìàòåðèàë Gd)

Ðèñóíîê 2 � Àìïëèòóäû âîëíîâûõ ïåðåìåùåíèé âî âòîðûõ ãàðìîíèêàõ (ìàòåðèàë Tb)
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Àíàëèç ïðåäñòàâëåííûõ ðàñïðåäåëåíèé óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ
â ñîñòàâå âòîðûõ ãàðìîíèê äîìèíèðóþùèìè ïî âåëè÷èíå ÿâëÿþòñÿ îñåâûå ïðî-
äîëüíûå ñîñòàâëÿþùèå. Âìåñòå ñ òåì, èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â ôîðìàõ
äàííûõ ðàñïðåäåëåíèé, â ÷àñòíîñòè ðàçëè÷èå â ðàñïîëîæåíèè çîí ëîêàëèçàöèè
ìàêñèìàëüíûõ ðàäèàëüíûõ è îñåâûõ ïåðåìåùåíèé, à òàêæå â èõ ñîîòíîøåíèÿõ.
Ïðèìå÷àòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçàöèÿ ìàêñèìóìà àìïëèòóä ïðîäîëüíûõ ñìåùå-
íèé äëÿ öèëèíäðà èç Gd â öåíòðå ñå÷åíèÿ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ öèëèíäðà èç Tb
ìàêñèìóìû ëîêàëèçóþòñÿ íà îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì, ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì ïî-
ëîâèíå ðàäèóñà ñå÷åíèÿ.
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anharmonic perturbation is reduced to a recurrent sequence of linear boundary value problems
of the �rst and second non-linear approximation. The dependence of kinematic characteristics
of nonlinear perturbations on factors relative length and number of mode of normal linear
wave of torsion for waveguides from a rare heavy metal gadolinium (Gd) and terbium (Tb)
are described.



ÒÈÏÛ ÂÅÒÂËÅÍÈß ÀÂÒÎÊÎËÅÁÀÍÈÉ
Â ÃÎÐÈÇÎÍÒÀËÜÍÎÌ ÑËÎÅ ÁÈÍÀÐÍÎÉ ÑÌÅÑÈ

Ìîðøíåâà È. Â.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîçíèêíîâåíèè êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ â ãîðèçîíòàëüíîì
áåñêîíå÷íîì ñëîå äâóõêîìïîíåíòíîé ñìåñè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöû ñëîÿ ñâîáîä-
íûå è íà íèõ çàäàíû ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè. Äàííàÿ ðàáî-
òà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àâòîêîëåáàíèé, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè êîëåáàòåëüíîé ïîòåðå
óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ðåæèìà. Óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé èíâàðèàíòíû îò-
íîñèòåëüíî ãðóïïû O(2). Âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàíèé â ñèñòåìàõ ñ òàêîé ñèììåòðèåé
èçó÷åíî â ðàáîòàõ Þäîâè÷à Â. È. è Ìîðøíåâîé È. Â. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ïà-
ðàìåòðà ÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîëåáàòåëüíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îò îñíîâíîãî
ðåæèìà ìîãóò îòâåòâèòüñÿ àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû äâóõ âèäîâ: áåãóùèå íàâñòðå÷ó
äðóã äðóãó âîëíû, à òàêæå íåëèíåéíàÿ ñìåñü ïàðû áåãóùèõ âîëí. Õàðàêòåð âåòâëå-
íèÿ è óñòîé÷èâîñòü ýòèõ àâòîêîëåáàíèé çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé
ðàçâåòâëåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ýòèõ êîýôôè-
öèåíòîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ïîêàçàíî, ÷òî âñå ïÿòü òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíûõ
òèïîâ âåòâëåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîçíèêíîâåíèå êîí-
âåêöèè â áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå áèíàðíîé ñìåñè, ñîñòîÿùåé èç íåðå-
àãèðóþùèõ êîìïîíåíò. Ðàñõîä æèäêîñòè ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðåäïîëàãà-
åòñÿ ðàâíûì íóëþ. Ïåðåêðåñòíûå ýôôåêòû � òåðìîäèôôóçèÿ è äèôôóçèîííàÿ
òåïëîïðîâîäíîñòü � íå ó÷èòûâàþòñÿ. Âîçíèêàþùèå â ñëîå áèíàðíîé ñìåñè äâè-
æåíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè êîíâåêöèè ñìåñè â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà �
Áóññèíåñêà [1]:

@v
@t

+ v � r v = �r p + � v + ( fGrT � gGrsS)k;

@T
@t

+ v � r T = Pr � 1� T;

@S
@t

+ v � r S = Pr d
� 1� S;

divv = 0;

(1)

ãäå v = v(x1; x2; x3; t) � ïîëå ñêîðîñòè, T = T( x1; x2; x3; t) � ïîëå òåìïå-
ðàòóðû, S = S(x1; x2; x3; t) � ïîëå êîíöåíòðàöèè òÿæåëîé êîìïîíåíòû ñìåñè,
p = p( x1; x2; x3; t) � äàâëåíèå , k = (0 ; 0; � 1)T .

Ñèñòåìà (1) ñîäåðæèò ÷åòûðå áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðà: Pr =
�
�

� ÷èñ-

ëî Ïðàíäòëÿ, Prd =
�
D

� äèôôóçèîííîå ÷èñëî Ïðàíäòëÿ (÷èñëî Øìèäòà),

fGr =
g�h 4Q

{ � 2
� ÷èñëî Ãðàñãîôà, gGrs =

g� sh3 �S
� 2

� êîíöåíòðàöèîííîå ÷èñëî
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Ãðàñãîôà. Çäåñü� � êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, � � êîýôôèöèåíò
òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè ñìåñè, D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, g � âåëè÷èíà óñêî-
ðåíèÿ ñèëû òÿæåñòè,� � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ñìåñè, � s � êîíöåí-
òðàöèîííûé êîýôôèöèåíò ïëîòíîñòè, { � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñìåñè,
Q � ïîòîê òåïëà, �S � ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöû ñëîÿ ñâîáîäíûå, ïëîñêèå è íà íèõ îòñóòñòâóþò
êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè íà ãðà-
íèöàõ ñ÷èòàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

@v1
@x3

�
�
�
�x3=1
x3=0

=
@v2
@x3

�
�
�
�x3=1
x3=0

= v3

�
�
�x3=1
x3=0

= 0;

T
�
�
x3=1

= � 1; T
�
�
x3=0

= � 0; S
�
�
x3=1

= � 1; S
�
�
x3=0

= � 0:

(2)

Çàäà÷à (1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2) èìååò ñëåäóþùåå ñòàöèîíàðíîå (îñíîâíîå)
ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîêîÿùåéñÿ ñìåñè, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãðàäèåíòû
òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè ïîñòîÿííû è âåðòèêàëüíû:

v0 = 0; T0(x3) = a1x3 + a0; S0(x3) = b1x3 + b0;

p0(x3) =
1
2

( fGr a1 � gGrs b1)x2
3 + ( fGr a0 � gGrs b0)x3 + const;

(3)

ãäåa1 = � 1 � � 0; a0 = � 0; b1 = � 1 � � 0; b0 = � 0:
Ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü îñíîâíîãî ðåøåíèÿ (3) áûëà èçó÷åíà Ãåðøóíè Ã. Ç.,

Æóõîâèöêèì Å. Ì. è äð. [1]. Îáíàðóæåíî, ÷òî âîçìîæíà êàê ìîíîòîííàÿ, òàê è êî-
ëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ðåæèìà.

2. Âåòâëåíèå àâòîêîëåáàíèé. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè (2) â âèäå

�v = v0 + v; �T = T 0 � a1T; �S = S0 � b1S; �p = p 0 + p : (4)

Ïîäñòàâëÿÿ (4) â (1)�(2), ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ âîçìóùåíèé v; T; S; p ñ îäíîðîä-
íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âîçìóùåíèÿ ïëîñ-
êèå è 2�=� � ïåðèîäè÷åñêèå ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïåðåìåííîé x1, ãäå� � âîëíîâîå
÷èñëî. Ââîäÿ ôóíêöèþ òîêà

v1 =
@ 
@x3

; v3 = �
@ 
@x1

;

è èñêëþ÷àÿ äàâëåíèå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ  ; T; S

@�  
@t

+
D(�  ;  )
D(x1; x3)

= � 2 � Gr
@T
@x1

+ Gr s
@S
@x1

;

@T
@t

+
D(T ;  )
D(x1; x3)

= Pr � 1�T �
@ 
@x1

;

@S
@t

+
D(S;  )

D(x1; x3)
= Pr d

� 1�S �
@ 
@x1

;

(5)
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ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

 
�
�
�x3=1
x3=0

=
@2 
@x23

�
�
�
�x3=1
x3=0

= T
�
�
�x3=1
x3=0

= S
�
�
�x3=1
x3=0

= 0; (6)

ãäå
D(f; g )

D(x1; x3)
=

@f
@x1

@g
@x3

�
@f
@x3

@g
@x1

, Gr = � a1
fGr; Grs = � b1

gGrs � íîâûå ÷èñëî

Ãðàñãîôà è êîíöåíòðàöèîííîå ÷èñëî Ãðàñãîôà ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (5)�(6) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ èíâåð-

ñèè
L( ; T; S))(x1; x3) = ( �  ; T; S)(� x1; x3);

à òàêæå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãîðèçîíòàëüíîé òðàíñëÿöèè

R� ( ; T; S)(x1; x3) = (  ; T; S)(x1 + �=�; x 3); � 2 [0; 2� ]:

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (5)�(6) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû O(2). Âåòâëåíèå
àâòîêîëåáàíèé â ñèñòåìàõ ñ òàêîé ñèììåòðèåé èçó÷åíî â ðàáîòàõ Þäîâè÷à Â. È.
è Ìîðøíåâîé È. Â. [2, 3]. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ýòèõ ðàáîò äëÿ èçó÷åíèÿ
âîçíèêíîâåíèÿ àâòîêîëåáàíèé â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.

Äëÿ îòûñêàíèÿ àâòîêîëåáàíèé ïðèìåíèì ìåòîä Ëÿïóíîâà�Øìèäòà äëÿ ñèñòåì
ñ êðóãîâîé ñèììåòðèåé O(2) [2]. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî Ãðàñãîôà â âèäå Gr = Gr � + � ,
ãäå Gr� � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîëåáàòåëüíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Çàïèøåì
çàäà÷ó (5)�(6) â îïåðàòîðíîì âèäå

d
dt

Mv + A v = � Bv + K( v; v); (7)

ãäå
v = (  ; T; S)T 2 H;

H � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ãëàäêèõ âåêòîð-ôóíêöèé ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (6)
â ìåòðèêå, ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

�
v1 � v2

�
H

=
Z




v1 � v �
2 d
 ;


 =
n

(x1; x3) 2 R : 0 6 x1 6
2�
�

; 0 6 x3 6 1
o

A, B, M � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, K � áèëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïîäñòàâëÿÿ � = !t
â (7), ãäå! � íåèçâåñòíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà, êîòîðóþ èùåì â âèäå ! = ! 0 + � ,
ïîëó÷àåì

! 0
d
d�

Mv + A v + �
d
d�

Mv = � Bv + K( v; v): (8)

Èùåì 2� -ïåðèîäè÷åñêîå ïî � ðåøåíèå (8) â âèäå

v(� ) = u0(� ) + u(� );
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u0(� ) = ( � 0' 0 + � 1' 1)ei� + ( � �
0' �

0 + � �
1' �

1)e� i� ;

� 0; � 1 � íåèçâåñòíûå àìïëèòóäû, ' 0; ' 1 = L ' 0 � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñëåäóþùåé
çàäà÷è

(A + i! 0M)' k = 0 ( k = 0; 1):

Áèôóðêàöèîííûå óðàâíåíèÿ(óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ), íàñëåäóþùèå ñèììåò-
ðèþ èñõîäíîé çàäà÷è, èìåþò âèä

g(� 0; � 1) � � 0(� i� + a� + bj� 0j2 + cj� 1j2 + : : : ) = 0 ;

g(� 1; � 0) � � 1(� i� + a� + bj� 1j2 + cj� 0j2 + : : : ) = 0 ;
(9)

ãäå
a = (B ' 0; � 0);

b= (K 0(u1; ' 0) + K 0(w1; ' �
0); � 0);

c = (K 0(w2; ' 1) + K 0(u2; ' �
1) + K 0(u3; ' 0); � 0):

(10)

Çäåñü� 0 � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A � , K0(u; v) = K( u; v)+
K( v; u); w1; w2; u1; u2; u3 � ðåøåíèÿ ðÿäà íåîäíîðîäíûõ çàäà÷ (ñì.[2]).

Â ðàáîòå [2] èññëåäîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ (9) ïîêàçàëî, ÷òî
â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ âîçìîæíî îòâåòâëåíèå ñëåäóþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåæèìîâ:

1. ïàðû L-ñâÿçàííûõ ïðîñòûõ âîëí, áåãóùèõ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó

v0 = v0(x1; x3 � ct); v1(� ) = v1(x1; x3 + ct);

v0(� ) = ( T + I )u0
0(� ); v1(� ) = Lv0(� );

u0
0 = u0j � 0= �; � 1=0 ; � =

p
� � Rea=Reb+ O(� );

� = � (Ima � ReaImb=Reb) + O(� 2); � ! 0;

2. ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé íåëèíåéíóþ ñìåñü áåãóùèõ
íàâñòðå÷ó äðóã äðóãóL-ñâÿçàííûõ ïðîñòûõ âîëí

v = v(x1; x3 � ct; x3 + ct);

v(� ) = ( T + I )u1
0(� ); u1

0(� ) = u0(� )j � 0= � 1= �

� =
p

� � Rea=Re(b+ c) + O(� );

� = � (Ima � ReaImb=Re(b+ c)) + O(� 2); � ! 0:

Â [2, 3] äîêàçàíî, ÷òî â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé
êîýôôèöèåíòîâ (10) âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïÿòü òèïîâ âåòâëåíèÿ îïèñàííûõ âûøå
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ: I. åñëè Re b > 0; Re(b+ c) > 0, òî áåãóùèå âîëíû è íåëè-
íåéíàÿ ñìåñü âîëí îòâåòâëÿþòñÿ â äîêðèòè÷åñêóþ îáëàñòü è íåóñòîé÷èâû; II. åñëè
Re b > 0; Re(b+ c) < 0 , òî áåãóùèå âîëíû îòâåòâëÿþòñÿ â äîêðèòè÷åñêóþ îáëàñòü
è íåóñòîé÷èâû, à íåëèíåéíàÿ ñìåñü âîëí - â ñâåðõêðèòè÷åñêóþ îáëàñòü è íåóñòîé-
÷èâ; III. åñëè Re b < 0; Re(b+ c) > 0, òî áåãóùèå âîëíû îòâåòâëÿþòñÿ â ñâåðõêðè-
òè÷åñêóþ îáëàñòü, à íåëèíåéíàÿ ñìåñü âîëí - â äîêðèòè÷åñêóþ îáëàñòü è íåóñòîé-
÷èâû; IV.åñëè Reb < 0; Re(b+ c) < 0; Re(b� c) > 0, òî áåãóùèå âîëíû îòâåòâëÿþòñÿ
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â ñâåðõêðèòè÷åñêóþ îáëàñòü è óñòîé÷èâû, à íåëèíåéíàÿ ñìåñü âîëí - â ñâåðõêðè-
òè÷åñêóþ îáëàñòü è íåóñòîé÷èâà; V. åñëèRe b < 0; Re(b+ c) < 0; Re(b� c) < 0, òî
áåãóùèå âîëíû îòâåòâëÿþòñÿ â ñâåðõêðèòè÷åñêóþ îáëàñòü è íåóñòîé÷èâû, à íåëè-
íåéíàÿ ñìåñü âîëí � â ñâåðõêðèòè÷åñêóþ îáëàñòü è óñòîé÷èâà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà âåòâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòè âîçíèêàþùèõ àâòîêî-
ëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðà-
æåíèÿ äëÿ Re a; Re b; Re c. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïðîâåäåí àíà-
ëèç çíàêîâ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýòèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî è áåãóùèå
âîëíû, è íåëèíåéíàÿ ñìåñü âîëí ìîãóò áûòü óñòîé÷èâû â çàâèñèìîñòè îò çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ. Ìîæåò ïðîèñõîäèòü êàê ñâåðõêðèòè÷åñêîå, òàê è äîêðèòè÷åñêîå
âåòâëåíèå àâòîêîëåáàíèé. Äëÿ îáîèõ òèïîâ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ íàéäåíû
ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà íàäêðèòè÷íîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ â ñôåðå
íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè (çàäàíèå • 1.1398.2014/Ê)
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Morshneva I. V. Types of branching oscillatory convection in a horizontal layer of a
binary mixture. The present work investigates the onset of convection in an in�nite horizontal
layer of a binary �uid mixture consisting of two non-reacting components. A constant
temperature and concentration distribution is speci�ed on the boundaries. In the model under
consideration the e�ects of thermal di�usion and di�usive heat conductivity are neglected.
This research is devoted to the study of branching and stability of time-periodic �ow regimes
arising from oscillatory stability loss of the basic regime relatively plane perturbations.
The perturbation equations are invariant under the group O(2), and the Andronov�Hopf
bifurcation theory in the systems with such symmetry is suitable. This theory has been
developed by V. Yudovich and I. Morshneva. Investigation of the branching equations has
reveal that three types of self-oscillating modes are arising: two traveling simple waves moving
in the opposite direction to each other and the nonlinear mixture of couple simple waves.
The type of branching and stability of these regimes depends on the relations between
the coe�cients of the branching equations. The coe�cients were found analytically for the
problem of binary mixture convection in the horizontal layer. Computations for a wide range
of parameters showed that all �ve theoretically possible branching types of periodic modes
are realized.
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ÐÅÆÈÌÎÂ Â ÂÅÐÒÈÊÀËÜÍÎÌ ÑËÎÅ ÁÈÍÀÐÍÎÉ ÑÌÅÑÈ

Ìîðøíåâà È. Â., Ïåòðîâà Å. È.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à âåòâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ðåæèìîâ
êîíâåêöèè â áèíàðíîé ñìåñè, íàõîäÿùåéñÿ ìåæäó äâóìÿ òâåðäûìè èçîòåðìè÷åñêèìè
âåðòèêàëüíûìè ãðàíèöàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöû ñëîÿ íåïðîíèöàåìû äëÿ âåùå-
ñòâà, ïîääåðæèâàþòñÿ ïðè ïîñòîÿííûõ ðàçíûõ òåìïåðàòóðàõ è çàäàí ãîðèçîíòàëüíûé
ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè, îáóñëîâëåííûé ýôôåêòîì òåðìîäèôôóçèè. Ýôôåêò äèôôóçè-
îííîé òåïëîïðîâîäíîñòè íå ó÷èòûâàåòñÿ. Óðàâíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé, ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ïî îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû O(2) � O(2), è ïðèìåíèìà òåîðèÿ áèôóðêàöèè ðîæäåíèÿ öèêëîâ â ñèñòåìàõ ñ òà-
êîé ñèììåòðèåé, ðàçâèòàÿ â ðàáîòàõ Ìîðøíåâîé È. Â. Èç ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ñëåäóåò,
÷òî ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà ÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå îò îñíîâíîãî ðåæèìà ìîãóò
îòâåòâëÿòüñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ïÿòè òèïîâ: àâòîêîëåáàíèÿ, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèå ñîáîé áåãóùèå âäîëü âåðòèêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âîëíû; àâòîêîëåáàíèÿ âèäà
áåãóùèõ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âîëí; àâòîêîëåáàíèÿ âèäà êîñîé áåãóùåé
âîëíû; ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé íåëèíåéíóþ ñìåñü ïàðû êîñûõ
áåãóùèõ âîëí; ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî èíâåðñèé è ÿâëÿþ-
ùèåñÿ íåëèíåéíîé ñìåñüþ êîñûõ áåãóùèõ âîëí, ñâÿçàííûõ èíâåðñèîííîé ñèììåòðèåé.
Õàðàêòåð âåòâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ðåæèìîâ çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó êî-
ýôôèöèåíòàìè ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ. Âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû
óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è
âîçìîæíî ïîÿâëåíèå îïèñàííûõ âûøå àâòîêîëåáàíèé. Òàêæå èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü
âîçíèêàþùèõ àâòîêîëåáàíèé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîçíèêíîâåíèè êîíâåêöèè â âåðòèêàëüíîì áåñêîíå÷-

íîì ñëîå äâóõêîìïîíåíòíîé ñìåñè, ñîñòîÿùåé èç íåðåàãèðóþùèõ êîìïîíåíò. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöû ñëîÿ íåïðîíèöàåìû äëÿ âåùåñòâà, ïîääåðæèâàþòñÿ ïðè
ïîñòîÿííûõ ðàçíûõ òåìïåðàòóðàõ è çàäàí ãîðèçîíòàëüíûé ãðàäèåíò êîíöåíòðà-
öèè, îáóñëîâëåííûé ýôôåêòîì òåðìîäèôôóçèè. Ýôôåêò äèôôóçèîííîé òåïëî-
ïðîâîäíîñòè íå ó÷èòûâàåòñÿ. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ çàìêíóòîñòü ïîòîêà. Âîçíè-
êàþùèå â ñëîå áèíàðíîé ñìåñè äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè êîíâåêöèè
ñìåñè â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà �Áóññèíåñêà â ôîðìå, âûïèñàííîé È. Ã. Øàïîø-
íèêîâûì [1]:

@v
@t

+ Gr (v; r )v = �r p + 4 v + ( T + C)k;

@T
@t

+ Grvr T =
1

Pr
4 T;

@C
@t

+ Grvr C =
1

Prd
(4 C � "4 T);

div v = 0

(1)
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ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

y = � 1 : v = 0; T = � 1;
@C
@y

= "
@T
@y

: (2)

Çäåñüv = ( vx ; vy; vz) � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, T � òåìïåðàòóðà, C � êîíöåíòðàöèÿ
ëåãêîé êîìïîíåíòû, p � äàâëåíèå, k � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âåðòè-
êàëüíî ââåðõ.

Çàäà÷à (1), (2) ñîäåðæèò ÷åòûðå áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðà: Gr =
g� 1�d 3

� 2
�

÷èñëî Ãðàñãîôà, P r =
�
�

� ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, P rd =
�
D

� äèôôóçèîííîå ÷èñ-

ëî Ïðàíäòëÿ (÷èñëî Øìèäòà), " = �
�̂� 2

� 1
� ïàðàìåòð òåðìîäèôôóçèè, ãäå � ,

� , D � êîýôôèöèåíòû êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè ñìåñè,
äèôôóçèè ñîîòâåòñòâåííî, � 1 � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ñìåñè, � 2 �
êîíöåíòðàöèîííûé êîýôôèöèåíò ïëîòíîñòè, �̂ � ïàðàìåòð òåðìîäèôôóçèè.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2) èìåþò ñòàöèîíàðíîå (îñ-
íîâíîå) ïëîñêîïàðàëëåëüíîå ðåøåíèå ñ êóáè÷åñêèì ïðîôèëåì ñêîðîñòè, ëèíåéíûì
ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè, ïîñòîÿííûì äàâëåíèåì:

v0 = (0 ; 0;
1
6

(1 + ")(y3 � y)) ; T0 = � y; C0 = � "y; p0 = const: (3)

Ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ èçó÷àëàñü Ã. Ç. Ãåðøóíè, Å. Ì. Æóõî-
âèöêèì è Ë. Å. Ñîðîêèíûì [1�3]. Èìè ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíà êàê ìîíîòîííàÿ,
òàê è êîëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.

2. Âåòâëåíèå àâòîêîëåáàíèé. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âåòâ-
ëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ðåæèìîâ êîíâåêöèè ïðè êîëåáàòåëüíîé ïîòåðå
óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà (3) îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ âîçìóùåíèé. Ðåøåíèå, îòëè÷íîå îò (3), áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå

v1 = v0 + v; T1 = T0 + T; C1 = C0 + C; p1 = p0 + p:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîçìóùåíèÿ v = ( vx (x; y; z; t); vy(x; y; z; t); vz(x; y; z; t)) ,
T(x; y; z; t), C(x; y; z; t), p(x; y; z; t) � 2�=� -ïåðèîäè÷íû ïî x è 2�=� -ïåðèîäè÷íû
ïî z, ãäå�; � � âîëíîâûå ÷èñëà. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé çàïèøåì
â âèäå

@v
@t

+ Av + �Bv � (G0 + � )K (v; v) = 0 ; (4)

ãäåv = ( v; T; C) 2 H ; A, B � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, K � êâàäðàòè÷íûé îïåðàòîð,
îíè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè âûðàæåíèÿìè

Av = �

0

B
B
B
B
B
B
B
@

Dvx 0 0 0 0
0 Dvy 0 0 0

0 Gr0
dw
dy

vy Dvz � T � C

0 � Gr0vy 0 D1T 0

0 � "Gr 0vy 0
"

P rd
� T D2C

1

C
C
C
C
C
C
C
A

;
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Bv = �

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

w
@vx
@z

0 0 0 0

0 w
@vy
@z

0 0 0

0
dw
dy

vy w
@vz
@z

0 0

0 � vy 0 w
@T
@z

0

0 � "vy 0 0 w
@C
@z

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

K (u; v) = � �(( u; r )vx ; (u; r )vy; (u; r )vz; u � r T;u � r C):

ÇäåñüD = � � + Gr0w
@
@z

, D1 = �
1

Pr
� + Gr0w

@
@z

, D2 = �
1

Prd
� + Gr0w

@
@z

,

w =
1
6

(1 + ")(y3 � y), ïðîñòðàíñòâî H � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà îïðåäåëåííûõ â

îáëàñòè 
 = f (x; y; z) : 0 6 x 6 2�=�; jyj 6 1; 0 6 z 6 2�=� g äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ
ïåðèîäè÷åñêèõ âåêòîð-ôóíêöèé v = ( v; T; C), èñ÷åçàþùèõ ïðè y = � 1, ïî íîðìå,
ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(v1; v2) =
Z




(v1 � v �
2 + T1 � T �

2 + C1 � C �
2) dx dy dz;

ñèìâîë � îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, � � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåê-
òèðîâàíèÿ èç H â ïîäïðîñòðàíñòâî H0 ñ ñîëåíîèäàëüíûìè v, Gr0 � êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå ÷èñëà Ãðàñãîôà, ïðè êîòîðîì ñïåêòð óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ðåøåíèÿ
ñîäåðæèò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé � i! 0 (! 0 6= 0), � = Gr � Gr0.

Óðàâíåíèå (4) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé èíâåðñèè L1; L2,
L3 = L1L2:

(L1v)(x; y; z) = ( � vx ; vy; vz; T; C)( � x; y; z);

(L2v)(x; y; z) = ( vx ; � vy; � vz; � T; � C)(x; � y; � z);

(L3v)(x; y; z) = ( � vx ; � vy; � vz; � T; � C)( � x; � y; � z)

è îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèé R� è R� ãðóïïû âðàùåíèÿ îêðóæíîñòè:

(R� v)(x; y; z) = v(x + �=�; y; z );

(R� v)(x; y; z) = v(x; y; z + �=� );

ãäå�; � � óãëîâûå ïåðåìåííûå íà îêðóæíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ (4) åñòü O(2) � O(2) (äâîéíàÿ

êðóãîâàÿ ñèììåòðèÿ).
Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è îòíîñèòåëüíî èíâåðñèé L k ; (k = 1; 2; 3) ïðè êðèòè÷å-

ñêîì çíà÷åíèè ÷èñëà Ãðàñãîôà Gr0 êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ � i! 0 è i! 0

(! 0 6= 0) îòâå÷àåò ÷åòûðå êîìïëåêñíûå íåçàâèñèìûå íåéòðàëüíûå ìîäû. Äëÿ îïè-
ñàíèÿ íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ ìîä â [4] â ñèñòåìàõ ñ äâîéíîé êðóãîâîé
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ñèììåòðèåé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ëÿïóíîâà � Øìèäòà. Ðåøåíèå çàäà÷è (4) ðàçûñ-
êèâàåòñÿ2�=! -ïåðèîäè÷åñêèì ïî t (! � íåèçâåñòíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà) â âèäå

v(� ) =
3X

k = 0

� k ' kei� +
3X

k = 0

� �
k ' �

ke� i� + u(� );

ãäå� = !t ; ' 0, ' k = L k ' 0 (k = 1; 2; 3) � ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A , îòâå÷à-
þùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ � i! 0; � k (k = 0; 1; 2; 3) � íåèçâåñòíûå êîìïëåêñíûå
àìïëèòóäû; ! = ! 0 + � .

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ äëÿ � k (k = 0; 1; 2; 3), íàñëåäóþùàÿ ñèììåò-
ðèþ èñõîäíîé çàäà÷è, èìååò âèä

g(� 0; � 1; � 2; � 3) = 0 ;

g(� 1; � 0; � 3; � 2) = 0 ;

g(� 2; � 3; � 0; � 1) = 0 ;

g(� 3; � 2; � 1; � 0) = 0 ;

(5)

ãäå ôóíêöèÿ g â îêðåñòíîñòè íóëÿ èìååò ïðåäñòàâëåíèå

g(� 0; � 1; � 2; � 3) = � 0(� i� + a� + bj� 0j2 + cj� 1j2 + dj� 2j2 + dj� 3j2) + f � 1� 2� �
3 + : : :

Âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ a; b; c; d; e; f ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ (5)
ïðèâåäåíû â [4]. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèîíàëû, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷å-
ðåç ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ëèíåéíîé è ñîïðÿæåííîé çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè, à òàêæå
÷åðåç ðåøåíèÿ ðÿäà íåîäíîðîäíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ÿâíî çàâè-
ñÿùèìè îò ýòèõ æå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû (5) ïîêàçàëî [4], ÷òî â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ âîçìîæ-
íî âîçíèêíîâåíèå ïÿòè ñåìåéñòâ öèêëîâ. Ýòè ñåìåéñòâà ïîðîæäàþòñÿ ñëåäóþùèìè
ïåðèîäè÷åñêèìè ðåæèìàìè ïîä äåéñòâèåì ñèììåòðèè çàäà÷è:

1. áåãóùåé âäîëü âåðòèêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âîëíîé v(x; y; z � ct);
2. áåãóùåé âäîëü ãîðèçîíòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âîëíîé v(x � ct; y; z);
3. êîñîé áåãóùåé âîëíîé v(�x + �z � ct; y);
4. ïåðèîäè÷åñêèì ðåæèìîì v(�x + �z; y; t ), ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé íåëèíåé-

íóþ ñìåñü ïàðû êîñûõ áåãóùèõ âîëí, è èìåþùèì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè âèä
f (y)ei ( �x + �z � ct) � f (� y)ei ( � �x � �z � ct) + c:c:

5. ïåðèîäè÷åñêèì ðåæèìîì v(x; y; z; t), ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî èíâåðñèé
è ÿâëÿþùèìñÿ íåëèíåéíîé ñìåñüþ êîñûõ áåãóùèõ âîëí, ñâÿçàííûõ èíâåðñèîííîé
ñèììåòðèåé, êîòîðûé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè èìåå âèä
f + (y)ei ( �x + �z � ct) + f � (y)ei ( � �x + �z � ct) � f + (� y)ei ( � �x � �z � ct) � f � (� y)ei ( �x � �z � ct) + c:c:

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà âåòâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ 1�5 âû÷èñëÿ-
þòñÿ êîýôôèöèåíòû a; b; c; d; e; f óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ (5) ïðè ðàçëè÷íûõ êðè-
òè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëåáàòåëüíîé ïîòåðå óñòîé÷è-
âîñòè îñíîâíîãî ðåæèìà. Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ðåøàþòñÿ îäíîðîäíûå è íåîäíîðîä-
íûå êðàåâûå çàäà÷è ìåòîäîì ñòðåëüáû, à òàêæå çàäà÷è Êîøè ìåòîäîì Ðóíãå �
Êóòòû � Ôåëüáåðãà. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âîë-
íîâîãî ÷èñëà � ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è âîçìîæíî
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ïîÿâëåíèå îïèñàííûõ âûøå àâòîêîëåáàíèé 1-5. Âîçìîæíî êàê ñâåðõêðèòè÷åñêîå,
òàê è äîêðèòè÷åñêîå âåòâëåíèå ýòèõ ðåæèìîâ. Ïðè ñâåðõêðèòè÷åñêîì âåòâëåíèè
îíè ìîãóò áûòü óñòîé÷èâûìè äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ â ñôåðå
íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè (çàäàíèå • 1.1398.2014/Ê)

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[1] Ãåðøóíè Ã. Ç., Æóõîâèöêèé Å. Ì., Íåïîìíÿùèé À. À. Óñòîé÷èâîñòü êîíâåêòèâíûõ
òå÷åíèé. Ì.: Íàóêà, 1989. 320 ñ.

[2] Ãåðøóíè Ã. Ç., Æóõîâèöêèé Å. Ì., Ñîðîêèí Ë. Å. Îá óñòîé÷èâîñòè êîíâåêòèâíîãî
òå÷åíèÿ áèíàðíîé ñìåñè ñ òåðìîäèôôóçèåé // ÏÌÌ. 1982. Ò. 46 • 1. Ñ. 66�71.

[3] Ñîðîêèí Ë. Å. Óñòîé÷èâîñòü êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ áèíàðíîé ñìåñè ñ òåðìîäèôôó-
çèåé îòíîñèòåëüíî äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé // Êîíâåêòèâíûå òå÷åíèÿ. Ïåðìü:
Ïåðì. ïåä. èí-ò. 1983. Ñ. 72�76.

[4] Ìîðøíåâà È. Â. Áèôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ öèêëà â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ ñèììåò-
ðèåé è å¼ ïðèëîæåíèÿ â ãèäðîäèíàìèêå. Ðîñòîâ í/Ä: Èçä-âî ÞÔÓ, 2010. 140 ñ.

Morshneva I. V., Petrova E. I. The occurrence of 3D periodic convective �ows in
a vertical layer of a binary mixture . The problem of the branching of 3D time-periodic
convective modes in a binary mixture between two rigid isothermal vertical plates is
investigated. In the model under consideration the thermal di�usion e�ect is taken into
account, di�usive thermal conductivity is neglected. The equations of 3D perturbations,
periodic on the homogeneous horizontal variable and on the vertical variable, are invariant
under the group O(2) � O(2) and the Andronov�Hopf bifurcation theory in the systems with
such symmetry is suitable. This theory has been developed by I. Morshneva. It is found that
�ve of self�oscillating modes are arising: the nonlinear mixtures of various types of waves and
various types of traveling waves. The results of numerical analysis of the branching character
are presented. For that purpose coe�cients of the branching equations have been considered.
Computations for a wide range of parameters showed that di�erent types of bifurcation of
periodic modes are realized.
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ÄËß ÏÎËÓÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ
ÏÐÈ ÀÍÒÈÏËÎÑÊÎÉ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ

Ìõèòàðÿí Ñ. Ì.
Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÍÀÍ Ðåñïóáëèêè Àðìåíèÿ, Åðåâàí

Ïðè àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà ñìåøàííàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à
íåëèíåéíîé òåîðèè óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè (ÍÒÓÏ) ïðè ñòåïåííîì çàêîíå ñâÿçè
ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è ñêîðîñòÿìè äåôîðìàöèé äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà, êîãäà íà îä-
íîé ÷àñòè åãî ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè çàäàíû ñêîðîñòè äåôîðìàöèé, à íà îñòàëüíîé ÷àñòè
êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ðàâíû íóëþ. Ïîñòðîåíî çàìêíóòîå ðåøåíèå çàäà÷è. Äëÿ ñðàâ-
íèòåëüíîãî àíàëèçà ïîñòðîåíî åå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé.

Ââåäåíèå. Â ðàáîòàõ [1, 2] â ïîñòàíîâêå ÍÒÓÏ ïðè ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè
ìåæäó èíòåíñèâíîñòÿìè íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé íà îñíîâàíèè îáîá-
ùåííîãî ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ïåðåìåùåíèé (ÎÏÑÏ) èëè ñêîðîñòåé (ÎÏÑÑ)
èññëåäîâàíà ïëîñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à î ñæàòèè äâóõ òåë. Íåêîòîðûå îöåíêè
òî÷íîñòè ýòîãî ïðèíöèïà ïðèâåäåíû â [3�5]. Â íåëèíåéíûõ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó
çàäà÷àõ ïðè àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè â [6] ïî àíàëîãèè ñ [7] ââåäåíà ôóíêöèÿ
ïñåâäîíàïðÿæåíèé. Òàì æå ýòèì ìåòîäîì ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå ïåðâîé ãðà-
íè÷íîé çàäà÷è ÍÒÓÏ äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [6] óêàçàí ìåòîä ïîñòðî-
åíèÿ çàìêíóòîãî îãðàíè÷åííîãî íà êîíöàõ èíòåðâàëà ðåøåíèÿ ñìåøàííîé ãðàíè÷-
íîé çàäà÷è ÍÒÓÏ ïðè ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è ñêîðîñòÿ-
ìè äåôîðìàöèé äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè. Ïðè ýòîì
íà ïîëîñå ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà çàäàíû ñêîðîñòè äåôîðìàöèé,
à âíå ïîëîñû íà îñòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ðàâíû íóëþ.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, êàê â [6], ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî ñèíãóëÿðíîãî
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÍÑÈÓ). Äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ýòà æå çàäà÷à ðå-
øàåòñÿ òàêæå íà îñíîâàíèè ÎÏÑÏ. Ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà íà ïîëîñå
ñêîðîñòè äåôîðìàöèé çàäàíû ïàðàáîëè÷åñêèì çàêîíîì.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü îòíåñåííîå
ê ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz ïîëóïðîñòðàíñòâî y < 0 íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ óñòàíî-
âèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè ïðè àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè â íàïðàâëåíèè îñè Oz ñ áà-
çîâîé ïëîñêîñòüþ Oxy. Äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðèìåì ñòåïåííîé ôèçè÷åñêèé çà-
êîí [8]:

� xz =
T (�)

�
 xz ; � yz =

T (�)
�

 yz; T = T (�) = K 0� m (K 0 > 0; 0 < m 6 1) ;

T =
q

� 2
xz + � 2

yz; � =
q

 2
xz +  2

yz;  xz = @w=@x;  yz = @w=@y:
(1)

ÇäåñüT è � � èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé äåôîðìà-
öèé, ñîîòâåòñòâåííî, K 0 � ôèçè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòåðèàëà ïîëóïðîñòðàíñòâà,
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m � ïîêàçàòåëü ïîëçó÷åñòè, � xz è � yz � êîìïîíåíòû êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé,
 xz è  yz � êîìïîíåíòû ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé, à w = w (x; y) � åäèíñòâåííàÿ
îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè îñè Oz ïðè àíòèïëîñêîé
äåôîðìàöèè.

Äëÿ áàçîâîé ïîëóïëîñêîñòè � � = f�1 < x < 1 ; �1 < y < 0g, ïîä÷èíÿþùåé-
ñÿ ñòåïåííîìó çàêîíó (1), ñòàâèì ñëåäóþùóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó:

(
w (x; y) jy= � 0= f (x) � � (x 2 L) ; � yz jy= � 0= 0 ( x 2 L0) ;

w (x; y) ! 0ïðè x2 + y2 ! 1 ; L = f y = 0; � a 6 x 6 ag; L0 = R=L:
(2)

Çäåñüf (x) (x 2 [� a; a]) � çàäàííàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, � � àáñî-
ëþòíàÿ âåëè÷èíà æåñòêîé ñîñòàâëÿþùåé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â îòðèöàòåëüíîì
íàïðàâëåíèè îñè Oz, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ, L � ñëåä ïîëîñû íà çàìêíóòîé
ïîëóïëîñêîñòè � � = f�1 < x < 1 ; y 6 0g. Â ãðàíè÷íîé çàäà÷å (2) äîëæíà áûòü
çàäàíà ðàâíîäåéñòâóþùàÿ T íàïðÿæåíèé � (x):

aR

� a
� (x) dx = T (� yz jy= � 0= � � (x) x 2 [� a; a]) : (3)

Ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(3) ñâåäåì ê ðåøåíèþ ÍÑÈÓ. Ñ ýòîé öåëüþ âîñïîëüçóåìñÿ
ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [6], ñ÷èòàÿ, ÷òî ââåäåííûå òàì ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé � ( x; y)
è ôóíêöèÿ ïñåâäîíàïðÿæåíèé � ( x; y) âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íåïðåðûâíû â çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè. Ïî [6]

w (x; � 0) = �
K (m)

2

1R

�1
sign(x � u) ' (u) du (�1 < x < 1 ) ; ' (x) = @�

@x jy= � 0;

' (x) =
2

m � 1
m

�

aR

� a

� (u)du
u� x

(

� 2 (x) +
�

1
�

aR

� a

� (u)du
u� x

� 2
) 1� m

2m

;

(4)

îòêóäà

dw(x; � 0) =dx = � K (m) ' (x) ( �1 < x < 1 ) ; K (m) = 1 =2 (2=K0)1=m : (5)

Òåïåðü ïðè ïîìîùè (4)�(5) ðåàëèçóåì ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç (2), ïðåä-
âàðèòåëüíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî óñëîâèå ïî x. Â ðåçóëüòàòå, ïðèäåì ê ñëåäó-
þùåìó îïðåäåëÿþùåìó ÍÑÈÓ:

1
�

aR

� a

� (u)du
u� x

(

� 2 (x) +
�

1
�

aR

� a

� (u)du
u� x

� 2
) 1� m

2m

= � 2
1� m

m

K (m) f 0(x) ( � a < x < a ) : (6)

Ðåøåíèå ÍÑÈÓ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (3).
2. Ðåøåíèå îïðåäåëÿþùåãî ÍÑÈÓ (6). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôóíêöèîíàëüíû-

ìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèé � ( x; y) è � ( x; y) íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü îãðàíè÷åííîå íà
êîíöàõ èíòåðâàëà (� a; a) ðåøåíèå ÍÑÈÓ (6). Ïîñòóïèâ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî
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ñäåëàííîìó â [6] è âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûì ìåòîäîì íàõîæäåíèÿ îãðàíè÷åí-
íîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà [9], ïîëó÷èì íóæíîå ðåøåíèå (6):

� (x) =
2
p

a2 � x2

� [2K (m)]m

aR

� a

f 0(s)dsp
a2 � s2 (s� x)

(

[f 0(x)]2 + a2 � x2

� 2

�
aR

� a

f 0(s)ds
s� x

� 2
) m � 1

2

; (7)

ïðè÷åì ôóíêöèÿ f (x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

aR

� a
f 0(s) ds=

p
a2 � s2 = 0: (8)

Ðàññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé êîãäà f (x) = Ax 2 (A > 0). Î÷åâèäíî, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (8) óäîâëåòâîðÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, à èç (7) è (3) ïîñëå
ýëåìåíòàðíûõ âû÷èñëåíèé íàõîäèì

� (x) = [ aA=K (m)]m (2=a)
p

a2 � x2 (� a 6 x 6 a) ; [aA=K (m)]m = T=�a: (9)

Âòîðàÿ èç ôîðìóë (9) óñòàíàâëèâàåò çàâèñèìîñòü ìåæäó ïîëóäëèíîé èíòåðâà-
ëà (� a; a), ôèçè÷åñêîé êîíñòàíòîé K (m) è çàäàííîé ñèëîé T.

Â (9) ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû

� = x=a; A (m)
0 = aA; T0 = T=aK0; S0 = AT=�K 0 = A0T0=� ; � (m)

0 (� ) = � (a� ) =K0:

Â ðåçóëüòàòå ôîðìóëû (9) ïðèìóò, ñîîòâåòñòâåííî, âèä

� (m)
0 (� ) =

�
2A (m)

0

� 1� � p
1 � � 2 (j� j 6 1; � = 1 � m) ; A (m)

0 = (2 � S0)1=(2� � ) : (10)

Äàëåå çàéìåìñÿ âîïðîñîì îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà � . Ñ ýòîé öåëüþ ñíà÷àëà ïðè
ïîìîùè (9) ïî ôîðìóëå (4) âû÷èñëÿåì ôóíêöèþ ' (x). Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü,
ñîãëàñíî ïîñòàíîâêå çàäà÷è, � (x) = 0 ïðè jxj > a. Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæå-
íèåì èçâåñòíîãî èíòåãðàëà ñ ÿäðîì Êîøè, ïî (4) âû÷èñëèì ôóíêöèþ ' (x) è åå
âûðàæåíèå ïîäñòàâèì îïÿòü â ôîðìóëó (4) äëÿ w (x; � 0). Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé è ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì ïîëó÷èì

w(m)
0 (�; � 0) = A (m)

0 � 2 � � (m)
0 ; w(m)

0 (�; � 0) = w (a�; � 0) =a; (� = x=a; j� j 6 1) ;

� (m)
0 = �=a = A (m)

0
1 + m2

1 � m2
= A (m)

0
� 2 � 2� + 2

� (2 � � )
(� = 1 � m; 0 6 � < 1) :

(11)

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå òî÷íûå âûðàæåíèÿ îñíîâ-
íûõ âåëè÷èí ïîñòàâëåííîé íåëèíåéíîé ñìåøàííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è â áåçðàçìåð-
íîé ôîðìå âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè (10) è (11).

3. Ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñìåøàííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ïî ÎÏÑÏ. Ìåòî-
äîì ÎÏÑÏ ïîñòðîèì òàêæå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé íåëèíåéíîé
ñìåøàííîé çàäà÷è. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíûõ óðàâíåíèé ñíà÷àëà íàéäåì ðåøåíèå
çàäà÷è òèïà Ôëàìàíà äëÿ íåëèíåéíîãî ïî ñòåïåííîìó çàêîíó ïîëóïðîñòðàíñòâà
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ïðè àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè, êîãäà íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà â íà÷àëå êîîð-
äèíàò ïî îòðèöàòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè Oz äåéñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ñîñðåäîòî-
÷åííàÿ ñèëà Q. Ñ ýòîé öåëüþ â ôîðìóëó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç (4) è (5), ïîëîæèì
� (x) = Q� (x), ãäå� (x) � èçâåñòíàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ. Áóäåì èìåòü

� w (x; � 0) = ( Q=� )1=m K (m) 2(m� 1)=m (m=(1 � m)) jxj(m� 1)=m (jxj < 1 ) :

Îòñþäà, ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå îáîáùåííûå ïåðåìåùåíèÿ èëè ñêîðîñòè
wîá = [ � w (x; � 0)]m (w (x; � 0) < 0), ëèíåéíî çàâèñÿùèå îò Q, äëÿ ðàñïðåäåëåí-
íûõ êàñàòåëüíûõ ñèë èíòåíñèâíîñòè � (x) ïðèìåíèì îáû÷íûé ëèíåéíûé ïðèíöèï
ñóïåðïîçèöèè, à çàòåì âåðíåìñÿ ê w (x; � 0). Äàëåå, ðåàëèçóÿ ïåðâîå óñëîâèå ãðà-
íè÷íîé çàäà÷è (2), ïðèäåì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (ÈÓ) Êàðëåìàíà îòíîñè-
òåëüíî � (x):

H (m)
�

aR

� a

� (s)ds
jx� sj1� m = [ � � f (x)]m (� a < x < a ) ; H (m) = 1

K 0

�
m

1� m

� m
: (12)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (3).
Â ÈÓ (12) è â óñëîâèè (3) ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì: � = x=a;

� = s=a; � 0 (� ) = � (a� ) =K0: Â ðåçóëüòàòå îíè ïåðåéäóò, ñîîòâåòñòâåííî, â ÈÓ

1
�

1R

� 1

� 0 (� )d�
j� � � j � = g0 (� ) ( � 1 < � < 1; 0< � < 1)

g0 (� ) = ( �= (1 � � ))1� � [� 0 � f 0 (� )]1� � ; f 0 (� ) = f (a� ) =a; � 0 = �=a

(13)

è â óñëîâèå
1R

� 1
� 0 (� ) d� = T0 (T0 = T=aK0) : (14)

Ñ÷èòàÿ ôóíêöèþ f (x) ÷åòíîé, ðåøåíèå ÈÓ (13) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå
áåñêîíå÷íîãî ðÿäà ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè xn (n = 0; 1; 2; : : : ):

� 0 (� ) =
�
1 � � 2

� (� � 1)=2
1X

n=0

xnC �= 2
2n (� ) =

�
1 � � 2

� (� � 1)=2
G (� ) ( � 1 < � < 1) ;

ãäåC �= 2
2n (� ) � ìíîãî÷ëåíû Ãåãåíáàóýðà. Äàëåå èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ñïåêòðàëüíûå

ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ãåãåíáàóýðà èç [10], ïðè ïîìîùè óñëîâèÿ G (1) = 0
ìîæíî ïîñòðîèòü îãðàíè÷åííîå íà îòðåçêå [� 1; 1] ðåøåíèå ÈÓ (13) ïðè óñëî-
âèè (14). Îäíàêî äëÿ ïðîñòîòû çäåñü òàêîå ðåøåíèå ïîñòðîèì â óêàçàííîì âûøå
÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà f 0 (� ) = A0� 2 (A0 = aA), âçÿâ ôóíêöèþ g0 (� ) èç (13) â âèäå

g0 (� ) = ( �= (1 � � ))1� � �
� 1� �

0 � A0 (1 � � ) � � �
0 � 2

�
(� 1 6 � 6 1) : (15)

×òîáû íàéòè ðåøåíèå ÈÓ (13) ïðè ïðàâîé ÷àñòè (15) âîñïîëüçóåìñÿ óïîìÿíó-
òûìè ñïåêòðàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ C �= 2

0 (� ) ; C�= 2
2 (� ):

1
�

1R

� 1

d�
j� � � j � (1� � 2 ) (1 � � ) =2 = 1

cos(��= 2) ; (� 1 < � < 1)

1
�

1R

� 1

C �= 2
2 (� )d�

j� � � j � (1� � 2 ) (1 � � ) =2 = �( � +2)
2�( � ) cos(��= 2) C

�= 2
2 (� ) ; C �= 2

2 (� ) = �
�
1 + �

2

�
� 2 � �

2 ;
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ãäå� ( x) � èçâåñòíàÿ ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, è ðåàëèçóåì óñëîâèÿ îãðàíè÷åííî-
ñòè ðåøåíèÿ â òî÷êàõ � = � 1. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

� 0 (� ) =
�
2A1� �

0 =(1 + � )
�

cos (��= 2)
�
1 � � 2

� (� +1) =2
; � 0 = (1 � � ) A0=�: (16)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ áåçðàçìåðíîé ïîëóäëèíû A0 = aA èíòåðâàëà, ïðè êîòîðîé
èìååò ìåñòî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå (16), ïîäñòàâëÿeì ýòî ðåøåíèå â óñëîâèå (14).
Ïîñëå íåñëîæíûõ âûêëàäîê áóäåì èìåòü

A0 =
� p

�� (� + 2) � ( �= 2) S0=4� ((1 + � ) =2) cos (��= 2)
� 1=(2� � )

: (17)

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòèêè íåëèíåéíîé çàäà÷è ïî ìåòîäó ÎÏÑÏ äàþòñÿ
ôîðìóëàìè (16)�(17). Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ õàðàêòå-
ðèñòèê çàäà÷è ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè m, áëèçêèõ ê íóëþ (ïðè � , áëèçêèõ ê 1) îò-
êëîíåíèÿ ìåæäó íèìè çíà÷èòåëüíû, à ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ m ê 1 (� ê 1) ýòè
îòêëîíåíèÿ çàìåòíî óìåíüøàþòñÿ.
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ÌÅÒÀËËÎÑÎÄÅÐÆÀÙÈÕ ÌÈÊÐÎ×ÀÑÒÈÖ

Íàñåäêèí À. Â., Íàñåäêèíà À. À., Ðûáÿíåö À. Í.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà òåõíèêà îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ìèêðîïî-
ðèñòîãî ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ ïîëíîñòüþ ìåòàëëèçèðîâàííûìè ïîâåðõíîñòÿ-
ìè ïîð, îñíîâàííàÿ íà ìîäåëèðîâàíèè ñòðóêòóðû ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà, ìåòîäå ýô-
ôåêòèâíûõ ìîäóëåé ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ è íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ãîìîãåíèçàöèè ïðèìåíÿëñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé êîìïëåêñ ANSYS.
Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòàëëèçàöèè íà ãðàíèöàõ ïîð ñ êåðàìè÷åñêîé ìàòðèöåé çàäàâàëèñü
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîäîâ. ×èñëåííî èññëåäîâàíî âëèÿíèå ìåòàëëèçàöèè
ïîâåðõíîñòåé ïîð íà çíà÷åíèÿ âàæíåéøèõ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé äëÿ ïîðèñòîé ïüåçîêå-
ðàìèêè PZT-4.

Ââåäåíèå. Ïüåçîêåðàìè÷åñêèå êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû è, â ÷àñòíîñòè, ïî-
ðèñòûå ïüåçîêåðàìè÷åñêèå ìàòåðèàëû c óëó÷øåííûìè ýêñïëóàòàöèîííûìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè àêòèâíî ðàçðàáàòûâàþòñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû [1, 2]. Íåäàâíî â [3] áûë
ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé ìåòîä òðàíñïîðòà ìèêðî- è íàíî÷àñòèö ðàçëè÷íûõ âå-
ùåñòâ â, ñîîòâåòñòâåííî, ìèêðî- è íàíîïîðèñòûå ïüåçîêåðàìè÷åñêèå ìàòåðèàëû.
Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà ìîæíî ïîëó÷àòü ïîðèñòûå ïüåçîêåðàìè-
÷åñêèå ìàòåðèàëû, âíóòðè êîòîðûõ íà ãðàíèöàõ êåðàìè÷åñêîé ìàòðèöû ñ ïîðàìè
îñàæåíû ìèêðî- èëè íàíî÷àñòèöû èç ìåòàëëà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïî ðàñ÷åòó ýôôåê-
òèâíûõ ñâîéñòâ òàêèõ ìèêðîïîðèñòûõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Èññëåäî-
âàíèå ïðîâåäåíî íà îñíîâå êîìïëåêñíîãî ïîäõîäà [4], âêëþ÷àþùåãî ìåòîä ýôôåê-
òèâíûõ ìîäóëåé, ìîäåëèðîâàíèå ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ, êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå
ðåøåíèå íàáîðà ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà ñî ñïåöèàëüíûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è ïîñòïðîöåññîðíóþ îáðàáîòêó ðåçóëüòàòîâ.

1. Òåõíîëîãèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé íà
ïåðâîì ýòàïå ìîäåëèðîâàëñÿ ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì 
 ïîðèñòîãî ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêîãî ìàòåðèàëà 3-0 ñâÿçíîñòè â âèäå êóáè÷åñêîé ðåøåòêè ðàçìåðàL � L � L,
ñîñòîÿùåé ïî êàæäîé èç ñòîðîí ðåøåòêè èç nc ãåîìåòðè÷åñêè èäåíòè÷íûõ ýëåìåí-
òàðíûõ êóáè÷åñêèõ ÿ÷ååê
 c ðàçìåðà lc � lc � lc (lc = L=nc). Êàæäàÿ èç ýëåìåíòàð-
íûõ ÿ÷ååê â ñâîþ î÷åðåäü ñîñòîèò èç 27 ãåêñàýäðàëüíûõ âîñüìèóçëîâûõ êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ (ðèñ. 1, à, á). Öåíòðàëüíûé êóáè÷åñêèé ýëåìåíò ÿ÷åéêè èìååò ëèíåé-
íûé ðàçìåð lp, îïðåäåëÿåìûé ÷åðåç êîýôôèöèåíò kp è äëèíó lc ñòîðîíû ÿ÷åéêè:
lp = kplc. Ýòîò öåíòðàëüíûé ýëåìåíò ìîæåò èìåòü ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà ïëîò-
íîé ïüåçîêåðàìèêè èëè ìîæåò áûòü îáúÿâëåí ïîðîé, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå 26
ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿþò êàðêàñ ÿ÷åéêè è ìîãóò èìåòü òîëüêî ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå
ñâîéñòâà ïëîòíîé ïüåçîêåðàìèêè.
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Ðèñóíîê 1 � Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà: ( à) ñîñòàâëÿþùèå ýëåìåíòû ÿ÷åéêè, ( á) ÿ÷åéêà â ñáîð-
êå; è ïðèìåð ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà: ( â) âåñü îáúåì, ( ã) ýëåìåíòû � ïîðû (ðèñóíêè
à, á è â, ã ïðèâåäåíû â ðàçíûõ ìàñøòàáàõ).

Ïîñëå òðàíñëÿöèè ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ïî òðåì êîîðäèíàòíûì îñÿì ïî nc ðàç
ãåíåðèðóåòñÿ êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêà
 . Çàòåì â ñîîòâåòñòâèå ñ ïðåäïîëàãàåìîé ïî-
ðèñòîñòüþ ps äàò÷èêîì ñëó÷àéíûõ ÷èñëå âûáèðàþòñÿ Np öåíòðàëüíûõ êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ÿ÷ååê, è èõ ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà ìîäèôèöèðóþòñÿ íà ñâîéñòâà ïîð.
Åñëè ïðèíÿòü Np = [ ps(kp=nc)3], ãäå[:::] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, òî èñòèííàÿ ïîðè-
ñòîñòüp = ( Npl3

p)=(n3
cl3

c) = Np(kp=nc)3 áóäåò íåìíîãî îòëè÷àòüñÿ îò ps, íî, íàïðè-
ìåð, ïðè nc = 10, kp = 0:9 äëÿ ps = 0:1 � p = 0:09987, à äëÿ ps = 0:5 � p = 0:50009.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ps � p.

Îäèí èç âàðèàíòîâ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà, ïîñòðîåííîãî ïî îïèñàííîìó àë-
ãîðèòìó ïðè nc = 10, kp = 0:9, ps = 0:1 ïðèâåäåí íà ðèñ. 1 ( â, ã). Îòìåòèì, ÷òî
ýëåìåíòû � ïîðû 
 pi (i = 1; 2; :::; Np) âûáèðàþòñÿ ñðåäè öåíòðàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ ÿ÷ååê ñëó÷àéíûì îáðàçîì, è ïîýòîìó ïðè ñëåäóþùåì ïðîõîäå àëãîðèòìà èõ
ðàñïîëîæåíèå (ðèñ. 1, â) ìåíÿåòñÿ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì ïîðèñòîãî ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ çàìêíóòîé ïîðèñòîñòüþ (ïîðèñòîñòüþ 3-0) ñòîõàñòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû. Â ýòîì îáúåìå èìååòñÿ Np ýëåìåíòîâ � ïîð 
 pi , âñå ãðàíè� pi = @
 pi

êîòîðûõ ïîëíîñòüþ êîíòàêòèðóþò ñ ãðàíèöàìè ñîñåäñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðè-
öû êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà.

Â ñîîòâåòñòâèå ñ ìåòîäîì ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñòàòè÷åñêîé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè â îáúåìå 


L � (r ) � T = 0; r � D = 0; T = cE � S � e� � E; D = e � S + " S � E; (1)

S = L(r ) � u; E = �r '; r =

8
<

:

@1

@2

@3

9
=

;
; L � (r ) =

2

4
@1 0 0 0 @3 @2

0 @2 0 @3 0 @1

0 0 @3 @2 @1 0

3

5 ; (2)

ãäåT = f � 11; � 22; � 33; � 23; � 13; � 12g � ìàññèâ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé � ij ; D � âåêòîð
ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè; S = f "11, "22, "33, 2"23, 2"13, 2"12g � ìàññèâ êîìïîíåíò
äåôîðìàöèé " ij ; E � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; u � âåêòîð-
ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé; ' � ôóíêöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà; cE � 6 � 6 ìàò-
ðèöà óïðóãèõ æåñòêîñòåé, èçìåðåííûõ ïðè ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå; e �
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3 � 6 ìàòðèöà ïüåçîìîäóëåé; " S � 3 � 3 ìàòðèöà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìî-
ñòåé, èçìåðåííûõ ïðè ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèÿõ; x � âåêòîð ïðîñòðàíñòâåííûõ
êîîðäèíàò; (:::)� � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ äëÿ ìàòðèö è âåêòîðîâ.

Íà âíåøíåé ãðàíèöå � = @
 ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ïðèìåì ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ

u = L � (x) � S0; ' = � x � E0; x 2 � ; (3)

ãäåS0 è E0 � ïîñòîÿííûå ìàññèâû (âåêòîðû) ðàçìåðíîñòè 6 è 3, ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ îáû÷íîé ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè íà ãðàíèöàõ ïîð è ìàòðèöû äîëæíû

âûïîëíÿòüñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ

n � D = 0; x 2 � pi ; i = 1; 2; :::; Np : (4)

Îäíàêî â çàäà÷å ñ ïîëíîé ìåòàëëèçàöèåé ïîð ãðàíèöû � pi íóæíî ñ÷èòàòü ýêâè-
ïîòåíöèàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè, è äëÿ íèõ âìåñòî (4) íóæíî èñïîëüçîâàòü óñëî-
âèÿ

' = � i ; x 2 � pi ;
Z

� pi

n � D d� = 0 ; (5)

ãäå� i � íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà, åäèíîå íà êàæäîé ïîâåðõíîñòè � pi .
Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò çàäà÷è ñ îáû÷íîé ïîðèñòîñòüþ ê çàäà÷å ñ ìåòàë-

ëèçàöèåé ãðàíèö ïîð ôîðìàëüíî ñîñòîèò â çàìåíå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4) äëÿ
íåýëåêòðîäèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé íà óñëîâèÿ (5) äëÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîäîâ � pi .

Â ñëó÷àå ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè êëàññà 6mm, ÷òîáû îïðåäåëèòü äåñÿòü åå
íåçàâèñèìûõ ýôôåêòèâíûõ êîíñòàíò ( cE e�

11 , cE e�
12 , cE e�

13 , cE e�
33 , cE e�

44 , ee�
15, ee�

31, ee�
33,

"S e�
11 , "S e�

11 ), äîñòàòî÷íî ðåøèòü ïÿòü ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ (1)�(4) èëè (1)�(3), (5)
ñ ðàçëè÷íûìè S0 è E0, ïîëîæèâ â êðàåâûõ óñëîâèÿõ (3) îäíó èç êîìïîíåíò S0� ,
E0i (� = 1; :::; 6; i = 1; 2; 3) îòëè÷íîé îò íóëÿ ( h:::i = (1 =j
 j)

R

 (:::) d
 ):

I) S01 = "0; S0� = 0; � 6= 1; E0 = 0 ) cE e�
1j = h� jj i ="0; j = 1; 2; 3; ee�

31 = hD3i ="0;
II) S03 = "0; S0� = 0; � 6= 3; E0 = 0 ) cE e�

j 3 = h� jj i ="0; j = 1; 2; 3; ee�
33 = hD3i ="0;

III) S04 = 2"0; S0� = 0; � 6= 4; E0 = 0 ) cE e�
44 = h� 23i =(2"0); ee�

15 = hD2i =(2"0);
IV) S0 = 0; E0 = E0 e1 ) ee�

15 = �h � 13i =E0; "S e�
11 = hD1i =E0;

V) S0 = 0; E0 = E0 e3 ) ee�
3j = �h � jj i =E0; j = 1; 2; 3; "S e�

33 = hD3i =E0.
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà èñïîëü-

çîâàëñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANSYS, ïðè÷åì âñÿ
òåõíîëîãèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áûëà ðåàëèçîâàíà ïðîãðàììíî íà ÿçûêå APDL ANSYS.

2. Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå. Ðàñ÷åòû ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé áûëè ïðîâå-
äåíû â ANSYS 11.0 äëÿ ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè PZT-4 ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíè-
ÿìè ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò ìàòðèöû ìàòåðèàëà: cE

11 = 13:9 � 1010, cE
12 = 7:78� 1010,

cE
13 = 7:74 � 1010, cE

33 = 11:5 � 1010, cE
44 = 2:56 � 1010 (Í/ì 2); e33 = 15:1, e31 = � 5:2,

e15 = 12:7 (Êë/ì 2); "S
11 = 730"0, "S

33 = 635"0, "0 = 8:85� 10� 12 (Ô/ì) � äèýëåêòðè÷å-
ñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà. Äëÿ ïîð çàäàâàëèñü ïðåíåáðåæèìî ìàëûå âåëè÷èíû
óïðóãèõ ìîäóëåé cE

��;p = �c E
�� , ïüåçîìîäóëåé ei�;p = � (� 1 Êë/ì 2) è "S

ii;p = "0. Ïðåä-
ñòàâèòåëüíûé îáúåì ãåíåðèðîâàëñÿ ïðè ÷èñëå ÿ÷ååê nc = 10 ïî êàæäîé ñòîðîíå
ñ êîýôôèöèåíòîì kp = 0:9.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé èëëþñòðèðóþò ðèñ. 2, 3, ãäå r (cE
�� ) =

cE e�
�� =cE

�� � çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé cE e�
�� , îòíåñåííûå ê ñîîòâåòñòâóþùèì
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çíà÷åíèÿì ìîäóëåé cE
�� ñïëîøíîé êåðàìèêè, è ò. ä. Íèæíèé èíäåêñ ¾ u¿ îáîçíà÷à-

åò îòíîñèòåëüíûå âåëè÷èíû äëÿ êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà áåç ìåòàëëèçàöèè ïîð,
à íèæíèé èíäåêñ ¾m¿ � îòíîñèòåëüíûå âåëè÷èíû äëÿ ìàòåðèàëà ñ ïîëíîé ìåòàë-
ëèçàöèåé ïîâåðõíîñòåé ïîð.

Ðèñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ æåñòêîñòåé ( a) è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðî-
íèöàåìîñòåé ( b) îò ïîðèñòîñòè.

Êàê âèäíî (ðèñ. 2, à), çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ æåñòêîñòåé cE e�
�� óáûâàþò ñ ðî-

ñòîì ïîðèñòîñòè p, êàê äëÿ îáû÷íîãî ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà, òàê è äëÿ ïîðèñòîãî
ìàòåðèàëà ñ ìåòàëëèçàöèåé ïîð, ïðè÷åì ýòî óáûâàíèå íåìíîãî áîëåå ñèëüíîå äëÿ
ìîäóëåé (cE e�

11 )m , ÷åì äëÿ ìîäóëåé (cE e�
33 )m . Ìåæäó òåì (ðèñ. 2, á), ýôôåêòèâ-

íûå ìîäóëè äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé îáû÷íîé ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè
óáûâàþò ñ ðîñòîì ïîðèñòîñòè, íî ýôôåêòèâíûå ìîäóëè äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíè-
öàåìîñòåé ïüåçîêåðàìèêè ñ ìåòàëëèçèðîâàííûìè ïîðàìè, íàîáîðîò, âîçðàñòàþò
ñ ðîñòîì ïîðèñòîñòè, ïðè÷åì ìîäóëü ("S e�

11 )m ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì ìîäóëü ("S e�
33 )m .

Åùå áîëåå èíòåðåñíî ïîâåäåíèå ïüåçîìîäóëåé (ðèñ. 3). Òàê, ïüåçîìîäóëè (ee�
33)u

è (ee�
31)u äëÿ îáû÷íîé ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè óáûâàþò ñ ðîñòîì ïîðèñòîñòè. Îä-

íàêî, äëÿ ïüåçîêåðàìèêè ñ ìåòàëëèçèðîâàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïîð ïüåçîìîäóëü
(ee�

33)m òàêæå óáûâàåò ñ ðîñòîì p, ïðè÷åì áîëåå áûñòðî, ÷åì (ee�
33)u, â òî âðåìÿ

êàê ïüåçîìîäóëü (ee�
31)m âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ïîðèñòîñòè. Äëÿ ïüåçîìîäóëÿ (de�

33)u

îáû÷íîé ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè èçâåñòíî [2, 4, 5] åãî âàæíîå ñâîéñòâî ñëàáîé
çàâèñèìîñòè îò ïîðèñòîñòè, õîòÿ çíà÷åíèÿ ïüåçîìîäóëÿ (de�

31)u óáûâàþò ïî ìîäó-
ëþ ñ ðîñòîì p. Äëÿ ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè ñ ìåòàëëèçèðîâàííûìè ïîðàìè, êàê
âèäíî èç ðèñ. 3, á), çíà÷åíèÿ ïüåçîìîäóëåé (de�

33)m è (� de�
31)m âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì

p, ïðè÷åì (� de�
31)m ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì(de�

33)m . Òàê, ïðè ïîðèñòîñòè 50 % ( p = 0:5)
ýôôåêòèâíûé ïüåçîìîäóëü (� de�

31)m ïî÷òè â äâà ðàçà ïðåâîñõîäèò àíàëîãè÷íîå
çíà÷åíèå äëÿ ñïëîøíîé êåðàìèêè.

Ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ â çàâèñèìîñòÿõ ìîäóëåé îò ïîðèñòîñòè, ñâÿçàííûå ñ íà-
ïðàâëåíèåì ïîëÿðèçàöèè êåðàìèêè x3 è ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèåì x1, ìîæíî îáú-
ÿñíèòü òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàëèñü ïîðû ñ îäèíàêîâûìè ðàçìåðàìè ïî òðåì êîîð-
äèíàòíûì îñÿì. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîùàäè ìåòàëëèçîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé ïîð â íà-
ïðàâëåíèè ïîëÿðèçàöèè êåðàìèêè x3 îêàçûâàþòñÿ ìåíüøå, ÷åì â ñîâîêóïíîñòè
òðàíñâåðñàëüíûõ íàïðàâëåíèé x1 è x2. Ïîýòîìó èíòåãðàëüíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå
(5) áóäåò äàâàòü ðàçëè÷íûå ýôôåêòû ñâÿçàííîñòè â íàïðàâëåíèè ïîëÿðèçàöèè
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Ðèñóíîê 3 � Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíûõ ïüåçîìîäóëåé e3j (à) è d3j (á) îò ïîðèñòîñòè.

è â òðàíñâåðñàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îäíàêî îáúÿñíåíèå ìíîãèõ äðóãèõ ïîâåäåíèé
ìàòåðèàëüíûõ ìîäóëåé îò ïîðèñòîñòè òðåáóåò åùå áîëåå ïîëíîãî àíàëèçà.

Èòàê, ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ìèêðîïîðèñòàÿ ïüåçî-
êåðàìèêà ñ ìåòàëëèçèðîâàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïîð èìååò öåëûé ðÿä íåîáû÷-
íûõ ñâîéñòâ, ïåðñïåêòèâíûõ äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé. Äàëüíåéøåå
ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ áîëåå àäåêâàòíûìè ñòðóêòóðàìè
ïðåäñòàâèòåëüíûì îáúåìîâ, ñ ó÷åòîì ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìåòàëëèçèðîâàííûõ
ïîâåðõíîñòåé ïîð è ðàçìåðíûõ ýôôåêòîâ ïðè ïåðåõîäå íà íàíîóðîâåíü.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÐÔÔÈ • 16-01-00785.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[1] Topolov V. Yu., Bowen C. R. Electromechanical Properties in Composites Based on
Ferroelectrics. London: Springer, 2009. 202 p.

[2] Rybyanets A. Porous piezoelectric ceramics � A historical overview // Ferroelectrics.
2011. V. 419 (1). P. 90�96.

[3] Rybyanets A. N., Naumenko A. A.Nanoparticles transport in ceramic matrixes: a novel
approach for ceramic matrix composites fabrication / Physics and Mechanics of New
Materials and Their Applications. Eds. I. A. Parinov, S.-H. Chang. N.-Y.: Nova Science
Publishers, 2013. P. 3�18.

[4] Nasedkin A. V., Shevtsova M. S.Some �nite element methods and algorithms for solving
acousto-piezoelectric problems / Piezoceramic materials and devices. Ed. I. A. Parinov.
N.-Y.: Nova Science Publishers, 2011. P. 231�254.

[5] Rybyanets A. N., Nasedkin A. V. Complete characterization of porous piezoelectric
ceramics properties including losses and dispersion // Ferroelectrics. 2007. V. 360 (1).
P. 57�62.

Nasedkin A. V., Nasedkina A. A., Rybyanets A. N. Models of microporous piezo-
electric composites produced by the method of transport of metal-containing microparticles.
The paper considers the technique of determining e�ective characteristics of microporous
piezoceramic material with fully metallized pore surfaces based on the simulation of the
structure of the representative volume, the e�ective moduli method and the �nite element
approach. Finite element package ANSYS has been used for the numerical solution of the
homogenizing problem. The in�uence of the pore surface metallization on the values of the
most important e�ective moduli for porous piezoceramics PZT-4 is investigated numerically.



Ê ÒÅÎÐÈÈ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÎ
ÍÀÏÐßÆÅÍÍÛÕ ÏÜÅÇÎÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÅË

Íåäèí Ð. Ä.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Âëàäèêàâêàçñêèé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ

Ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå ôîðìóëèðîâêè êðàåâîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ íåîäíîðîäíî-
ãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïðåäâàðèòåëüíîì íàïðÿæåííî�äåôîðìèðî-
âàííîì ñîñòîÿíèè. Íà îñíîâå ñôîðìóëèðîâàííîãî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ïîñòðîåíà ïî-
ñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷ îá óñòàíîâèâøèõñÿ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ íåîäíîðîäíîãî ïüå-
çîóïðóãîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî ñòåðæíÿ.

1. Ââåäåíèå. Çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè óïðóãèõ è ýëåêòðîóïðóãèõ âîëí â èçî-
òðîïíûõ, àíèçîòðîïíûõ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëàõ èçó÷àþòñÿ äîâîëüíî
äàâíî [1�3]. Â ïüåçîýëåêòðèêàõ ÷àñòî îáðàçóåòñÿ íåó÷òåííîå íàïðÿæåííî äåôîð-
ìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå (ÏÍÄÑ) â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà, ïðîâåäåíèÿ òåõíîëîãè-
÷åñêèõ îïåðàöèé, â ðåçóëüòàòå ìåõàíè÷åñêèõ èëè òåìïåðàòóðíûõ âîçäåéñòâèé.
Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä
ïîäõîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ ÏÍÄÑ â òåëàõ, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â ìèðîâîé ëèòåðà-
òóðå íàáëþäàåòñÿ íåõâàòêà îáçîðíûõ ñòàòåé èëè ìîíîãðàôèé ïî ýòîé òåìå. Îäèí
èç íàèáîëåå ïîëíûõ îáçîðîâ ïî ýòîé òåìå áûë ñîñòàâëåí Æ. Á. Êóàíãîì [4], â êî-
òîðîì ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ ìîäåëü ÏÍ äëÿ çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè. Â òî æå âðåìÿ
âîïðîñ î òîì, êàêèå èìåííî ìîäåëè àäåêâàòíî îïèñûâàþò íàëè÷èå ÏÍ â óïðóãèõ
è ýëåêòðîóïðóãèõ òåëàõ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíóþ ïðîáëåìó ìåõàíèêè äåôîð-
ìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà [5].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà îáùàÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ ïîñòàíîâêà î êî-
ëåáàíèÿõ ýëåêòðîóïðóãîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî òåëà, ñôîðìóëèðîâàíû
îáùàÿ ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà è îäèí âàðèàíò âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà, íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ îáùèõ òåîðåòè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ ñôîðìóëèðîâà-
íà ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ ïüåçîóïðóãîãî
íåîäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî ñòåðæíÿ.

2. Îáùàÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ ïîñòàíîâêà. Ðàññìîòðèì ïüåçîýëåêòðè÷åñêîå
òåëî, êîòîðîå â íà÷àëüíîé äåôîðìèðîâàííîé êîíôèãóðàöèè � 0 ñîäåðæèò ïðåäâà-
ðèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ (ÏÍ) è äåôîðìàöèè. Âîçìóùàÿ òåëî â íà÷àëüíîé êîíôèãó-
ðàöèè è íàêëàäûâàÿ íà íåå ìàëûå äåôîðìàöèè, ïîëó÷èì âîçìóùåííóþ (òåêóùóþ)
êîíôèãóðàöèþ � , â êîòîðîé òåëî èìååò îáúåì V, îãðàíè÷åííûé êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé S = Su [ S� , S = SD [ S� , ãäå Su � çàùåìëåííàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè,
S� � ÷àñòü ïîâåðõíîñòè, íàãðóæåííàÿ ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêîé, SD è S� � ñî-
îòâåòñòâåííî íåýëåêòðîäèðîâàííàÿ è ýëåêòðîäèðîâàííàÿ ÷àñòè ïîâåðõíîñòè. Ïðè
ýòîì â êà÷åñòâå îòñ÷åòíîé áóäåì ñ÷èòàòü åñòåñòâåííóþ íåäåôîðìèðîâàííóþ êîí-
ôèãóðàöèþ. Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â ìîíîãðàôèè [4], ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ëèíåàðèçîâàííóþ ïîñòàíîâêó êðàåâîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ýëåêòðî-
óïðóãîãî òåëà ïðè ó÷åòå ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ìåòðèêå
âîçìóùåííîé êîíôèãóðàöèè � :
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r � ~T = � •u ; r � D = 0; ~T = � + � � r u0 + � 0 � r u;

� = Ĉ � " � ê � E; D = e� � " + � � � E; (1)

n � ~T
�
�
�
S�

= P; ujSu
= 0; n � D jSD

= 0; ' jS�
= � V0:

ãäå r : = ik
@ :
@xk

� íàáëà-îïåðàòîð â ìåòðèêå åñòåñòâåííîé íåäåôîðìèðîâàííîé
êîíôèãóðàöèè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïðè ýòîì ãðàäèåíò äåôîðìàöèè
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå F = r R = im

@R
@xm

= @Xn
@xm

im in , Oi1i2i3 � îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ, ~T = ~Tij i i i j � íåñèììåòðè÷íûé äîáàâî÷íûé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû,
E = �r ' � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, D = Dk ik � âåêòîð ýëåê-
òðè÷åñêîé èíäóêöèè, � = � ij i i i j � äîáàâî÷íûé òåíçîð îáúåêòèâíûõ íàïðÿæåíèé,
� 0 = � 0

ij i i i j � òåíçîð ÏÍ, u = uk ik � äîáàâî÷íûé âåêòîð ìàëûõ ïåðåìåùåíèé,
u0 = u0

k ik � âåêòîð ïðåäâàðèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé (ÏÏ), � � ïëîòíîñòü òåëà,
n = nk ik � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå òåëà S, P = Pk ik � âåêòîð àêòèâ-
íîé ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé ê òåëó, � ' = ' jS+

� ' jS�
= 2V0 � ïîä-

âåäåííàÿ ê ýëåêòðîäàì ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ. Â ýòîé ïîñòàíîâêå ââåäåíû òåíçîðû
ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé Ĉ = Ĉijkl i i i j ik i l , ê = êmij im i i i j , e� = e�

mij im i i i j è � � = � �
mn im in ,

êîìïîíåíòû êîòîðûõ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Ĉijkl = Cijkl + C0
ijkl ; êmij = emij + ê0

mij ; e�
mij = emij + e0

mij ; � �
mn = � mn + � 0

mn ;
C0

ijkl = Cijml u0
k;m + Cijklmn u0

m;n + emijkl ' 0
;m ; ê0

mij = emijkl u0
k;l � lmnij ' 0

;n ; e0
mij = emnj u0

i;n +
emijkl u0

k;l � lmnij ' 0
;n ; � 0

mn = lmnij u0
i;j � � mnj ' 0

;j :
Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû Cijkl îáðàçóþò òåíçîð êëàññè÷åñêèõ óïðóãèõ ïîñòîÿí-

íûõ, Cijklmn � òåíçîð íåëèíåéíûõ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ 6-ãî ðàíãà, emij � òåíçîð
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ, emijkl � òåíçîð íåëèíåéíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
ïîñòîÿííûõ, � mn � òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, � mnj � òåíçîð íåëè-
íåéíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, lmnij � òåíçîð ýëåêòðîñòðèêöèîííûõ
ïîñòîÿííûõ.

Ïîñòàíîâêà (1) ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûé ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêèé ìàòåðèàë ñ ïðîèçâîëüíûì òèïîì ìàòåðèàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè,
â ÷àñòíîñòè, ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî îïèñûâàòü ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíî-
ãðàäèåíòíûõ ïüåçîýëåêòðèêîâ (ÔÃÏÝ), çàäàâàÿ íåîäíîðîäíûå çàêîíû èçìåíåíèÿ
óïðóãèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ìîäóëåé, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê.

3. Ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà. Â ðÿäå ñëó÷àåâ óäîáíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ïîñòàíîâ-
êó èñõîäíîé çàäà÷è â ñëàáîé ôîðìå; ýòî ïîëåçíî ïðè ðåøåíèè ÷àñòíûõ çàäà÷ ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé äëÿ ðåøåíèÿ
îáðàòíûõ çàäà÷ ïî èäåíòèôèêàöèè ìåõàíè÷åñêèõ èëè ýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ [5].
Â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïüåçîóïðóãîãî òåëà, ïðåäñòàâëÿÿ ïåðåìåùå-
íèÿ è ïîòåíöèàë â âèäå ui (xk ; t) = ui (xk)e� i!t è ' (xk ; t) = ' (xk)e� i!t , ïîñëå îòäåëå-
íèÿ âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ e� i!t óðàâíåíèÿ èç (1) äëÿ âîçìóùåííîé êîíôèãóðàöèè
ïðèìóò âèä

Tij;j + �! 2ui = 0; D i;i = 0: (2)
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Ïðåäñòàâèì îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ òåíçîðà Ïèîëû â âèäå

Tij = � ij + � ij ; � ij = u0
i;m � mj + ui;m � 0

mj :

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîáíûå ôóíêöèè vi è  , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì
ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: vi jSu

= 0;  jS�
= 0: Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ òåõ-

íèêó, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëàáóþ ïîñòàíîâêó èñõîäíîé çàäà÷è, ðàçäåëèâ èíòåãðàë
âíóòðåííåé ýíåðãèè íà äâå ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíîìó è òåêóùåìó ñî-
ñòîÿíèÿì:
Z

V

�
t ij " v

ij + dk  ;k
�

dV+
Z

V

��
t0
ij + � ij

�
vi;j + d0

k  ;k
�

dV =
Z

S�

Pi vi dS+
Z

V

�! 2ui vi dV ; (3)

ãäå" v
ij = 1

2 (vi;j + vj;i ) � òåíçîð ìàëûõ äåôîðìàöèé äëÿ ïðîáíîé ôóíêöèè vi , vi;j �
òåíçîð äèñòîðñèè äëÿ ïðîáíîé ôóíêöèè vi , � ij = t ij + t0

ij ; t ij = Cijkl uk;l + emij ' ;m ;
t0
ij = C0

ijkl uk;l + ê0
mij ' ;m ; Dk = dk + d0

k ; dk = ekij ui;j � � kn ' ;n ; d0
k = e0

kij ui;j � � 0
kn ' ;n ;

� ij = u0
i;m

�
tmj + t0

mj

�
+ ui;m � 0

mj :
4. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï. Íà îñíîâå ïðèâåäåííîé ñëàáîé ïîñòàíîâêè (3)

ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îáùèé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ ïüåçîóïðóãîãî íåîäíî-
ðîäíîãî òåëà â óñëîâèÿõ ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðîáíûõ ôóíêöèé vi è  âàðèàöèè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ôóíêöèé ïåðåìåùåíèÿ �u i è ïîòåíöèàëà �' , óäîâëåòâîðÿþùèå ãëàâíûì
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàäà÷è. Â ðÿäå ñëó÷àåâ óäîáíî ðàçëîæèòü êâàäðàòè÷íûé
ôóíêöèîíàë �̂ íà äâå ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíîìó è âîçìóùåííîìó ñî-
ñòîÿíèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ôîðìóëèðîâêó âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà â ñëå-
äóþùåì âèäå:

�
�
� + � 0 � ! 2K � R

�
= 0; (4)

� =
Z

V

�
1
2

Cijkl ui;j uk;l + ekij ' ;kui;j �
1
2

� kn ' ;k ' ;n

�
dV ;

� 0 =
Z

V

�
1
2

~C0
ijkl ui;j uk;l + e0

kij ' ;kui;j �
1
2

� 0
kn ' ;k ' ;n

�
dV ;

K =
1
2

Z

V

�u 2
i dV ; R =

Z

S�

Pi vi dS;

ãäå � è � 0 � ýíåðãèè âîçìóùåííîãî è íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî.
Â ýòîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíûå ìîäóëè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

~C0
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Èñõîäÿ èç ïîëó÷åííîãî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå. Ñðåäè âñåõ êèíåìàòè÷åñêè âîçìîæíûõ ïîëåé ñìåùåíèé è ïîòåíöè-
àëà, èñòèííûå äîñòàâëÿþò ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ñëåäóþùåìó ôóíêöèîíàëó:

� 3 = � + � 0 � ! 2K � R:
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Íà îñíîâå ïîñòðîåííûõ îáùèõ ñëàáûõ è âàðèàöèîííûõ ïîñòàíîâîê ìîæíî ïî-
ëó÷àòü ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ ïðåäâàðèòåëüíî íà-
ïðÿæåííûõ ýëåêòðîóïðóãèõ òåë, ïðèíÿâ ñîîòâåòñòâóþùèå óïðîùàþùèå ãèïîòå-
çû. Òàêæå ýòè ïîñòàíîâêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ñî-
îòíîøåíèé âçàèìíîñòè, îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé è èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ äëÿ
ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ïî èäåíòèôèêàöèè ôàêòîðîâ íà÷àëüíîãî
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èëè ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé.

5. Çàäà÷à î ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî
íåîäíîðîäíîãî ïüåçîóïðóãîãî ñòåðæíÿ. Ðàññìîòðèì ïüåçîóïðóãèé ñòåðæåíü
äëèíû l, êîíñîëüíî çàêðåïëåííûé îäíèì êîíöîì, â ðåæèìå óñòàíîâèâøèõñÿ êî-
ëåáàíèé, âûçûâàåìûõ ïðîäîëüíîé ñèëîé Pei!t , ïðèëîæåííîé ê ñâîáîäíîìó êîíöó.
Ñòåðæåíü íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ íåîäíîðîäíîãî îäíîîñíîãî ÏÍÄÑ, õàðàêòåðèçó-
åìîãî êîìïîíåíòîé òåíçîðà ÏÍ � 0

11 = � 0
11(x) è ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòîé âåêòîðà

ÏÏ u0
1 = u0

1(x), îñòàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ÏÍ è âåêòîðà ÏÏ ïîëîæèì ðàâíû-
ìè íóëþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåîäíîðîäíîñòü ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ
òåì, ÷òî ìîäóëü Þíãà E è ïüåçîìîäóëü d íåîäíîðîäíû â íàïðàâëåíèè îñåâîé êî-
îðäèíàòû x. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåì ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:

' = ' (x); u1 = u(x); u2 = u3 = 0; u0
1 = u0(x); u0

2 = u0
3 = 0; � 0

11 = � 0
11(x) 6= 0:

Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îòñóòñòâèþ ýëåêòðîäîâ íà
òîðöàõ ñòåðæíÿ: D(0) = 0 ; D(l) = 0 : Íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (4) ìîæíî
ïîëó÷èòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è äëÿ îïèñàííîãî ñòåðæíÿ, ïðèìåíèâ âûøåîïèñàííûå
ãèïîòåçû. Â ñëó÷àå ïîñòàâëåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìîæíî âûðàçèòü ïðîèçâîä-
íóþ ïîòåíöèàëà ÷åðåç ïåðåìåùåíèå, óäîâëåòâîðèâ ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì: ' 0 = d�

� u0. Òîãäà ïîñòàíîâêó çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèè ïåðåìåùåíèÿ, èñêëþ÷èâ ïîòåíöèàë:
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, 1 d� = d(1 + u0

0) � ýôôåêòèâíûé ìîäóëü óïðóãîñòè
è ýôôåêòèâíûé ïüåçîìîäóëü, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäàâàÿ îïðåäåëåííûé âèä íåîäíîðîäíîñòè çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà
è ïüåçîìîäóëÿ, ïîëó÷èì ïîñòàíîâêó çàäà÷è äëÿ êîíêðåòíîãî òèïà ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêîãî ñòåðæíÿ, â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåííîãî èç ÔÃÏÝ-ìàòåðèàëà. Â ñëó÷àå îòñóò-
ñòâèÿ ÏÍÄÑ â ñòåðæíå, ïîëó÷åííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîâïàäåò ñ êëàññè÷åñêîé
ïîñòàíîâêîé äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
ïî ñòðàòåãè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàóêè Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ •1 ¾Ôóíäà-
ìåíòàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿ (114072870112) ¾Ìàòå-
ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåîäíîðîäíûõ è ìíîãîôàçíûõ ñòðóêòóð¿, Ãðàíòà Ïðå-
çèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ÌÊ-5440.2016.1, ÐÔÔÈ (• 16-01-00354, • 16-38-
60157 ìîë_à_äê).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
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ïî ñòðàòåãè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàóêè Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ •1 ¾Ôóíäà-
ìåíòàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿ (114072870112) ¾Ìàòå-
ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåîäíîðîäíûõ è ìíîãîôàçíûõ ñòðóêòóð¿, Ãðàíòà Ïðå-
çèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ÌÊ-5440.2016.1, ÐÔÔÈ (• 16-01-00354, • 16-38-
60157 ìîë_à_äê).
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ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ÃÎÐÍÛÕ ÏÎÐÎÄ

Íåñêîðîäåâ Ð. Í.
Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ çàäà÷ âÿçêîóïðóãî-
ñòè ê âðåìåííûì óðàâíåíèÿì çàêîíà Ãóêà â äîêëàäå ïðåäëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷ ïîëçó-
÷åñòè ãîðíûõ ïîðîä â óñëîâèÿõ îáîáùåííîé ïëîñêîé äåôîðìàöèè àíèçîòðîïíîãî ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà ñ ïðîòÿæåííîé âûðàáîòêîé. Ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ äëÿ
âûðàáîòêè ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ.

Ââåäåíèå. Â ðàáîòå [1] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî äåôîðìè-
ðîâàíèþ îáðàçöîâ ðàçëè÷íûõ èçîòðîïíûõ ãîðíûõ ïîðîä. Ïîêàçàíî, ÷òî ñâîéñòâà
ïîëçó÷åñòè ãîðíûõ ïîðîä ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì ëèíåéíîé íàñëåäñòâåííîñòè
Âîëüòåððà. Ïðè ïðèìåíåíèè ïðèíöèïà Âîëüòåððà ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïîëçó÷åñòè
áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìà çàäàíèÿ ÿäåð ïîëçó÷åñòè è ðåëàê-
ñàöèè. Ýêñïåðèìåíòàëüíî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ÿäåð çàäàþòñÿ äèñêðåòíûì íà-
áîðîì çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèì íåêîòîðûì âðåìåíàì. Ïî ýòèì ýêñïåðèìåíòàëü-
íûì çíà÷åíèÿì ñòðîÿò àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè ÿäåð â ñïåöèàëüíîé ôîðìå.
Òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì äîïîëíèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé.

Â ðàáîòå [2] ïîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåíèå àëãåáðû îïåðàòîðîâ Âîëüòåððà íå ñâÿ-
çàíî ñ êàêèì ëèáî èõ ñïåöèàëüíûì âèäîì è ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî äëÿ ëþáûõ
ðåçîëüâåíòíûõ îïåðàòîðîâ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò âîçìîæíûì ðåàëèçàöèþ ðå-
øåíèé ãðàíè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè âî âðåìåíè ïðîâîäèòü àëãåáðàè÷å-
ñêèìè ìåòîäàìè. Ðåøåíèå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî c èñïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîëü-
íûõ èñõîäíûõ îïåðàòîðîâ è âûðàæåíî ÷åðåç çíà÷åíèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
íåïîñðåäñòâåííî òàáëèöåé ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ãîðíûå ïîðîäû ïî ñâîåé ñòðóêòóðå àíèçîòðîïíû. Â ðàáîòå [3] ïðåäëîæåíà ìå-
òîäèêà ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ çàäà÷ âÿçêîóïðóãîñòè
äëÿ ñëó÷àÿ äåôîðìàöèè àíèçîòðîïíîãî ìàññèâà ãîðíûõ ïîðîä ê âðåìåííûì óðàâ-
íåíèÿì çàêîíà Ãóêà. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä íå òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ÿäåð ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè â ñïåöèàëüíîé ôîðìå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ âÿçêîóïðóãîñòè äëÿ
ñëó÷àÿ îáîáùåííîé ïëîñêîé äåôîðìàöèè àíèçîòðîïíîãî ìàññèâà ãîðíûõ ïîðîä
ñ ïðîòÿæåííîé âûðàáîòêîé.

1. Ìîäåëü ìàññèâà ãîðíûõ ïîðîä. Ìàññèâ ãîðíûõ ïîðîä ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ êàê íèæíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî, îòíåñåííîå ê äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
Ox1x2x3. Íà÷àëî ñèñòåìû ïîìåñòèì íà ãëóáèíå H , îñü Ox2 íàïðàâèì âåðòèêàëüíî
ââåðõ, à ïëîñêîñòü Ox1x3 ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî. Ìàññèâ îáëàäàåò àíèçîòðîïèåé îáùåãî âèäà. Íàèáîëåå ÷àñòî ìàññèâ ãîðíûõ
ïîðîä ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñðåäîé. Òàêàÿ ñðåäà ìîæåò ñëóæèòü
ìîäåëüþ ñëîèñòîãî ìàññèâà îñàäî÷íîãî ïðîèñõîæäåíèÿ ñ ïëîñêîñòÿìè èçîòðîïèè,
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ïàðàëëåëüíûìè ñëîÿì. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òîëùèíà ñëîÿ íà ïîðÿäîê ìåíüøå
õàðàêòåðíîãî ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà ãîðíîé âûðàáîòêè, ìîäåëü äîïóñêàåò åå èñ-
ïîëüçîâàíèå ïðè èññëåäîâàíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè
ãîðíûõ âûðàáîòîê. Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî òàêóþ ñðåäó. Ïðè èñïûòàíèè îá-
ðàçöîâ ãîðíûõ ïîðîä íà ïîëçó÷åñòü èõ îòíîñÿò ê ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz, êîãäà
ïëîñêîñòü Oxy ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ èçîòðîïèè è îíà ãîðèçîíòàëüíà, à îñü Oz �
íîðìàëüíà ê ýòîé ïëîñêîñòè. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ çàêîíà Ãóêà
èìåþò âèä

"1
m = Cmk � 1

k (m; k = 1; 6): (1)

Íèæå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Cmk , îòëè÷íûå îò íóëÿ:

C11 = C22 = 1=E1; C12 = C21 = � � 1=E1; C33 = 1=E2; C44 = C55 = 1=G2;

C13 = C31 = C23 = C32 = � � 2=E2; C66 = 1=G1 = 2(1 + � 1)=E1; (2)

E1, E2 � ìîäóëè Þíãà äëÿ ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ â íàïðàâëåíèè ïëîñêîñòè èçîòðî-
ïèè è íîðìàëüíîì ê íåé; � 1 � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, õàðàêòåðèçóþùèé ïîïåðå÷-
íîå ñæàòèå â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè ïðè ðàñòÿæåíèè â ýòîé ïëîñêîñòè, à � 2 � ïðè
ðàñòÿæåíèè â íàïðàâëåíèè íîðìàëüíîì ê ïëîñêîñòè èçîòðîïèè; G1, G2 � ìîäóëè
ñäâèãà äëÿ ïëîñêîñòè èçîòðîïèè è íîðìàëüíîé ê íåé.

Ïóñòü íà ãëóáèíå H ïðîéäåíà ãîðèçîíòàëüíàÿ âûðàáîòêà ýëëèïòè÷åñêîãî ïî-
ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ïîëàãàåì, ÷òî ïëîñêîñòü èçîòðîïèè ðàñïîëîæåíà ïîä óãëîì '
ê ãîðèçîíòó, à âûðàáîòêà íàïðàâëåíà ïîä óãëîì  ê ïëîñêîñòè èçîòðîïèè. Ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò Ox1x2x3 óäîáíåå ñâÿçàòü ñ âûðàáîòêîé. Ïëîñêîñòü Ox1x2 ñîâìåñòèì
ñ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì âûðàáîòêè, îñü Ox2 íàïðàâèì âåðòèêàëüíî ââåðõ, à Ox3

âäîëü âûðàáîòêè. Ïåðåõîä îò ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz ê ñèñòåìå Ox1x2x3 îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïîâîðîòà íà óãîë ' âîêðóã îñè Oy = Ox3, à çàòåì âîêðóã îñè
Oz = Ox2 íà óãîë  . Óïðóãèå ïîñòîÿííûå amk ïîëó÷àþòñÿ èç ïîñòîÿííûõ Cmk

ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîâîðîòå êîîðäèíàòíûõ îñåé íà óãëû
' è  [4]. Åñëè óãîë íàêëîíà ïëîñêîñòè èçîòðîïèè îòëè÷åí îò íóëÿ ( ' 6= 0), òî
â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ îñè âûðàáîòêè ê ïëîñêîñòè èçîòðîïèè (óãîë  �
ïðîèçâîëåí) óðàâíåíèÿ çàêîíà Ãóêà â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 áóäóò èìåòü âèä
óðàâíåíèé äëÿ ìàòåðèàëà, îáëàäàþùåãî îáùåé àíèçîòðîïèåé.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ âÿçêîóïðóãîñòè óðàâíåíèÿ çàêîíà Ãóêà (1) íåîáõîäèìî
òðàíñôîðìèðîâàòü â óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà

e1
m = Cmk s1

k (m; k = 1; 6): (3)

Óïðóãèå ïîñòîÿííûå Cmk çàìåíÿþòñÿ îïåðàòîðàìè âèäà Cmk = Cmk (1 + p�
mk ),

à íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè s1
k(t = 0) = � 1

k , e1
m (t =

0) = "1
m . Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð p�

mk èìååò âèä

p�
mk sk (t) =

tZ

0

dpmk (t � � )
d (t � � )

sk (� ) d�: (4)

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè pmk (t) íàõîäÿòñÿ èç ýêñïåðèìåíòà.
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Ðàññìîòðåíèå çàäà÷ óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè íàãðóç-
êàõ, ïîñòîÿííûõ âî âðåìåíè. Åñëè íàãðóçêè ïîñòîÿííû, òî íàïðÿæåíèÿ sk(� ) â (4)
ìîæíî ïðèíÿòü çàâèñèìûìè îò âåðõíåãî ïðåäåëà è âûíåñòè èç ïîä çíàêà èíòåãðà-
ëà. Îïåðàòîð (4) â ýòîì ñëó÷àå áóäåò òàêèì:

p�
mk � 1 =

tZ

0

dpmk (t � � )
d (t � � )

� 1 d� = pmk (t) � 1 (5)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ p�
mk , âõî-

äÿùèõ â ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âåëè÷èí Cmk . Ìàòðèöà Cmk ôîðìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ
òåõíè÷åñêèõ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ (2), êîòîðûå â ïðîöåññå äëèòåëüíîãî íàãðóæåíèÿ
çàìåíÿþòñÿ âðåìåííûìè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè. Èç ýêñïåðèìåíòîâ íà ïîë-
çó÷åñòü îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîðû òåõíè÷åñêèõ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ. Â ðàáîòå [1]
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ íà ïîëçó÷åñòü äëÿ îáðàçöîâ ðàçëè÷íûõ èçî-
òðîïíûõ ãîðíûõ ïîðîä. Ýêñïåðèìåíòàì áûëè ïîäâåðãíóòû îáðàçöû íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåííûõ âèäîâ äîíáàññêèõ ãîðíûõ ïîðîä: àëåâðîëèò, àðãèëëèò, ïåñ÷àíèê
è èçâåñòíÿê. Â ðåçóëüòàòå îïûòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî ãîðíûå ïîðîäû ïîä âîçäåé-
ñòâèåì íàãðóçîê, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 70 % ðàçðóøàþùèõ, îáíàðóæèâàþò ñâîéñòâà
ïîëçó÷åñòè. Âåëè÷èíû äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè êî âðåìåíè åå ñòàáèëèçàöèè äîñòè-
ãàþò 150-370% óïðóãèõ äåôîðìàöèé. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïîëçó÷åñòè àëåâðîëèòà
è àðãèëëèòà ñîñòàâëÿåò äî 600 ÷àñ., ïåñ÷àíèêà � äî 860, à èçâåñòíÿêà � 50 ÷àñ.
Ïðîöåññ ïîëçó÷åñòè ãîðíûõ ïîðîä ïîä÷èíÿåòñÿ îáùåìó çàêîíó ëèíåéíîãî äåôîð-
ìèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ òåîðèè íàñëåäñòâåííîñòè Âîëü-
òåððà. Èç ýëåìåíòîâ Cmk ìàòðèöû (1) ôîðìèðóþòñÿ âðåìåííûå îïåðàòîðû Cmk â
ôîðìå Cmk = Cmk [1 + p�

mk (� mk )], ãäå� mk � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà [2].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç îïûòà ïîëó÷åíà êðèâàÿ ïîëçó÷åñòè äëÿ âåëè÷èíû

C11 = C22 = 1=E 1 =
1

E1
[1 + p�

11 (� 11)] =
1

E1
pE 1(t): (6)

ÇäåñüpE 1 � òàáëè÷íî çàäàííàÿ êðèâàÿ ïîëçó÷åñòè äëÿ âåëè÷èíû 1=E1, ïîëó÷åííàÿ
èç ýêñïåðèìåíòà.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (6) íàéäåì çíà÷åíèå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

p�
11(� 11) = pE 1(t) � 1: (7)

Ïðè ðåøåíèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ àíèçîòðîïíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè âîçíèêà-
þò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì îïðåäåëåíèåì ðåîëîãè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ ìàòåðèàëîâ. Îïûòíûå äàííûå, êîòîðûå èìåþòñÿ â ëèòåðàòóðå, íå ñîäåðæàò
ïîëíîé èíôîðìàöèè î âåëè÷èíàõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âÿçêîóïðóãî-
ñòè. Ïîýòîìó èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå äîïóùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ðåîëîãè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, åñëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû � 1 íå èçâåñò-
íû, òî îíè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî îïåðàòîð îáú-
åìíîãî ñæàòèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé [5]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî (1 � 2� 1)=E 1 = (1 � 2� 1)=E1 èç êîòîðîãî íàõîäèì

C12 = C21 = �
� 1

E 1
= �

� 1

E1

�
1 +

1
2� 1

(pE 1(t) � 1)
�

: (8)
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Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî 1=E1 � 2� 2=E2 = 1=E1 � 2� 2=E 2, íàõîäèì

� 2

E 2
=

� 2

E2

�
1 +

E2

2E1� 2
(pE 1(t) � 1)

�
;

1

E 2
=

1
E2

�
1 +

E2

E1
(pE 1(t) � 1)

�
: (9)

Çíà÷åíèå îïåðàòîðà C66 îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç èçâåñòíûå îïåðàòîðû ïî ôîðìóëå

C66 = 2
�

1

E 1
+

� 1

E 1

�
: (10)

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î ïîëçó÷åñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû C44 = C55 = 1=G2

îòñóòñòâóþò. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 1=G2 = 1=G2.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ êîìïîíåíò

ìàòðèöû (1). Äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû Cmk îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïå-
ðåõîäå ê äðóãèì ñèñòåìàì êîîðäèíàò, ïîâîðîòîì íà óãîë ' , à çàòåì íà óãîë  .
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà îïåðàòîðíûõ ôóíêöèé amk .

Êàê âèäíî, â ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêå íå ñòàâèòñÿ âîïðîñ î âûáîðå ÿäåð ïîë-
çó÷åñòè èëè ðåëàêñàöèè äëÿ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ, îáëàäàþùèõ ïîëçó÷åñòüþ. Íà
îñíîâå ñâîéñòâ ðåçîëüâåíòíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÿäðàìè
ïðîèçâîëüíîãî âèäà, ïðåäëîæåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âÿçêîóïðóãîñòè
ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, çàäàííûõ òàá-
ëè÷íî.

2. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Â ðàáîòå [1] äàíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî
ïîëçó÷åñòè îáðàçöîâ íåêîòîðûõ èçîòðîïíûõ ãîðíûõ ïîðîä. Èçìåðÿëàñü òîëüêî
ïðîäîëüíàÿ äåôîðìàöèÿ. Îïåðàòîð 1=E 1 àïïðîêñèìèðîâàëñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíî-
øåíèÿ

1

E 1
=

1
E1

�
1 +

�
1 � �

t1� �

�
: (11)

Çíà÷åíèÿ ðåîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ìàòåðèàëà àëåâðîëèò ðàâíû � = 0:726,
� = 0:0094ñåê(� � 1).

Îïåðàòîðíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � 1 íå îïðåäåëÿëñÿ. Ïîýòîìó ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû C12 = C21 ñëåäóåò îïðåäåëÿòü èç ïðåäñòàâëåíèÿ (8). Îïåðàòîðíûé êîýô-
ôèöèåíò C66 = 1=G1 îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (10). Ïîñêîëüêó äëÿ èçîòðîï-
íîãî ìàòåðèàëà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà � 1 = � 2, E1 = E2, òî ìàòðèöà óðàâíåíèé
ñîñòîÿíèÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñôîðìèðîâàíà.

Ãîðíûå ïîðîäû ïî ñâîåé ñòðóêòóðå àíèçîòðîïíû. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå
î ïàðàìåòðàõ ïîëçó÷åñòè ïîðîä ìàëî÷èñëåííû. Â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè èçìåðåíèé
äëÿ îáðàçöîâ òðàíñòðîïíûõ ïîðîä íå óñòàíîâëåíû ðàçëè÷èÿ ïàðàìåòðîâ ïîëçó÷å-
ñòè ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì [6]. Â äàííîé ðàáîòå ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ äëÿ
òðàíñòðîïíûõ ïîðîä èñïîëüçóþòñÿ ðåîëîãè÷åñêèå ïîñòîÿííûå, ïîëó÷åííûå äëÿ
èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Â êà÷åñòâå òàêîé ïîðîäû âçÿò àëåâðîëèò òðàíñòðîïíûé
ñî ñëåäóþùèìè óïðóãèìè ïîñòîÿííûìè [7]:

e1 = 1:074; e2 = 0:523; g2 = 0:120; � 1 = 0:413; � 2 = 0:198:

Çíà÷åíèÿ âåëè÷èí E1, E2, G2 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíûe1, e2, g2

ïî ôîðìóëàì E1 = e1 � 9:8 � 103 ÌÏà, E2 = e2 � 9:8 � 103 ÌÏà, G2 = g2 � 9:8 � 103 ÌÏà.
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Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ âû-
ðàáîòêè ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïî ìåòîäèêå, èçëîæåí-
íîé â ðàáîòå [4]. Íèæå äàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ àëåâðîëèòà â ìîìåíòû âðå-
ìåíè t = 0, ñîîòâåòñòâóþùåãî óïðóãîìó ñîñòîÿíèþ è äëÿ tst = 600 ÷àñ., êîòîðîå
äëÿ àëåâðîëèòà ñ÷èòàåòñÿ âðåìåíåì ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññà ïîëçó÷åñòè. Ïîëóîñè
ýëëèïñà: a � âäîëü îñè x1 è b � âäîëü îñè x2. Âû÷èñëÿëèñü ìàêñèìàëüíûå ïî ìî-
äóëþ íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ un=ì è íàïðÿæåíèÿ � � =(�gH ), ãäå� = 2500êã/ì 3 -
ïëîòíîñòü, g = 9:8ì/c 2, H = 1000ì � ãëóáèíà çàëîæåíèÿ âûðàáîòêè. Ïðèìåðû
ðàñ÷åòîâ:

1) a = 2 ì ; b= 1 ì ; ' =  = 0; un (0) = � 0:0241; un (tst ) = � 0:0307;
� � j � =0 (0) = � 3:6556; � � j � =0 (tst ) = � 2:8030:

2) a = 1 ì ; b= 2 ì ; ' =  = 0; un (0) = � 0:0202; un (tst ) = � 0:0250;
� � j � =0 (0) = � 2:4391; � � j � =0 (tst ) = � 1:7708:

Ìàêñèìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ âîçíèêàþò â ïî÷âå è êðîâëå. Ïåðåìåùåíèÿ, óâåëè-
÷èâàÿñü ïî ìîäóëþ ïðèâîäÿò ê çàïîëíåíèþ âûðàáîòêè (ïîëçó÷åñòü), à íàïðÿæåíèÿ
ðåëàêñèðóþò, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÍÀÂÅÄÅÍÍÎÃÎ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ
Â ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÌ ÒÅÐÌÎÝËÅÊÒÐÎÓÏÐÓÃÎÌ ÑËÎÅ

Íåñòåðîâ Ñ. À.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Ïîñòàâëåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè íàâåäåííîãî ïîòåíöèàëà â íåîäíîðîäíîì òåðìîýëåê-
òðîóïðóãîì ñëîå. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è òåð-
ìîóïðóãîñòè ñ ìîäèôèöèðîâàííûìè òåðìîìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ðàññìîò-
ðåíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè íà íàâåäåííûé ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåí-
öèàë.

Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âàæíîé òåõíè÷åñêîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ðàñ-
÷åò ïàðàìåòðîâ äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðíûõ äàò÷èêîâ íà îñ-
íîâå ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ïèðîìàòåðèàëîâ. Â ïèðîìàòåðèàëàõ â ðåçóëü-
òàòå òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ, íàâîäèòñÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, êîòîðàÿ ïîäëåæèò
îïðåäåëåíèþ ñ ó÷åòîì âçàèìíîãî âëèÿíèÿ òåïëîâîãî, ýëåêòðè÷åñêîãî è óïðóãèõ
ïîëåé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ çàäà÷è òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ îäíîðîäíûõ òåë
èçó÷åíû äîñòàòî÷íî õîðîøî [1�3]. Îäíàêî â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàëè øèðîêî ðàñ-
ïðîñòðàíÿòüñÿ ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå ïèðîìàòåðèàëû, â êîòîðûõ ìàòåðè-
àëüíûå ñâîéñòâà èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ çàäà÷ òåðìî-
ýëåêòðîóïðóãîñòè ïîëó÷åíû òîëüêî äëÿ ñòåïåííûõ è ýêñïîíåíöèàëüíûõ çàêîíîâ
íåîäíîðîäíîñòè [4]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöè-
àëà, êîòîðûé íàâîäèòñÿ â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ òåïëîâûì ïîòîêîì íà âåðõíþþ
ãðàíü íåîäíîðîäíîãî òåðìîýëåêòðîóïðóãîãî ñëîÿ èç ïüåçîêåðàìèêè êëàññà 6mm.
Ðàññìîòðåíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè íà íàâåäåííûé ïîòåíöè-
àë.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î òåïëîâîì âîçäåéñòâèè íà íåîä-
íîðîäíûé ñëîé èç ïüåçîêåðàìèêè êëàññà 6mm òîëùèíîé 2H , ïîëÿðèçîâàííûé
âäîëü îñè x3. Íèæíÿÿ ïëîñêîñòü æåñòêî çàùåìëåíà è çàçåìëåíà, à âåðõíÿÿ ñâîáîä-
íà îò íàïðÿæåíèé. Íà âåðõíåé ïëîñêîñòè â ñèëó ïèðîýôôåêòà íàâîäèòñÿ ýëåêòðè-
÷åñêèé ïîòåíöèàë. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé:

(c33u0)0+ ( e33' 0)0 � ( 33� )0 = � •u; (1)

(e33u0)0+ ( ý33' 0)0+ ( g3� )0 = 0; (2)

� T0( 33 _u0 � g3
_� 0) + ( k33� 0)0 � c"

_� = 0; (3)

u(� H; t ) = 0 ; � (� H; t ) = 0 ; ' (� H; t ) = 0; (4)

� (+ H; t ) = 0 ; � k33� 0(+ H; t ) = q(t); ' (+ H; t ) = + ' 0(t); (5)

� (x3; 0) = u(x3; 0) = ' (x3; 0) = _u(x3; 0) = 0: (6)

Óñëîâèå äëÿ òîêà:

d
dt

Z

S+

(e33u0 � ý33' 0+ g3� )jx3= H dS = � I (t): (7)
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Çäåñüu � ïåðåìåùåíèå, � � ïðèðàùåíèå òåìïåðàòóðû, � � íàïðÿæåíèå, c33 �
êîìïîíåíòà òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè, � � ïëîòíîñòü, c" � óäåëüíàÿ îáúåìíàÿ
òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì òåíçîðå äåôîðìàöèè,  33 � êîìïîíåíòû òåíçîðà
òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé, e33 � êîìïîíåíòà òåíçîðà ïüåçîêîýôôèöèåíòîâ, ý 33 �
êîìïîíåíòà òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, g3 � êîìïîíåíòà òåíçîðà
ïèðîêîýôôèöèåíòîâ, q(t) � ïëîòíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà.

Îáåçðàçìåðèì çàäà÷ó (1)�(6) ñîãëàñíî ôîðìóëàì:

z = x3
H ; U = u

H ; W = �
� 0

; � 0 =
q

T0s0
c0

;

Q = q
q0

; q0 = k0 � 0
H ; V = '

' 0
; � 0 = H

q
s0
ý33

;

J (t) = I (t )
I 0

; I 0 = k0S
p

ý33 s0

c0H 2 ; v0 =
q

s0
� 0

; c�
33 = c33 + e2

33
ý33

;

 �
33 =  33 � e33 g3

ý33
; c�

" = c" � T0g2
3

ý33
; t1 = H

v0
;

t2 = H 2c0
k0

; � = t
t2

; �s(z) = c�
33 (x3 )

s0
; �k(z) = k33 (x3 )

k0
;

�� (z) = � (x3 )
� 0

; �c(z) = c�
" (x3 )
c0

; � (z) =  �
33 (x3 )

 0
;

k0 = max
x32 [0;l ]

k33(x3); c0 = max
x32 [0;l ]

c�
" (x3);  0 = max

x32 [0;l ]
 �

33(x3);

� 0 = max
x32 [0;l ]

� (x3); s0 = max
x32 [0;l ]

c�
33(x3); � 0 = t1

t2
;

d1 =  0

q
T0

s0c0
; d2 = g3

q
T0

ý33 c0
; d3 = e33p

c0ý33
; d4 = d2

d3
;

d5 = 1
d3

; 
 = �
s0

: (8)

Ïîñëå îáåçðàçìåðèâàíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ ïîòåíöèàëà, çàäà÷à òåðìîýëåêòðîóïðó-
ãîñòè (1)�(6) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å òåðìîóïðóãîñòè ñ ìîäèôèöèðîâàííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè:

(�s(z)U0)0 � d1(� (z)W)0 = � 2
0� •U; (9)

(�k(z)W 0)0 � �c(z) _W � d1� (z) _U0+ d2J (t) = 0 ; (10)

U(� 1; � ) = W(� 1; 0) = 0; (11)


(1 ; � ) = 0 ; � k(1)W 0(1; � ) = Q(� ); (12)

W(z;0) = U(z;0) = _U(z;0) = 0: (13)

Çäåñü
( z; � ) = U0(z; � ) � d1�W (z; � ) + d3

�R

0
J (y)dy � íàïðÿæåíèå.

Íåèçâåñòíûé íàâåäåííûé ïîòåíöèàë íàõîäÿò â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ
óñëîâèÿ äëÿ òîêà:

V0(� ) = d2

1Z

� 1

W(�; � )d� + d3U(1; � ) +

�Z

0

J (y)dy: (14)

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè ê (9)�(12) ïîëó÷åííàÿ
ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â òðàíñôîðìàíòàõ ðåøà-
åòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå � Êóòòà äëÿ íàáîðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-
ïëàñà. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îñóùåñòâëåíî íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ
îðèãèíàëà â ðÿä ïî ñìåùåííûì ìíîãî÷ëåíàì Ëåæàíäðà [5].
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Â âû÷èñëåíèÿõ ïðèíÿòî: � 0 = 10� 8, d1 = 0:004, d2 = 0:02, d3 = 0:3. Ò, ê. ïàðà-
ìåòð � 0 ìàë, òî çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ðåøåíèÿ êâàçèñòà-
òè÷åñêîé çàäà÷è, åñëè â (9)�(13) ïîëîæèòü � 0 = 0. Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå
ðåçóëüòàòîâ òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ïîäõîäîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî êâàçèñòàòè÷åñêèé
è äèíàìè÷åñêèé ïîäõîäû äàþò âåëè÷èíû ïîòåíöèàëà, ðàçëè÷àþùèåñÿ ìåíåå ÷åì
íà 1% ïðè � > 10� 7.

2. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ïåðâîé ñåðèè âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ òåï-
ëîâîé íàãðóçêè íà õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íàâåäåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ. Âûÿñíåíî, ÷òî äëÿ íàãðóçêè Q(� ) = � (� ) ïðè � ! 1 ïîòåí-
öèàë ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò; äëÿ íàãðóçêè Q(� ) = H (� ) ïîòåíöèàë ìîíîòîí-
íî ðàñòåò îò íóëÿ è ñî âðåìåíåì âûõîäèò íà íåêîòîðîå çíà÷åíèå; äëÿ íàãðóçêè
Q(� ) = H (� ) � H (� � � 1) ïîòåíöèàë ìîíîòîííî ðàñòåò îò íóëÿ äî ïèêîâîãî çíà÷å-
íèÿ, äîñòèãàåìîãî ïðè � = � 1, à çàòåì áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì � .

Âî âòîðîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ íàè-
áîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ íà ïðàêòèêå òèïîâ ãðàäèåíòíûõ çàâèñèìîñòåé (ñòåïåí-
íûõ, ýêñïîíåíöèàëüíûõ) êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ñëîÿ íà ýëåêòðè÷åñêèé
ïîòåíöèàë.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, íà-
âîäÿùåãîñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì òåïëîâîé íàãðóçêè Q(� ) = H (� ) � H (� � 0:02).
Ïðè ýòîì ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåíî èçìåíåíèå íàâåäåííîãî ïîòåíöèàëà ïðè
�k(z) = cos(2z); øòðèõïóíêòèðíîé � ïðè �k(z) = e� 2z.

Âûÿñíåíî, ÷òî ðàçëè÷íûå çàêîíû íåîäíîðîäíîñòè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîä-
íîñòè (ðèñóíîê 1), óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè è êîýôôèöèåíòà òåìïåðàòóðíîãî íà-

Ðèñóíîê 1 � Èçìåíåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè òåïëîâîé íàãðóçêå Q(� ) = H (� ) �
H (� � � 1).
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ïðÿæåíèÿ ñèëüíî âëèÿþò íà õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íàâåäåííîãî ïîòåíöèàëà. Â òîæå
âðåìÿ ðàçëè÷íûå çàêîíû íåîäíîðîäíîñòè ìîäóëÿ óïðóãîñòè è ïëîòíîñòè ìàòåðè-
àëà íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íàâåäåííîãî ïîòåíöèàëà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò • 16-01-00354-à).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[1] Mindlin R. Equations of high frequency, vibrations of thermopiezoelektric crystal
plates // Int. J. Solid. Structures. 1974. Vol. 10. • 1. P. 625�637.

[2] Âàòóëüÿí À. Î. Òåïëîâîé óäàð ïî òåðìîýëåêòðîóïðóãîìó ñëîþ // Âåñòíèê ÄÃÒÓ.
2001. Ò. 1(7).• 1. Ñ. 82�89.

[3] Bassionn E., Youssef H.Thermo-elastic properties of thin ceramic layers subjected to
thermal loadings // Int. J. Thermoelasticity. 2013. Vol. 1. • 1. P. 4�12.

[4] Yoshihiro O., Yoshinobu T. Transient piezothermoelastic problem of a thick functionally
graded thermopiezoelectric strip due to nonuniform heat supply // Arch Appl. Mech.
2005. Vol. 74. P. 449�465.

[5] Êðûëîâ Â. È., Ñêîáëÿ Í Ñ. Ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è îáðà-
ùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ì.: Íàóêà, 1974. 224 ñ.

Nesterov S.A. Determination of the induced potential in the thermoelectroelastic layer.
The problem of determination the induced potential in the inhomogeneous layer is supplied.
The problem is reduced to the numerical solution of initial-boundary value problem of
thermoelasticity with modi�ed thermo-mechanical characteristics. The in�uence of various
laws of heterogeneity on the induced electric potential is considered.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÈÍÒÐÀÑÒÐÎÌÀËÜÍÎÉ
ÊÎÐÐÅÊÖÈÈ ÔÎÐÌÛ ÐÎÃÎÂÈÖÛ ÃËÀÇÀ

Íèêèòèí È. Ñ. 1;2, Æóðàâëåâ À. Á. 2,
Èðîøíèêîâ Í. Ã. 3, ßêóøåâ Â. Ë. 1
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Ðàçðàáîòàíà êîìïëåêñíàÿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîððåêöèè êåðàòîêîíóñà
ðîãîâèöû ãëàçà. Ìîäåëü ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷è ñîâìåñòíîãî êîíòàêòíîãî äåôîðìèðî-
âàíèÿ ãèáêèõ êîëüöåâûõ ñåãìåíòîâ è ðîãîâèöû ãëàçà. Äåôîðìèðîâàíèå êîëüöåâûõ ñåã-
ìåíòîâ îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì èçãèáà êðèâîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ,
à äåôîðìèðîâàíèå ðîãîâèöû ãëàçà ñ äåôåêòîì ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê òðåõìåðíàÿ óïðóãàÿ
çàäà÷à äëÿ ñëîÿ ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà ñî ñãëàæåííûì êîíè÷åñêèì âûñòóïîì íà âåðøèíå
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé
êîìïëåêñ, ïîçâîëÿþùèé îöåíèâàòü ãåîìåòðè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû êîëüöå-
âîãî ñåãìåíòà, âñòàâëÿåìîãî â ðîãîâèöó äëÿ êîððåêöèè äåôåêòà.

Êåðàòîêîíóñ (îò äð.-ãðå÷. �"��& � ¾ðîã¿ è �!�o& � ¾êîíóñ¿) � çàáîëåâàíèå
ãëàçà, ïðè êîòîðîì ðîãîâèöà ïðèíèìàåò êîíè÷åñêóþ ôîðìó. Êåðàòîêîíóñ ìîæåò
ïðèâåñòè ê ñåðü¼çíîìó óõóäøåíèþ çðåíèÿ. Ñóòü îïåðàöèè êîððåêöèè ôîðìû ðî-
ãîâèöû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â õîäå îïåðàöèè ôåìòîñåêóíäíûì ëàçåðîì â ñòðóê-
òóðå ðîãîâèöå âûïîëíÿþò äâà ïîëóêðóãëûõ ìèêðîêàíàëà äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïî-
ìåùåíèÿ òóäà èìïëàíòîâ. Èìïëàíòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâà êîëüöåâûõ ñåãìåíòà
ñ ðàäèóñîì, áîëüøèì, ÷åì ðàäèóñ ïîäãîòîâëåííûõ êàíàëîâ. Ìàòåðèàë èìïëàí-
òîâ � ïîëèìåòàìåòèëêðèëàò. Ýòè ãèáêèå êîëüöåâûå ñåãìåíòû, âñòàâëåííûå â ìèê-
ðîêàíàëû, ñòðåìÿòñÿ âîññòàíîâèòü ñâîþ íà÷àëüíóþ ôîðìó, òåì ñàìûì äåôîðìè-
ðóÿ è ðàñòÿãèâàÿ ðîãîâèöó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè ðîãîâèöû ìîæåò
ðàçãëàäèòüñÿ äåôåêò åå ôîðìû � êåðàòîêîíóñ.

1. Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìèðîâàíèÿ ðîãîâèöû è ãèá-
êîãî êîëüöåâîãî ñåãìåíòà

Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà áûëà ñîçäà-
íà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ñêëåðû ãëàçà è ðîãîâèöû (Ðèñ. 1) ñ ðàññìàòðèâàåìûì
äåôåêòîì êåðàòîêîíóñà. Ýòîò äåôåêò ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ êàê íà îñè ðîãîâèöû
(ñîçäàâàÿ ¾êîíóñíîñòü¿ åå ôîðìû), òàê è ñìåñòèòüñÿ ñ îñè íà êàêîé-òî ó÷àñòîê
åå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Áóäåì èññëåäîâàòü ñëó÷àé îñåâîãî ðàñïîëîæåíèÿ äåôåê-
òà. Ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ çàäà÷à îáëàäàåò ÷åòûðåõñòîðîííåé ñèììåòðèåé,
â ðàñ÷åòàõ áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ îäíà ÷åòâåðòü ïîëíîé êîíñòðóêöèè.

Ðîãîâèöà ðàçáèòà íà íåñêîëüêî ñåêòîðîâ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìèðîâàòü îò-
äåëüíûå ó÷àñòêè ðàçðåçà ïîä èìïëàíò, ê êîòîðûì ìîæíî ïðèêëàäûâàòü ðàçëè÷íîå
ïî âåëè÷èíå êîíòàêòíîå äàâëåíèå. Ðàñïîëîæåíèå èìïëàíòà ïîêàçàíî íà ðèñ. 1à.
Òðåõìåðíàÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ðîãîâèöû ñ äåôåêòîì è ôðàãìåíò ñåòêè
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à) á)

Ðèñóíîê 1 � Âèä íà ðîãîâèöó ñ êîëüöåâûì èìïëàíòîì (à) è ôðàãìåíò êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé
ñåòêè âîêðóã ìèêðîêàíàëà â ðîãîâèöå ñî ñãóùåíèåì (á)

âîêðóã ìèêðîêàíàëà â ðîãîâèöå ñî ñãóùåíèåì áîëåå ïîäðîáíî ìîæíî óâèäåòü íà
ðèñ. 1á.

Ðàññìîòðèì óïðîùåííóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ñõåìó äåôîðìèðîâàíèÿ ðîãîâèöû è
êîëüöåâîãî ñåãìåíòà. Íà÷àëüíàÿ ôîðìà êîëüöåâîãî ñåãìåíòà � äóãà AD, íà÷àëü-
íàÿ ôîðìà êàíàëà â ðîãîâèöå � äóãà AB (Ðèñ. 2à). Â ýòîò êàíàë â õîäå îïåðàöèè
âñòàâëÿåòñÿ êîëüöåâîé ñåãìåíò, êîòîðûé ñòðåìèòñÿ âîññòàíîâèòü íà÷àëüíóþ ôîð-
ìó è çàíèìàåò ïîëîæåíèå AC (Ðèñ. 2à), òåì ñàìûì äåôîðìèðóÿ è ðàñòÿãèâàÿ
îáîëî÷êó ðîãîâèöû.

à) á)

Ðèñóíîê 2 � Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñõåìà ñìåùåíèÿ ðîãîâèöû è èçãèáà èìïëàíòà (à) è ñõåìà
íàãðóæåíèÿ èìïëàíòà ñ åäèíè÷íîé ïîãîííîé íàãðóçêîé â j -îì ýëåìåíòå (á)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (Ðèñ. 2à): r � ðàäèóñ ñå÷åíèÿ ðîãîâèöû, R � ðàäèóñ êðè-
âèçíû èìïëàíòà (êîëüöåâîãî ñåãìåíòà), � � óãîë ðàñòâîðà èìïëàíòà äî îïåðàöèè,
l = R� = r� � äëèíà èìïëàíòà. Ðàçîáüåì äóãó èìïëàíòà íà N ýëåìåíòîâ (Ðèñ. 2á):
� k = sk=r, � k = sk=R, sk = k

M l , Vk = ( R2
k + r 2

k � 2Rkr kcos� k � � k
2 )1=2, Rk = 2Rsin � k

2 ,
r k = 2rsin � k

2 . Óðàâíåíèå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ èçãèáíîãî ñìåùåíèÿ èìïëàíòà
èìåþò âèä:

d4W
ds4

=
q(s)
EJx

ãäåW = W I = 0 ïðè s = 0 è W II = W III = 0 ïðè s = l, E � ìîäóëü Þíãà äëÿ
èìïëàíòà. Js � ìîìåíò èíåðöèè åãî ñå÷åíèÿ, q(s) � ïîãîííàÿ íàãðóçêà. Ðåøåíèå
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ èçãèáíîãî ñìåùåíèÿ èìïëàíòà ñ åäèíè÷íîé
ïîãîííîé íàãðóçêîé â j -îì ýëåìåíòå (Ðèñ. 2á), j = 0; 1; 2; ::N :

s 2 [0; sj � 1] : wj =
1
6

(sj � 1 � sj )s3 +
1
4

(s2
j � s2

j � 1)s2

s 2 [sj � 1; sj ] : wj =
1
24

s4 �
1
6

s2
j s3 +

1
4

s2
j s2 �

1
6

s3
j � 1s +

1
24

s4
j � 1

s 2 [sj ; l ] : wj =
1
6

(s3
j � s3

j � 1)s �
1
24

(s4
j � s4

j � 1)

Ñìåùåíèå èìïëàíòà â k-îì óçëå ïðè ïîãîííûõ íàãðóçêàõ â j -õ ýëåìåíòàõ, ðàâíûõ
qj = dpj :

Wk =
NX

j =1

! kj pj ; ! kj =
d

EJz
wj (sk); Jz = dh3=12

Ñìåùåíèå ðîãîâèöû Uk â k-îì óçëå ïðè íàãðóçêàõ â j -õ ýëåìåíòàõ, ðàâíûõ pj :

Uk =
NX

j =1

ukj pj

Ñìåùåíèÿ ðîãîâèöû ukj = uj (sk) íàõîäÿòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé
óïðóãîé çàäà÷è äëÿ ñëîÿ ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà ñî ñãëàæåííûì êîíè÷åñêèì âû-
ñòóïîì íà âåðøèíå ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÊÝ ïðè åäèíè÷íîé íàãðóçêå â j -îì ýëå-
ìåíòå ìèêðîêàíàëà. Èç ãåîìåòðè÷åñêîé ñõåìû ñëåäóåò (Ðèñ. 2á): Wk + Uk = Vk .

Îòñþäà âîçíèêàåò ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ êîíòàêòíûõ íàãðóçîê Pj :

NX

j =1

(! kj + ukj )pj = Vk

Èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì çíà÷åíèÿ pj , çàòåì ôóíêöèè U(s), è, íàêîíåö, ïî-
ëå ñìåùåíèé ðîãîâèöû ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ. Ýòîò ìåòîä ðàñ÷åòà ìîæíî ñ÷èòàòü âà-
ðèàíòîì ìåòîäà êîëëîêàöèé, òàê êàê ìû òðåáóåì ðàâåíñòâà ñìåùåíèé èìïëàíòà
è ðîãîâèöû â äèñêðåòíîì ÷èñëå òî÷åê N .
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2. Ðàñ÷åòû äåôîðìèðîâàíèÿ ðîãîâèöû è êîëüöåâîãî ñåãìåíòà.
Îñíîâíûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ òðåóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ êîëüöåâîãî ñåãìåíòà,

èñïîëüçóåìîãî â ìåäèöèíñêîé ïðàêòèêå. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñìåùåíèé è íîâîãî
ïðîôèëÿ ðîãîâèöû ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùåé ñåðèè ðèñóíêîâ. Áûëè âûáðàíû
ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ðàñ÷åòîâ. Ìîäóëü Þíãà èìïëàíòà (ïîëèìåòàìåòèëêðèëàò)
ðàâåí E imp = 2800 ÌÏà. Äëÿ ìîäóëÿ Þíãà ðîãîâèöû ñóùåñòâóåò áîëüøàÿ íåîïðå-
äåëåííîñòü, îòìå÷åííàÿ â [1].

Â ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ Erog = 1:2 ÌÏà [2],
Erog = 0:54 ÌÏÀ [[1], ññûëêà íà Woo, 1972], Erog = 0:34 ÌÏà [[1][, ññûëêà
íà Hoeltzel, 1992]. Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ Erog =
0:34 ÌÏà. Òàêæå ïðèêëàäûâàëîñü âíóòðåííåå äàâëåíèå íà ñêëåðó è ðîãîâèöó, ñî-
îòâåòñòâóþùåå âåëè÷èíå âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ Prog = 0:00267ÌÏà [2] (20 ìì
ðò. ñò.). Áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû çàäà÷è: r = 4 ìì,
R = 5:2 ìì, � = 80o, h = 0:3 ìì, d = 0:2 ìì.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíû òàêæå ðàñ÷åòû äëÿ áîëåå æåñòêèõ èìïëàíòîâ
E imp = 5600 ÌÏà è E imp = 8400 ÌÏà. Ïðèâåäåì ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ (ðà-
äèàëüíûõ) ïåðåìåùåíèé ïî äëèíå èìïëàíòà äëÿ E [imp] = 2800 ÌÏà (Ðèñ. 3à).
Ìàðêåðû íà êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò íîìåðó ýëåìåíòà, ê êîòîðîìó ïðèëîæåíà íà-
ãðóçêà.

Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ äàâëåíèé ïî äóãå èìïëàíòà ïîêàçàíû íà ðèñ. 3á.

à) á)

Ðèñóíîê 3 � Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ðåøåíèÿ äëÿ ðàäèàëüíûõ ñìåùåíèé ïðè åäèíè÷íîé íàãðóçêå
â j-îì ýëåìåíòå (à), ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ äàâëåíèé ïî äëèíå èìïëàíòà (á)

à) á) â)

Ðèñóíîê 4 � Èçìåíåíèå ïðîôèëÿ ðîãîâèöû äëÿ ðàçëè÷íûõ æåñòêîñòåé èìïëàíòà
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Áîëåå æåñòêèì èìïëàíòàì ñîîòâåòñòâóþò áoëüøèå çíà÷åíèÿ ðàñòÿãèâàþùåãî äàâ-
ëåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò îæèäàòü áîëåå çíà÷èòåëüíîãî ñãëà-
æèâàíèÿ ïðîôèëÿ ðîãîâèöû.

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû äàííûå ðàñ÷åòîâ ïðîôèëÿ ðîãîâèöû ïðè èñïîëüçî-
âàíèè èìïëàíòîâ ðàçëè÷íîé æåñòêîñòè. Ïîêàçàí âåðõíèé öåíòðàëüíûé ó÷àñòîê
ïðîôèëÿ, ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîòÿæåííîñòè äåôåêòà.

Èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ èçìåíåíèÿ ôîðìû ðîãîâèöû âèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå
ïðîñåäàíèå ðîãîâèöû íàáëþäàåòñÿ â åå öåíòðàëüíîé ÷àñòè. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä
ìîäåëèðîâàíèÿ îïåðàöèè êîððåêöèè êåðàòîêîíóñà ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ÷èñëåí-
íóþ îöåíêó ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êîëüöåâîãî èì-
ïëàíòà äëÿ äîñòèæåíèÿ æåëàåìîãî ýôôåêòà � ðàçãëàæèâàíèÿ äåôåêòà ðîãîâèöû
ãëàçà.

Âûâîäû.

Ïðåäëîæåííàÿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ÷èñëåííî ìîäåëè-
ðîâàòü äåôîðìàöèþ è èçìåíåíèå ôîðìû ðîãîâèöû ãëàçà ïðè âíåäðåíèè ãèáêîãî
êîëüöåâîãî ñåãìåíòà â çàðàíåå ïîäãîòîâëåííûé äëÿ íåãî êàíàë. Ñ ïîìîùüþ ýòîé
õèðóðãè÷åñêîé îïåðàöèè âîçìîæíî ðàçãëàæèâàíèå äåôåêòà ðîãîâèöû (êåðàòîêî-
íóñà). Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà íàèáîëåå ýôôåêòèâíà äëÿ êîð-
ðåêöèè äåôåêòà ïðè åãî öåíòðàëüíîì ïîëîæåíèè íà îñè ðîãîâèöû. Äëÿ êîððåêöèè
äåôåêòà ïðè åãî ñìåùåííîì ïîëîæåíèè íåîáõîäèì èíäèâèäóàëüíûé ïîäáîð óðîâíÿ
ðàñïîëîæåíèÿ èìïëàíòà, åãî óãëà ðàñòâîðà è íà÷àëüíîãî ðàäèóñà êðèâèçíû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÐÔÔÈ • 15-29-03895îôè_ì.
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model of intrastromal corneal shape correction.The complex mechanical-mathematical model
of corneal keratoconus correction is developed. The model includes the solution of the contact
interaction problem for �exible ring segments and cornea. Deformation of the ring segments is
described by di�erential equations of the curved bar bending, deformation of the cornea with
a defect is calculated by the �nite element method as the three-dimensional elastic problem
for a spherical segment layer with rounded conical rising on the top.



ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÅ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅ ÊÀÑÀÒÅËÜÍÎÉ
ÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÍÀÃÐÓÇÊÈ ÍÀ ÓÏÐÓÃÓÞ ÏÎËÓÏËÎÑÊÎÑÒÜ

Îêîíå÷íèêîâ À. Ñ. 1, Òàðëàêîâñêèé Ä. Â. 2, Ôåäîòåíêîâ Ã. Â. 1

1Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé
óíèâåðñèòåò)

2ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðóãàÿ èçîòðîïíàÿ ïîëóïëîñêîñòü, ïîäâåðæåííàÿ âîçäåéñòâèþ êà-
ñàòåëüíîé ïîäâèæíîé ñîñðåäîòî÷åííîé íàãðóçêè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íàãðóçêà
ïðèëàäûâàåòñÿ âäîëü ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè è äâèæåòñÿ âäîëü íåå, â îáùåì ñëó÷àå, ïî
ïðîèçâîëüíîìó çàêîíó. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíûõ
ïåðåìåùåíèé ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè ïîä â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû è âðåìåíè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxz; òàê, ÷òî
îñü Ox íàïðàâëåíà âäîëü ãðàíèöû óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè, à îñü Oz � âãëóáü íåå.
Âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ èìååò âèä:

u(x; z; t) = u(x; z; t)e1 + w(x; z; t)e3;

ãäåu, w � ïåðåìåùåíèÿ âäîëü îñè Ox è Oz ñîîòâåòñòâåííî, t � âðåìÿ, e1; e3 �
îðòû ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ê ãðàíèöå íåâîçìóùåííîé ïîëóïëîñêîñòè ïðèêëàäûâàåòñÿ ñîñðåäîòî÷åííàÿ êà-
ñàòåëüíàÿ íàãðóçêàq(x; � ) = � (x � V t), äâèãàþùàÿñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-
íèè îñè Ox ñî ñêîðîñòüþ V (ðèñóíîê 1), � (� ) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà.

Ðèñóíîê 1 � Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè èññëåäóåìîãî ïðîöåññà èñïîëüçóþò-
ñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ Ëàìå [1]:

(� + � )grad div u + � � u = �
@2u
@t2

; (1)

ãäå�; � è � � óïðóãèå ïîñòîÿííûå Ëàìå è ïëîòíîñòü ñðåäû;
Cîîòíîøåíèÿ Êîøè, çàêîí Ãóêà è óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè èìåþò

âèä:

"11 =
@u
@x

; "13 =
1
2

�
@u
@z

+
@w
@x

�
; "33 =

@w
@z

; � = "11 + "33; (2)

� 11 = 2�" 11 + ��; � 13 = 2�" 13; � 33 = 2�" 33 + �� ; (3)
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� 13jz=0 = � q(x; t ); � 33jz=0 = 0:

ãäå " ij � êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò
îòñóòñòâèþ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé è ðàâåíñòâó êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðè-
ëîæåííîé íàãðóçêå.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå îãðàíè÷åíû:

u = O(1); � ij = O(1) z ! 1 ; (i; j = 1; 3):

Â ñèëó îòñóòñòâèÿ âîçìóùåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, èìååì îäíîðîä-
íûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

u(x; z; 0) = 0; � ij (x; z; 0) = 0; ( i; j = 1; 3):

Äëÿ ïåðåõîäà îò óðàâíåíèé Ëàìå ê äâóì íåçàâèñèìûì óðàâíåíèÿì, ïðåäñòàâèì
âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ êàê ñóììó ïîòåíöèàëüíîé è ñîëåíîèäàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ:

u = grad' + rot (4)

ãäå ' (x; z; t) � ñêàëÿðíûé, à  (x; z; t) � âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû óïðóãèõ ñìåùå-
íèé. Â ïëîñêîì ñëó÷àå èìååòñÿ òîëüêî îäíà íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà  2 =  (x; z; t)
âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Ñ ó÷åòîì (4), ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà çàäà÷è áóäåò
âêëþ÷àòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

óðàâíåíèÿ äâèæåíèé â ïîòåíöèàëàõ:

•' = � '; � 2 • = �  ; � =
@

@x2
+

@
@z2

; (5)

ãäå� � îïåðàòîð Ëàïëàñà;
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

� 33jz=0 = 0; � 13jz=0 = � H (� ) � [x � f (� )] ;

u = O (1) ; w = O (1) ; r ! 1 ; r =
p

x2 + z2;
(6)

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

' j � =0 = _' j � =0 = 0;  j � =0 = _ 
�
�
�
� =0

= 0: (7)

Òàêæå â ïîñòàíîâêó çàäà÷è âõîäÿò ñâÿçè êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, òåíçî-
ðîâ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé ñ óïðóãèìè ïîòåíöèàëàìè, âûòåêàþùèå èç (4),(2)
è (3), Â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, âêëþ÷àþùåé âûðàæåíèÿ (5)�(7) èñïîëüçî-
âàíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí (øòðèõè îáîçíà÷àþò ðàçìåðíûå
âåëè÷èíû):

x =
x0

L
; z =

z0

L
; � =

c1t
L

; u =
u0

L
; w =

w0

L
; ' =

' 0

L2
;  =

 0

L2
;

� =
c1

c2
; cR =

c0
R

c1
; � ij =

� 0
ij

� + 2 �
; � =

�
� + 2�

= 1 �
2
� 2

:
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Çäåñü� � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, cR � ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðýëåÿ, L �
íåêîòîðûé ëèíåéíûé ðàçìåð.

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5)�(7) ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïî-
çèöèè êàñàòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè u(x; 0; t) = u0(x; t ), ïðåä-
ñòàâèì òàê:

u0 (x; � ) = � G11 (x; � ) � � H (� ) � [x � f (� )] ; (8)

Ãäå çíàêîì �� îáîçíà÷åíà äâîéíàÿ ñâåðòêà ôóíêöèé ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåí-
íîé êîîðäèíàòå, G(x; � ) � ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ äëÿ óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè, ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è (5) ñ îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ñëåäóþùèìè ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè:

� 13jz=0 = � � (x)� (� ); � 33jz=0 = 0; u = O(1); � ij = O(1); z ! 1 ; (i; j = 1; 3):

Ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ èìååò ñòðóêòóðó:

G(x; � ) =
2X

j =1

Gj (x; � );

Gj (x; � ) =
gj (x2; � 2) kj (x2; � 2)

�� 4P3 (x2; � 2)
H (� � � j jxj) ; (9)

g1
�
x2; � 2

�
= 4 �

�
� � � 2x

�
; g2

�
x2; � 2

�
=

�
� 2x � 2�

� 2
;

kj (x; � ) =
q

� � � 2
j x; P3

�
x2; � 2

�
= P1 (x; � ) P2 (x; � ) ;

P1 (x; � ) = x � c2
R �; P 2 (x; � ) = x2 � 2� 2x� + � 2� 2;

� 2 =
4
� 2

�
c2

R

2
; � 2=

16(� 2 � 1)
� 8c2

R
; � 1 = 1; � 2 = �;

ãäåH (� ) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.
Ïðè ó÷åòå ñâîéñòâ äåëüòà-ôóíêöèè, äâîéíàÿ ñâåðòêà èç (8) ñâîäèòñÿ ê ñëåäó-

þùåìó èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ:

u0 (x; � ) = �

�Z

0

G(x � f (t); � � t)dt: (10)

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ îäíîðîäíîñòü ôóíêöèè âëèÿíèÿ è ââîäÿ çàìåíó ïåðåìåííîé
y = x � f (t)=(� � t), ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðåìåùåíèÿ ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè
ïðèìåò âèä:

u0(x; � ) = �
2X

j =1

uj (x; � );

uj (x; � ) =

yj 2Z

yj 1

~Gj (y)
q

1 � � 2
j y2dy;

~Gj (y) =
Gj (y; 1)

�
y � _f [t (y; x; t )]

� q
1 � � 2

j y2
;

(11)
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ãäå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ yj 1; yj 2 îïðåäåëÿþòñÿ íîñèòåëÿìè ôóíêöèè âëèÿíèÿ
èç (10) ïðè t 2 [0; � ].

3. Äâèæåíèå íàãðóçêè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëå-
äîâàíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü çàêîí äâèæåíèÿ. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ
äâèæåíèÿ íàãðóçêè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V = const ïî çàêîíó f (� ) = V � . Äëÿ
óäîáñòâà ðàçëîæèì ôóíêöèþ âëèÿíèÿ, â âûðàæåíèè (11) íà ýëåìåíòàðíûå äðîáè:

~Gj (y) =
7X

l=1

ajl

y � bl
; (12)

b1 = V; b2 = cR ; b3 = � cR ; b4 = c; b5 = �c; b6 = � c; b7 = � �c;

ajl =
1

�� 4

gj (b2
l ; 1)

7Q

r =1
r 6= l

(bl � br )
;

ãäåc, �c � êîìïëåêñíî ñïîðÿæåííûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà P2 (x; � ):

P2 (x; � ) = Q2 (y) Q2 (� y)

Q2 (y) = y2 + y + � = ( y + c) (y + �c) ;

 =
p

2 (� 2 + � ); c =
 + i

p
2 (� � � 2)
2

:

Âûðàæåíèå (11) ïðè ó÷åòå çàìåíû z = � j y ïðèõîäèò ê âèäó:

u0(x; � ) = �
2X

j =1

uj (x; � ); uj (x; � ) =
7X

l=1

ajl I jl (x; � ; cjl );

I jl (x; � ; cjl ) =

zj 2Z

zj 1

p
1 � z2

z � cjl
dz; cjl = � j bl :

Âõîäÿùèå â âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé èíòåãðàëû íîñÿò êàê ðåãóëÿðíûé, òàê
è ñèíãóëÿðíûé õàðàêòåð. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíè ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ ïî Êîøè.

Íà ðèñóíêàõ (2) è (3) ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé
ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè â ìîìåíò âðåìåíè � = 1 ïðè ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòíûõ ðåæè-
ìàõ äâèæåíèÿ íàãðóçêè. Çäåñü øòðèõîâûå àñèìïòîòû ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèþ
ôðîíòà äâèæåíèÿ íàãðóçêè (äëèííûé øòðèõ) è ôðîíòàì âîëíû Ðýëåÿ (êîðîòêèé
øòðèõ). Øòðèõîâûå ïóíêòèðíûå àñèìïòîòû ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèþ ôðîíòîâ
âîëíû ñäâèãà.

Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñõîæè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [2], â êîòîðîé ðàññìàòðè-
âåòñÿ âîçäåéñòâèå íîðìàëüíîé ê ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè ïîäâèæíîé íàãðóçêè, ÷òî
îáúÿñíÿåòñÿ ñõîæåñòüþ ñòðóêòóð ÿäåð èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé [3].
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Ðèñóíîê 2 � Ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé ïî îñè Ox ïðè V < 1=�
è 1=� < V < 1 â ìîìåíò âðåìåíè � = 1

Ðèñóíîê 3 � Ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé ïî îñè Ox ïðè V > 1
ìîìåíò âðåìåíè � = 1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 16-58-00260, 16-08-00034).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[1] Ãîðøêîâ À. Ã., Òàðëàêîâñêèé Ä. Â. Äèíàìè÷åñêèå êîíòàêòíûå çàäà÷è ñ ïîäâèæíûìè
ãðàíèöàìè // Ì.: Íàóêà, Ôèçìàòëèò, 1995. 352 ñ.

[2] Îêîíå÷íèêîâ À. Ñ., Òàðëàêîâñêèé Ä. Â.,Ôåäîòåíêîâ Ã. Â. Íåñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå
íîðìàëüíîé ñîñðåäîòî÷åííîé íàãðóçêè âäîëü ãðàíèöû óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè //
Ýëåêòðîííûé æóðíàë Òðóäû ÌÀÈ. 2015. •82

[3] Ãîðøêîâ À. Ã., Ìåäâåäñêèé À. Ë.,Ðàáèíñêèé Ë. Í., Òàðëàêîâñêèé Ä. Â. Âîëíû
â ñïëîøíûõ ñðåäàõ // Ó÷åá. Ïîñîá.: Äëÿ âóçîâ. Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2004. 472 ñ.

Okonechnikov A. S., Tarlakovskii D. V., Fedotenkov G. V. Trunsient impact of the
tangentional moving concentrated force on the elastic half-space. In this paper the elastic half-
space is considered. In initial moment, the concentrated force is applied to the boundary of
the half-space. The force has only tangential to the half-space component, and it moves along
it's boundary. This paper's goal is to obtain the tangential displacements of the boundary
and analyze the solutions.



ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÊËÈÍÎÂÈÄÍÎÉ ÄÅÃÈÄÐÀÒÀÖÈÈ
ÂÛÑÛÕÀÞÙÅÉ ÊÀÏËÈ ÊÐÎÂÈ

Ïîëÿêîâà Í. Ì.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Ïðèâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿùèå ñêîíñòðóèðîâàòü èìèòàöèîííóþ ìàòåìàòè÷å-
ñêóþ ìîäåëü ïîâåäåíèÿ êîàãóëèðóþùèõ ÷àñòèö â èñïàðÿþùåéñÿ êàïëå æèäêîñòè. Ïî-
ñòðîåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ðåøàëàñü ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè
ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ.

1. Ââåäåíèå. Ìåòîä êëèíîâèäíîé äåãèäðàòàöèè áèîëîãè÷åñêèõ æèäêîñòåé
(êðîâü, ñëåçíàÿ æèäêîñòü, ëèêâîð è äð.) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìåäèöèíñêîé äèàãíî-
ñòèêè ðàçëè÷íûõ çàáîëåâàíèé. Ìåòîä îñíîâàí íà ôîðìèðîâàíèè ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ñòðóêòóð â âûñûõàþùåé êàïëå æèäêîñòè, ðàñïîëîæåííîé íà ãîðèçîíòàëüíîé
ïîâåðõíîñòè [1].

Àäåêâàòíàÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ êëèíî-
âèäíîé äåãèäðàòàöèè äî ñèõ ïîð íå ïîñòðîåíà. Ïðè÷èíà ýòîãî äîñòàòî÷íî ÿñíà �
îòñóòñòâèå ïîíèìàíèÿ òîãî, êàêèå èìåííî ïðîöåññû (ôèçè÷åñêèå, õèìè÷åñêèå, áèî-
ëîãè÷åñêèå) ïðèâîäÿò ê îáðàçîâàíèþ ñòðóêòóð. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, îòñóòñòâóåò
è äîñòàòî÷íî õîðîøàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå èñïàðÿ-
þùåéñÿ êàïëè æèäêîñòè. Ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ òàêîé ìîäåëü, áûëè â ÷àñòíîñòè,
ïðåäïðèíÿòû â [2], ãäå äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçëîæåíû ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå
ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ìîäåëè, à òàêæå èìååòñÿ îáçîð ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ìîäå-
ëèðîâàíèþ èñïàðàþùåéñÿ êàïëè æèäêîñòè. Çàñëóæèâàþò âíèìàíèÿ òàêæå ðàáî-
òû [3, 4], â êîòîðûõ ìîäåëèðóåòñÿ èñïàðåíèå êàïåëü æèäêîñòè ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ
Ìàðàíãîíè êàê äëÿ îáû÷íîé æèäêîñòè, òàê è äëÿ êàïåëü êðîâè.

Ïðèìåíèòåëüíî ê êàïëå êðîâè, îäíèì èç âàðèàíòîâ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ÿâëÿ-
åòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà âûñûõàíèÿ êàïëè ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé äëÿ îïè-
ñàíèÿ ïðîöåññîâ â èçîòðîïíîì àêòèâíîì ãåëå, òî åñòü ñïëîøíîé ñðåäå, ñîñòîÿùåé
èç óïðóãîãî êàðêàñà è æèäêîñòè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ òàêóþ ñðåäó,
ïðèâåäåíà, íàïðèìåð, â [5]. Â ñëó÷àå êðîâè, óïðóãèé êàðêàñ âîçíèêàåò â ðåçóëü-
òàòå õèìè÷åñêîãî (êàòàëèòè÷åñêîãî) âçàèìîäåéñòâèÿ ôèáðèíà (ïîëèìåðíûå íèòè)
è ôèáðèíîãåíà (áåëêà, èç êîòîðîãî îáðàçóåòñÿ ôèáðèí). Íà ïîâåäåíèå êàðêàñà
âëèÿþò íàïðÿæåíèÿ, îïèñûâàåìûå, òàê íàçûâàåìûì, òåíçîðîì àêòèâíîñòè, äëÿ
èäåíòèôèêàöèè êîòîðîãî ê èñõîäíûì óðàâíåíèÿì ñëåäóåò äîáàâëÿòü óðàâíåíèÿ,
îïèñûâàþùèå õèìè÷åñêóþ êèíåòèêó ïðîöåññà. Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ãåëÿ, òàêîé
òåíçîð áóäåò øàðîâûì è ïðîïîðöèîíàëüíûì èçìåíåíèþ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
ðåàêöèé âçàèìîäåéñòâèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîöåññ êîàãóëÿöèè êðîâè äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åí, îä-
íàêî, äëÿ äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåíèå çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà
óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì äîñòàòî÷íî ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ
óïðîùåííûå ìîäåëè ñâåðòûâàíèÿ êðîâè, ñì., íàïðèìåð, [6].
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2. Èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóð. Èç êðàòêîãî îáçîðà,
ïðèâåäåííîãî âî ââåäåíèè, ÿñíî, ÷òî äëÿ äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññà òðåáóåò-
ñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå ãåëÿ, î êèíåòèêå ïðîöåññà ñâåð-
òûâàíèÿ è ò. ä. Îäíàêî, èìååòñÿ è èíîé ïîõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû, ñâÿçàííûé
ñ èìèòàöèîííûì ìîäåëèðîâàíèåì. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè êîàãóëÿöèè êðîâè â æèäêî-
ñòè âîçíèêàþò ìàêðîñêîïè÷åñêèå ÷àñòèöû, êîòîðûå â ðåçóëüòàòå ïðîöåññîâ äèô-
ôóçèè è ñåäèìåíòàöèè, ïðîñà÷èâàÿñü ÷åðåç êàðêàñ ãåëÿ, îáðàçóþò íà ïîâåðõíîñòè,
íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ êàïëÿ, íåêîòîðûé, íå îáÿçàòåëüíî òâåðäûé, îñàäîê. Ñêîðåå
âñåãî, èìåííî â ýòîì îñàäêå è âîçíèêàþò ïðîñòðàíñòâåííûå ñòðóêòóðû. Â ãðóáîì
ïðèáëèæåíèè, ñòðóêòóðó ãåëÿ ìîæíî èìèòèðîâàòü çàäàíèåì çàâèñèìîñòè êîýô-
ôèöèåíòà äèôôóçèè è ñêîðîñòè ñåäèìåíòàöèè îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû z.
Îáëàñòü, çàíÿòóþ êàïëåé, ìîæíî ñ÷èòàòü äâóõñëîéíîé. Ïåðâûé ñëîé ( f ) ñîñòî-
èò èç âçâåøåííûõ â æèäêîñòè (èëè ãåëå) ÷àñòèö, à âòîðîé ñëîé (s) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îñàäîê, ñì. ðèñ. 1.

Ðèñóíîê 1 � Ñõåìà èñïàðÿþùåéñÿ êàïëè ñî âçâåøåííîé ïðèìåñüþ è îñàäêîì. Ñëåâî èçîá-
ðàæåíî íåêîòîðîå ñå÷åíèå îáëàñòè (íå ìàñøòàáèðîâàíî)

Òàêàÿ ìîäåëü àíàëîãè÷íà ìîäåëè Saint Venan � Exner (ñì., íàïðèìåð, [7]), èñ-
ïîëüçóåìîé äëÿ îïèñàíèÿ ðóñëîâûõ íàíîñîâ â âîäîåìàõ, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî óïî-
ìÿíóòàÿ ìîäåëü ñïðàâåäëèâà äëÿ òîíêîãî áåñêîíå÷íîãî ñëîÿ æèäêîñòè, íà ïîâåðõ-
íîñòè êîòîðîé îòñóòñòâóåò èñïàðåíèå.

3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [2, 7, 8]), ïîñòðîèì ìî-
äåëü ñåäèìåíòàöèè ïðèìåñè â èñïàðÿþùåéñÿ êàïëå.

Ïóñòü êàïëÿ çàíèìàåò îáëàñòü z 2 [0; h(x ; t)], âçâåøåííàÿ ïðèìåñü íàõîäèòñÿ â
îáëàñòè z 2 [� (x ; t); h(x ; t)] (ñëîé f ), à îñàäîê ðàñïîëîæåí â îáëàñòè z 2 [0; � (x ; t)]
(ñëîé s), ãäåh(x ; t) � ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü êàïëè (ãðàíèöà ðàçäåëà æèäêîñòü�
ïàð), � (x ; t) � ãðàíèöà ìåæäó âçâåøåííîé ïðèìåñüþ è îñàäêîì, ñì. ðèñ. 1.

Îñðåäíåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà âçâåøåííîé ïðèìåñè. Óðàâíåíèå, îïèñûâàþ-
ùåå ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè âîçüìåì â âèäå

Ct + div( Cv) = ( "Cz + wSC)z; � (x ; t) < z < h (x ; t): (1)

ÇäåñüC(x; y; z; t) � êîíöåíòðàöèÿ âçâåøåííîé ïðèìåñè, "(z) � êîýôôèöèåíò âåð-
òèêàëüíîé äèôôóçèè, wS(z) � ñêîðîñòü ñåäèìåíòàöèè â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëå-
íèè, v(x; y; z; t) = ( U; V; W) = ( U ; W) � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Çàâèñèìîñòü
", wS îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû z ìîäåëèðóåò ñâîéñòâà ãåëÿ, êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ
îäíîðîäíûì â ïëîñêîñòè (x; y). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ñêîðîñòü ñåäèìåíòàöèè
è äèôôóçèÿ àíèçîòðîïíû, òî åñòü ñåäèìåíòàöèÿ è äèôôóçèÿ â ïëîñêîñòè (x; y)
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îòñóòñòâóþò, è ïåðåíîñ ïðèìåñè â ýòîé ïëîñêîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò
ñêîðîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè.

Íà ãðàíèöàõ z = � (x ; t), z = h(x ; t) çàäàäèì êðàåâûå óñëîâèÿ

(Cz + wSC)
�
�
z= h

= 0; (Cz + wSC)
�
�
z= �

= � E; (2)

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò îòñóòñòâèþ ïîòîêà êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå z = h è çà-
äàííîìó ïîòîêó êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå z = � .

Âåëè÷èíó E â ãðóáîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî âûáðàòü â âèäå

E = wS(� )
�

ce � C
�
�
z= �

�
; (3)

ãäåce � íåêîòîðàÿ ðàâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ � ïðè C
�
�
z= �

> ce âçâåøåííàÿ ïðè-

ìåñü ïðîíèêàåò â îáëàñòü çàíÿòóþ îñàäêàìè, à ïðè C
�
�
z= �

< ce îñàäêè ìîãóò ¾âû-
ìûâàòüñÿ¿ òå÷åíèåì æèäêîñòè, ïðåâðàùàÿñü âî âçâåøåííóþ ïðèìåñü.

Îïðåäåëèì ñðåäíèå ïî òîëùèíå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè è ãîðèçîíòàëüíîé ñêî-
ðîñòè â îáëàñòè âçâåøåííîé ïðèìåñè

c(x; y; t ) =
1

h � �

hZ

�

C(x; y; z; t) dz; u (x; y; t ) =
1

h � �

hZ

�

U (x; y; z; t) dz: (4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîôèëè êîíöåíòðàöèè è ñêîðîñòè â âåðòèêàëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè èçâåñòíû è çàäàíû, ñîîòâåòñòâåííî, íîðìèðîâàííûìè ôóíêöèÿìè ' (x; y; z; t)
è  (x; y; z; t), òî åñòü

C(z) = ( h � � )c' (z); U (z) = ( h � � )u  (z);

hZ

�

' (z) dz = 1;

hZ

�

 (z) dz = 1: (5)

Çäåñü è äàëåå äëÿ êðàòêîñòè àðãóìåíòûx, y, t îïóùåíû.
Ñ÷èòàÿ æèäêîñòü íåñæèìàåìîé ( div U + Wz = 0) è èíòåãðèðóÿ (1) ñ ó÷å-

òîì (3), (4), (5), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè

St + div( S u) = E = wS(� )(ce � S' (� )) ; S = ( h � � )c;  =

hZ

�

' (z) (z) dz: (6)

Ïîâåäåíèå ãðàíèö. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ãðàíèö âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòà-
ìè [7], êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå áàëàíñà ìàññû è âûïîëíÿÿ
äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïîäðîáíåå ñì. â [7])

@
@t

hZ

�

Cf dz +
@
@t

�Z

0

Cs dz + div 0(� f + � s) � 
 in (h) + CsW
�
�
z=0

= 0: (7)

ÇäåñüCf , Cs � êîíöåíòðàöèè âçâåøåííîé ïðèìåñè â ñëîå f è îñàäî÷íîé ïðèìåñè
â ñëîå s, � f , � s � ïëîòíîñòè ãîðèçîíòàëüíûõ ïîòîêîâ âçâåøåííîé è îñàäî÷íîé
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ïðèìåñè, div0 � ¾ïëîñêèé¿ îïåðàòîð äèâåðãåíöèè, 
 in (h) � èñòî÷íèê ìàññû, âîç-
íèêàþùèé íà ãðàíèöå z = h, â ðåçóëüòàòå èñïàðåíèÿ (ñì. ðèñ. 1), êîòîðàÿ ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå


 in (h) = Cf (h)(ht + U � r 0h � W)
�
�
z= h

) = Cf (h)(U � n � D)jr F j
�
�
z= h

; (8)

n =
r F
jr F j

; D = �
Ft

jr F j
; F = h � z;

ãäån , D � íîðìàëü ê ãðàíèöå z = h è ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíèöû.
Êîíöåíòðàöèþ Cf ñ÷èòàåì âçâåøåííîé ïðèìåñüþ, ãîðèçîíòàëüíûé ïîòîê âçâå-

øåííîé ïðèìåñè è ñêîðîñòü D çàäàåì ñîîòíîøåíèÿìè

� f = S u =  (h � � )cu ; (U � n � D)
�
�
z= h

= Vn ; Cf = C; (9)

ãäå ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç (6), à âòîðîå � ïîëó÷åíî â Ïðèëîæåíèè À
ðàáîòû [2], Vn � ñêîðîñòü ïåðåíîñà ìàññû æèäêîñòè íà ãðàíèöå æèäêîñòü�ïàð
ïðè èñïàðåíèè, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ îòíîøåíèþ ñêîðîñòè ïîòîêà òåïëà, ïîäâîäèìî-
ãî ê ãðàíèöå, ê ñêðûòîé òåïëîòå ïàðîîáðàçîâàíèÿ.

Íàêîíåö, äåëàÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòàöèîíàðíîñòè êîíöåíòðàöèè îñàäî÷íîé
ïðèìåñè @tCs = 0 è îá îòñóòñòâèè âåðòèêàëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè íà ãðàíèöàõ
(W

�
�
z=0

= 0, W
�
�
z= h

= 0), ïðè ïîìîùè (4)�(6), (8), (9) ïîëó÷èì èç (7) óðàâíåíèå,
îïèñûâàþùåå ýâîëþöèþ ãðàíèöû ðàçäåëà z = �

Cs(h)
@�
@t

+ div 0 � s + E = C(h)jr F jVn : (10)

Â ãðóáîì ïðèáëèæåíèè, âåëè÷èíó ïîòîêà îñàäî÷íîé ïðèìåñè ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâ-
íîé íóëþ, òî åñòü � s = 0.

Ãèïîòåçà î âåðòèêàëüíûõ ïðîôèëÿõ êîíöåíòðàöèè è ñêîðîñòè. Ñ ó÷åòîì ìàëî-
ñòè òîëùèíû ðåàëüíûõ êàïåëü, ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ ïåðå-
ìåííûõ, â ÷àñòíîñòè, çàìåí z ! �z , W ! �W , ãäå� � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé
òîëùèíó, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â óðàâíåíèè (1) â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ñîõðàíÿ-
åòñÿ ëèøü ïðàâàÿ ÷àñòü, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ' , ðåøàÿ çàäà÷ó

("(z)' z + wS(z)' )z = 0; (' z + wS ' )
�
�
z= h

= 0;

hZ

�

' (z) dz = 1: (11)

Àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü è ôóíêöèþ  (z).
4. Î âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå. Ñîâîêóïíîñòü ïðåäñòàâëåííûõ ñîîò-

íîøåíèé (â ÷àñòíîñòè, (6), (3, (8) è îñðåäíåíèå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñ ó÷å-
òîì (8)), ïîçâîëÿþò ñêîíñòðóèðîâàòü ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé êîíöåí-
òðàöèè c âçâåøåííîé ïðèìåñè, ñâîáîäíîé ãðàíèöû z = h è ãðàíèöû ðàçäåëà âçâå-
øåííîé è îñàäî÷íîé ïðèìåñè z = � , è ñðåäíåé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ u , óðàâíåíèå
äëÿ êîòîðîé ïîëó÷åíî íà îñíîâå òåîðèè ìåëêîé âîäû â [2]. Òàêàÿ ñèñòåìà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà (íå ïðèâåäåíà ââèäó
ãðîìîçäêîñòè). Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ
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äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíîãî è äâóõìåðíîãî ñëó÷àåâ. Ââèäó ãèïåðáîëè÷íîñòè
ñèñòåìû, äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ñïåöèàëüíûå Riemann solvers, ñ ëèíåéíîé
ðåêîíñòðóêöèåé, â ÷àñòíîñòè, HLL (Harten, Lax and van Leer) ðåêîíñòðóêöèåé (ñì.,
â ÷àñòíîñòè [8]) íà ñòðóêòóðèðîâàííûõ è íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ. Ðàñ÷åòû
ïðîâîäèëèñü â ñëó÷àÿõ ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ïî z âåëè÷èí "(z), wS(z). Ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ èìåëè õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â ëèòåðàòóðå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå áàçîâîé ÷àñòè òåõíè÷åñêîãî çà-
äàíèÿ 213.01-11/2014-1 Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ, ÞÔÓ.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôðàêöèÿ ïðîäîëüíîé íèçêî÷àñòîòíîé óëüòðàçâóêîâîé
âîëíû íà äåôåêòå ïðîèçâîëüíîé ôîðìû â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ðàçðàáîòàí áûñòðûé èòå-
ðàöèîííûé àëãîðèòì ïîñëåäâàòåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ, ãäå íà êàæäîì øàãå èòå-
ðàöèè ðåøàåòñÿ ñèñòåìà ñî ñòðóêòóðèðîâàííîé ìàòðèöåé. Èñïîëüçóþòñÿ áûñòðûå ÷èñ-
ëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ ìàòðèöàìè òàêîãî òèïà, ïîçâîëÿþùèå íà ïîðÿäîê
ñîêðàòèòü ÷èñëî íåîáõîäèìûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. ßâíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ïàäàþùåé âîëíû äàâëåíèÿ, âîçáóæäàåìîé óëüòðàçâóêîâûì äàò÷èêîì, ïîëó÷åíî íà
îñíîâå ñâåäåíèÿ èçâåñòíîãî òðåõìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê äâóõìåðíîìó âèäó. Ïðîâåäåí-
íûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ðàçíûõ ìîäåëåé äåôåêòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî àëãîðèòì
óñòîé÷èâî âåäåò ñåáÿ â íèçêî÷àñòîòíîì óëüòðàçâóêîâîì äèàïàçîíå.

1. Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
(ÃÈÓ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûñîêîýôôåêòèâíûé ïîäõîä ðåøåíèÿ äèôðàêöèîííûõ
çàäà÷. Â ñî÷åòàíèè ñ ñîâðåìåííûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, òàêèìè, êàê íàïðè-
ìåð ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ), îí äàåò òî÷íûé èíñòðóìåíò àíàëèçà
âîëíîâûõ ïîëåé, îòðàæåííûõ îò ïðåïÿòñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, â óëüòðàçâóêîâîì
íåðàçðóøàþùåì êîíòðîëå íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìîäåëè
ôèçè÷åñêîé òåîðèè äèôðàêöèè Êèðõãîôà èëè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äèôðàê-
öèè Êåëëåðà. Òàêèå ïîäõîäû, áóäó÷è ïðèåìëåìûìè äëÿ àíàëèçà äàëüíåé çîíû
â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè, çàìåòíî òåðÿþò ñâîþ òî÷íîñòü â îñòàëüíûõ ñëó÷à-
ÿõ. Ïîýòîìó, â ñëó÷àå àíàëèçà îòðàæåííîãî ïîëÿ â íèçêî÷àñòîòíîì äèàïîçîíå
(10�100 ÊÃö), êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ íàïðèìåð ïðè àíàëèçå òðóá íàïðàâëÿåìûìè
âîëíàìè Ëýìáà, èñïîëüçîâàíèå áîëåå òî÷íûõ ïîäõîäîâ îïèñàíèÿ âîëíîâûõ ïðî-
öåññîâ ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì. Òåì íå ìåíåå, ñîâðåìåííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ðàññåÿíèÿ â ðàìêàõ ÃÈÓ òðåáóþò îãðîìíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ðåñóðñîâ, òàê êàê äëÿ àäåêâàòíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî áðàòü êàê ìèíè-
ìóì äåñÿòü óçëîâ íà êàæäóþ äëèííó âîëíû, ÷òî ñóæàåò êðóã ïðèìåíåíèÿ äàííûõ
ïîäõîäîâ ëèøü ê ëàáîðàòîðíûì èññëåäîâàíèÿì è íå ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü èõ â
ïîâñåäíåâíîì ïðîìûøëåííîì óëüòðàçâóêîâîì êîíòðîëå. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðà-
áîòêà áûñòðûõ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ â ïðèëîæåíèè ê äàííîé îáëàñòè äîëæ-
íî ïðèáëèçèòü ðåàëèçàöèþ óêàçàííûõ âûøå ïîäõîäîâ â ñîâðåìåííîé ïîðòàòèâíîé
óëüòðàçâóêîâîé àïïàðàòóðå.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ çàäà÷ó äèôðàêöèè ïðîäîëüíîé
ÓÇ âîëíû íà ïðåïÿòñòâèè ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Ïóñòü íà ãðàíèöå èññëåäóåìîé
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ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû íàõîäèòñÿ ÓÇ ïðåîáðàçîâàòåëü äëèííîé 2a. Ðàñïîëîæèì
äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ îñÿìè x è z òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åå öåíòð íàõî-
äèëñÿ ïîä ãåîìåòðè÷åñêîé ñåðåäèíîé ÓÇ äàò÷èêà, îñü z áûëà íàïðàâëåíà âíóòðü
ñðåäû, à îñü x ëåæàëà âäîëü ãðàíèöû ñðåäû. Áóäåì ïðåäïîëîãàòü, ÷òî äàò÷èê ñî-
âåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, òîãäà âñå âîçáóæäàåìûå âíóòðè ñðåäû âîëíû
òàêæå áóäóò ãàðìîíè÷åñêèìè ïî âðåìåíè. Äàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîçâîëÿåò
èñêëþ÷èòü âðåìåííîé ïàðàìåòð è ñâåñòè âîëíîâîå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ Ãåëüì-
ãîëüöà

� p + k2p = 0 (1)

ãäåp � ýòî ïîëíîå äàâëåíèå, k = !=c � âîëíîâîå ÷èñëî, ! � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà,
c � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí â äàííîé ñðåäå. Äëÿ ó÷åòà âðå-
ìåííîé çàâèñèìîñòè âñå íàéäåííûå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî áóäåò óìíîæèòü íà e� i!t ,
ãäå i � ýòî ìíèìàÿ åäèíèöà, à ÷åðåç t îáîçíà÷åí ïàðàìåòð âðåìåíè. Â ðàìêàõ
ëèíåéíîé àêóñòèêè ïîëíîå ïîëå äàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïàäàþùèåé
è îòðàæåííîé âîëí p = pinc + psc.

Ïàäàþùåå ïîëå äàâëåíèå, ñîçäàâàåìîå ïðåîáðàçîâàòåëåì âíóòðè ñðåäû, ìîæíî
ïîëó÷èòü èç èçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî êîíòàêòíàÿ ïëîùàäü ïðåîáðàçîâàòåëÿ åñòü áåñêîíå÷íàÿ âäîëü îñè y ïîëîñà
øèðèíîé 2a ïî îñè x. Òîãäà ïîëå èçëó÷åíèÿ âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà ïî
îòðåçêó

pinc (x; z) = � p0
i
2

@
@z

aZ

� a

H (1)
0

h
k
p

(� � x)2 + z2
i

d� (2)

ãäåp0 � ýòî äàâëåíèå, ñîçäàâàåìîå ïðåîáðàçîâàòåëåì íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ñî
ñðåäîé (â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ áûëî ïðèíÿòî p0 = 1).

Äåôåêò âíóòðè èññëåäóåìîé ñðåäû áóäåì ìîäåëèðîâàòü àêóñòè÷åñêè òâåðäûì
òåëîì. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî âûðàæàåòñÿ â óñëîâèè íåïðîíèöàåìîñòè íà ãðàíèöå
ïðåïÿòñòâèÿ
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(3)

ãäå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â òåðìèíàõ äàâëåíèÿ ìû âîñïîëüçîâà-
ëèñü ñîîòíîøåíèåì vn = 1=ip! � @p=@n.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ÃÈÓ [1] ñâîäèò çàäà÷ó (1)�(3) ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
Ôðåäõãîëüìà âòîðîãî ðîäà ïî ïîâåðõíîñòè îòðàæàòåëÿ

p(A)
2

�
Z

l

p(B)
@�( jB � Aj)

@nB
dlB = pinc (A); A 2 l; B = ( Bx ; Bz); A = ( Ax ; Az) (4)

ãäå l � ýòî ãðàíè÷íûé êîòíóð îòðàæàòåëÿ è dlB åãî ýëåìåíòàðíàÿ äëèííà äóãè
ñâÿçàííàÿ ñ òî÷êîé B, nB ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè
ê ãðàíèöå ïðåïÿòñòâèÿ â òî÷êå B, à � � åñòü ôóíêöèÿ Ãðèíà, êîòðàÿ â äâóìåðíîì
ñëó÷àå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òðàíñöåíäåíòíóþ ôóíêöèþ Õàíêåëÿ �( r ) = i=4H (1)

0 (kr )
(çäåñü ÷åðåçr = jB � Aj îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè). Èñïîëüçóÿ
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äàííîå âûðàæåíèå, ëåãêî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè
Ãðèíà ïî íîðìàëè

G(B; A ) =
@�( r )
@nB

=
@�( r )

@r
@r

@nB
=

@�( r )
@r

(�r � �nB )
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= �
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(�r � �nB )
r
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3. Ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4)
äàåò ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ïîëÿ äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå äåôôåêòà. Â îáùåì ñëó÷àå
òàêîå ðåøåíèå ñòðîèòüñÿ íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Äëÿ ýòîãî ðàçîáúåì ãðà-
íèöó îòðàæàòåëÿ l íà N îòðåçêîâ ìàëîé äëèíû � l j è ðàñïîëîæèì êîíå÷íûé íàáîð
óçëîâ âû÷èñëèòåëüíîé ñåòêè â ñåðåäèíå êàæäîãî ïîäèíòåðâàëà � l j ; j = 1; : : : ; N .
Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîëëîêàöèè ñîãëàñíî êîòîðîìó óçëû ¾âíóò-
ðåííåé¿ è ¾âíåøíåé¿ ïåðåìåííûõ ñîâïàäàþò A j = B j ; 8j . Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òà-
êîì ïîäõîäå èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (4) ìîæíî çàìåíèòü íà ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ìà-
ëûì îòðåçêàì l j . Äàëåå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà
âíóòðè ìàëîãî èíòåðâàëà, âûíåñåì åå çà çíàê èíòåãðèðîâàíèå. Â èòîãå, ïîëó÷èì
ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) îòíîñèòåëüíî
âåëè÷èí

NX

j =1

pj Gmj = pinc
m ; m = 1; : : : ; N: (6)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: pj = p(B j ); pinc
m = pinc (Am ); Gmj =

G(Am ; B j ); m 6= j; G jj = 1=2; m = j .
Óðàâíåíèå (6) â áîëåå êîìïàêòíîé ìàòðè÷íîé ôîðìå áóäåò èìåòü âèä

Gp = pinc (7)

Ìàòðèöà G ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîé ìàòðèöåé ñ N 2 íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè, ïîýòîìó
ðåøåíèå ñèñòåìû (7) ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì Ãàóññà ïîòðåáóåò N 3 àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé. Îäíàêî, êîãäà ôîðìà ïðåïÿòñòâèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü èëè
îòðåçîê ïðÿìîé, ìàòðèöà èìååò ñïåöèàëüíûé ñòðóêòóðèðîâàííûé âèä è äëÿ ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû áûñòðûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû ñî
ñëîæíîñòüþ N log2 N îïåðàöèé.

Áàçèðóÿñü íà äàííûõ ìåòîäàõ ìîæíî îðãàíèçîâàòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ îòðàæàòåëÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.
Ñ ýòîé öåëüþ ïîñòðîèì íà îñíîâå ìàòðèöû G ñòðóêòóðèðîâàííóþ ìàòðèöó ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåìåíòû íîâîé ìàòðèöû âäîëü ëþáîé äèàãîíàëè (ò. å. ïðè
i � j = const) ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ðàâíû ñðåäíåìó çíà÷åíèþ d =

P N
m=1 em=N.

Ïîñòðåííàÿ òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà Gc íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé è ñî-
îòâåòñòâóåò çàäà÷å äèôðàêöèè íà îêðóæíîñòè, à ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðè÷íóþ ôîðìó ñâåðòêè äâóõ ñèãíàëîâ. Ðåøåíèå ñèñòåì
ñ òàêèìè ìàòðèöàìè îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðåìå î ñâåðòêå, ÷òî ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíå-
íèþ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå òðè ðàçà [2] ñ îáùåé ñëîæíîñòüþ 3N � log2N .
Åñëè æå â îñðåäíåíèè ïî äèàãîíàëè îñòàâèòü ëèøü òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, êî-
òîðîå íàõîäèòñÿ íà äàííîé äèàãîíàëå, ò. å. d =

P M
m=1 em=M, ãäåM = N � (i � j )

äëÿ äèàãîíàëåé âûøå ãëàâíîé è M = 1 + ( i � j ) äëÿ äèàãîíàëåé ðàñïîëîæåííûõ
íèæå ãëàâíîé, òî áóäåò ïîëó÷åíà Òåïëèöåâà ìàòðèöà Gt , êîòîðàÿ ñ ôèçè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å äèôðàêöèè íà îòðåçêå êîíå÷íîé äëèíû. Ðå-
øåíèå ÑËÀÓ ñ òàêèìè ìàòðèöàìè áàçèðóåòñÿ íà áîëåå ñëîæíûõ èòåðàöèîííûõ
ìåòîäàõ ñ îáùèì êîëè÷åñòâîì àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé nit � 3N � log2N , ãäånit �
ýòî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè [3].

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëüçóÿñü îäíèì èç ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåíèé, èñõîäíóþ ñèñòå-
ìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

G t; cp = pinc +
�
G t; c � G

�
p (8)

Íà îñíîâå äàííîãî óðàâíåíèÿ ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ â âèäå:

G t; cpq+1 = pinc +
�
G t; c � G

�
pq; q = 0; 1; : : : ; (9)

ãäå, êàê âèäíî, íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ ñèñòåìà ñî ñòðóêòóðèðîâàííîé ìàò-
ðèöåé. Äëÿ ïåðâîé èòåðàöèè íåîáõîäèìî âûáðàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå p0, êî-
òîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç êàêèõ-ëèáî àññèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé èëè
âçÿòî òðèâèàëüíî ðàâíûì íóëþ.

3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ïðîâåðêè ñõîäèìîñòè ïðåä-
ëîæåííîãî èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ
äëÿ ðàçíûõ ôîðì äåôôåêòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ ïàäàþùåé âîëíû. Â êà÷å-
ñòâå èññëåäóåìîé ñðåäû èñïîëüçîâàëàñü ñòàëü ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðî-
äîëüíîé âîëíû c = 6000 ì/ñ. Ãëóáèíà çàëåãàíèÿ îòðàæàòåëÿ áûëà ïðèíÿòà 10 ñì,
à åãî ìàêñèìàëüíàÿ ïðîòÿæåííîñòü âäîëü îäíîé èç îñåé ïîðÿäêà 10ìì. Ñåðèÿ ïðî-
âåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî àëãîðèòì âåäåò ñåáÿ óñòîé÷èâî
â íèçêî÷àñòîòíîì óëüòðàçâóêîâîì äèàïàçîíå ( 0 < f < 1; 5 ÌÃö). Óñòîé÷èâîñòü
ìåòîäà íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñî ñëîæíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ïîëÿ äàâëåíèÿ
ïî êîíòóðó ïðåïÿòñòâèÿ è íå çàâèñèò îò ðàçìåðà ñåòêè. Òàêæå èç ýêñïåðèìåí-
òà âûÿñíèëîñü, ÷òî îáà òèïà àïïðîêñèìàöèè Gc è Gt òðåáóþò ïî÷òè îäèíàêîâîãî
÷èñëà èòåðàöèé âíóòðè ðåøàòåëÿ (9). Â ýòîì ñìûñëå ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçî-
âàòü ïåðâóþ àïïðîêñèìàöèþ ( Gc), ïîñêîëüêó ðåøåíèå ñèñòåìû ñ òàêîé ìàòðèöåé
ñòðîèòñÿ ëåã÷å è ýôôåêòèâíåé. Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðåøåíèÿ ïî-
ñ÷èòàííîãî ìåòîäîì Ãàóññà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ïåðâûõ èòåðàöèé ïðåäëîæåííîãî
àëãîðèòìà. Ðèñóíîê ñëåâà ñîîòâåòñòâóåò àïïðîêñèìàöèè Gc, ðèñóíîê ñïðàâà � Gt .
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Ðèñóíîê 1 � Ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîãî äàâëåíèÿ íà êîíòóðå: � (� ) = a(1 + 0 :25 cos(4� )) , ãäå
a = 0 :5 ìì, N = 2 10. Ñëåâà � âû÷èñëåíèÿ ïî Gc, ñïðàâà � ïî Gt
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Èçó÷àåòñÿ äåôîðìèðîâàíèå ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíû (ÐÏ), êîòîðàÿ ìîäåëèðóåòñÿ íåîä-
íîðîäíîé êðóãëîé ïëàñòèíîé, óïðóãî çàêðåïëåííîé íà ãðàíèöå, ÷òî õàðàêòåðèçóåòñÿ äâó-
ìÿ êîýôôèöèåíòàìè. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû èçó÷åí ïðîãèá êðóãëîé óïðóãîé ïëàñòèíêè
ïåðåìåííîé æåñòêîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Íà îñíîâå âàðèàöèîí-
íîãî ïîäõîäà ñîñòàâëåí ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà äëÿ ïëàñòèíû, èç íåãî ïîëó÷åíî óðàâíå-
íèå äëÿ ïðîãèáà è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Çàäà÷à ðåøåíà ìåòîäîì Ðèòöà
äëÿ ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Âî âòîðîé ÷àñòè ðåøåíà
çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ äàííûõ
î ïðîãèáå â íàáîðå òî÷åê. Ðàçðàáîòàíà ñõåìà àíàëèçà çàäà÷è: ñôîðìóëèðîâàíû âñïîìî-
ãàòåëüíûå çàäà÷è, íå ñîäåðæàùèå èñêîìûå êîýôôèöèåíòû, óñòàíîâëåíà ñòðóêòóðà äëÿ
ïðîãèáà â âèäå äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îò èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîñòðîåíà
ñèñòåìà íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èç êîòîðîé è íàõîäÿòñÿ êîýôôèöèåí-
òû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Êðîìå òîãî, áûëà ðåøåíà çàäà÷à ïî âîññòàíîâëåíèþ íàãðóçêè,
èçó÷åíî âëèÿíèå óïðóãîñòè çàäåëêè íà õàðàêòåðèñòèêè ïðîãèáà.

1. Ââåäåíèå. Ãëàçíîå ÿáëîêî ñíàðóæè ïîêðûòî ôèáðîçíîé êàïñóëîé (tunica
�brosa), 1/6 ïîâåðõíîñòè êîòîðîé ïðèõîäèòñÿ íà ðîãîâèöó, à 5/6 � íà ñêëåðó. Ñêëå-
ðà âûïîëíÿåò çàùèòíóþ è îïîðíóþ ôóíêöèè, èçó÷åíèå åå ñâîéñòâ äàåò êëþ÷ ê ïî-
íèìàíèþ ìåõàíèçìîâ ðàçâèòèÿ ðàçëè÷íûõ ãëàçíûõ áîëåçíåé, íàïðèìåð, ìèîïèè è
ãëàóêîìû. Íàèáîëåå òîíêà ñêëåðà â çàäíåé ÷àñòè ãëàçíîãî ÿáëîêà, â ìåñòå âûõîäà
çðèòåëüíîãî íåðâà. Çäåñü âíóòðåííèå ñëîè ñêëåðû îáðàçóþò ðåøåò÷àòóþ ïëàñòèíó
(ÐÏ), ïðîíèçàííóþ àêñîíàìè êëåòîê ñåò÷àòêè. Ýòî èñòîí÷åíèå ñêëåðû â ïåðâóþ
î÷åðåäü ñòðàäàåò îò âîçäåéñòâèÿ ïîâûøåííîãî äàâëåíèÿ, è ïîòîìó èçó÷åíèå õà-
ðàêòåðèñòèê ÐÏ èìååò íåìàëîâàæíîå çíà÷åíèå ïðè îïðåäåëåíèè âíóòðèãëàçíîãî
äàâëåíèÿ (ÂÃÄ) [1].

Êàê ïîêàçàëà ïðàêòèêà è òåîðèÿ [2], äåôîðìàöèþ ÐÏ ìîæíî èçó÷àòü îòäåëü-
íî, áåç ó÷åòà äåôîðìàöèè ñêëåðû, áëàãîäàðÿ ÷åìó ïðîùå ó÷åñòü äâà ñóùåñòâåí-
íûõ ôàêòîðà � àíèçîòðîïèþ è íåîäíîðîäíîñòü ÐÏ. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ðàáîò,
ïîñâÿùåííûõ ÐÏ, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïëàñòèíà èìååò æåñòêóþ ñâÿçü ñî ñêëåðîé. Â íà-
ñòîÿùåé æå ðàáîòå ïëàñòèíà ïðåäïîëàãàåòñÿ óïðóãî çàêðåïëåííîé.

2. Ïðÿìàÿ çàäà÷à. Ðàññìîòðèì ðàâíîâåñèå ÐÏ, êîòîðàÿ ìîäåëèðóåòñÿ êðóã-
ëîé óïðóãîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíîé ðàäèóñà a ïåðåìåííîé æåñòêîñòè, íà êîòîðóþ
äåéñòâóåò ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêàq. Ñ÷èòàåì êðàé ïëàñòèíû óïðóãî îïåðòûì,
÷òî ìîäåëèðóåòñÿ äâóìÿ óïðóãèìè ñâÿçÿìè íà êðàþ. Áåçðàçìåðíûé ëàãðàíæèàí
â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïîñòðîåí â [3], à â ðàññìàòðèâàåìîì ñòàòè÷å-
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ñêîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà èìååò âèä

F � [w] =
1
2

1Z

0

f (r )

(

[w00(r )]2 +
�

w0(r )
r

� 2

+ 2�
�

w0(r )w00(r )
r

� )

rdr � (1)

�

1Z

0

qw(r )rdr +
g1

2
(w(1))2 +

g2

2
(w0(1))2;

ãäå w = w(� ) � ôóíêöèÿ ïîïåðå÷íîãî ïðîãèáà ïëàñòèíû, h � åå òîëùèíà,
f (r ) � áåçðàçìåðíàÿ æåñòêîñòü, w(r ) � ïðîãèá, g1, g2 � êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè
çàäåëêè,� � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.

Ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëà è ïðèðàâíèâàíèÿ íóëþ êîýôôèöèåíòîâ ïðè
íåçàâèñèìûõ âàðèàöèÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ

Lw = ( fw 00r )00�
�

f
r

w0

� 0

+ � [(fw 0)00� (fw 00)0] = qr (2)

è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

M 1w =
�

� (fw 00r )0+
f
r

w0+ � (fw 00� (fw 0)0) + g1w
� �

�
�
�
r =1

=
�

M 0
1 w + g1w

	 �
�
r =1

= 0;

(3)

M 2w = f fw 00r + �fw 0+ g2w0gjr =1 =
�

M 0
2 w + g1w0

	 �
�
r =1

= 0:

Ïðîãèá w íàõîäèòñÿ ìåòîäîì Ðèòöà, òàê êàê ïåðåìåííûå êîýôôèöèåíòû íå ïîçâî-
ëÿþò âûïèñàòü ðåøåíèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Èñêîìîå ðåøåíèå ïðåäñòàâèì êàê
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

w(r ) =
NX

k=1

ck � k(r ) (4)

ãäåck � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû, � k � áàçèñíûå ôóíêöèè âèäà

� k(r ) = r 2(k� 1); = 1; 2:::N (5)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (4) â ôóíêöèîíàë (1) è íàõîæäåíèÿ åãî ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ
ïîñòðîåíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ck , ðåøàÿ êîòîðóþ íàõîäèì ôóíêöèþ ïðîãèáà
ñîãëàñíî (4).

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ äîñòîâåðíîñòè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñðàâíèì çíà÷å-
íèÿ ïðîãèáîâ äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû ñ èçâåñòíûì àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòà-
òàìè [4] â ñëó÷àå æåñòêîé çàäåëêè (g1; g2 ! 1 ). Âûáðàíî ÷èñëî êîîðäèíàòíûõ
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Òàáëèöà 1 � Ñðàâíåíèå ïðîãèáîâ ïðè æåñòêîì çàêðåïëåíèè

Òî÷íîå ðåøå-
íèå [4]

Ìåòîä Ðèòöà

g1 = 1:2 �
104; g2 = 2:1 �
104

g1 = 5:8 �
104; g2 = 5 �
103

g1 = 9:7 �
104; g2 = 1:3 �
105

r = 0 0:015625 0:015670 0:015646 0:015631
r = 0:25 0:013733 0:013777 0:013753 0:013739
r = 0:5 0:008789 0:008833 0:008807 0:008795
r = 0:75 0:002991 0:003034 0:003005 0:002996
r = 0:95 0:000149 0:000190 0:000158 0:000154

ôóíêöèé N = 8, íàãðóçêà q = 1. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì
0; 4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.

Ïðèâåäåì ñðàâíåíèå ïðîãèáîâ â öåíòðå îäíîðîäíîé ïëàñòèíû ( f (r ) = 1 ), âû-
÷èñëåííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîä Ðèòöà, ñ äàííûìè, èìåþùèìèñÿ â ëèòåðàòóðå [1],
ïðè÷åì â [1] çàäåëêà ñ÷èòàëàñü æåñòêîé (òàáëèöà 2.).

Åñëè îöåíèòü âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ g1 è g2 íà äåôîðìàòèâíîñòü ïëàñòèíû, òî
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷èòåëüíî áîëåå âûðàæåíî âëèÿíèå g1, ÷åì g2.

3. Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Ïîñòàâèì îáðàòíóþ çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ
çàêðåïëåíèÿ g1; g2 ïî èçâåñòíîìó ïðîãèáó â íàáîðå òî÷åê w(r k) = � k ; k = 1; 2::m.
Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå ïðîãèáà â òî÷êàõ r i êàê äðîáíî-

ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ îò ïàðàìåòðîâ g1, g2 âèäàw(r i ) =
ai

0g1g2 + ai
1g1 + ai

2g2 + ai
3

a0g1g2 + a1g1 + a2g2 + 1
,

ãäåa0, a1, a2, ai
0, ai

1, ai
2 � èçâåñòíûå ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ äîñòàòî÷íî çíàòü ïðîãèá
â äâóõ òî÷êàõ ïëàñòèíû, òîãäà èìååò ìåñòî ñèñòåìà

b1
0g1g2 + b1

1g1 + b1
2g2 + b1

3 = 0 (6)

b02g1g2 + b1
1g1 + b1

2g2 + b1
3 = 0

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî èñêîìûå ïàðàìåòðû âîññòàíàâ-
ëèâàþòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé òûñÿ÷íûõ äîëåé ïðîöåíòà. Ïðè âîñ-
ñòàíîâëåíèè g2 ïîãðåøíîñòü íà ïîðÿäîê âûøå, ÷åì ïðè âîññòàíîâëåíèè g1. Ýòî
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî, êàê óïîìèíàëîñü ðàíåå, g2 âíîñèò ìåíüøèé âêëàä â çíà÷å-
íèå ïðîãèáà.

Ïîìèìî ïàðàìåòðîâ g1, g2, îñóùåñòâëåíà ðåêîíñòðóêöèÿ íàãðóçêè q. Ýòà çàäà÷à
èìååò øèðîêîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå, ïîñêîëüêó q ìîäåëèðóåò ÂÃÄ. Ïðè ðåøå-
íèè òàêîé çàäà÷è íåîáõîäèìî çíàòü ïðîãèá â òðåõ òî÷êàõ w(r k)q = � k ;k = 1;2;3. Òî-
ãäà íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîãèáà áóäåì èìåòü ñèñòåìó òðåõ íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé âèäà, êîòîðàÿ íåñëîæíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå (6).
Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîçâîëèë ïðîâåñòè ðåêîí-
ñòðóêöèþ ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè: ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ g1, q
â ïðåäåëàõ òûñÿ÷íûõ äîëåé ïðîöåíòà, g2 � îêîëî 6%.

4. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ óïðóãîñòè çàäåëêè. Áîëüøèíñòâî àâòîðîâ ïî-
ëàãàþò, ÷òî ÐÏ æåñòêî çàùåìëåíà ïî êðàþ (â ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ýòî ñîîòâåò-
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Òàáëèöà 2 � Ñðàâíåíèå ïðîãèáîâ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû

Ïàðàìåòðû çà-
äåëêè

Äàâëåíèå q,
(ìì.ðò.ñò.)

Ïðîãèá, 10� 2

ìì.
Ïðîãèá [6],
10� 2 ìì.

Ðàñõîæäåíèå,
%

g1 = 9 � 104; g2 =
7:7 � 104

15 0.8904 0.86 3.54

g1 = 103; g2 = 9 �
103

15 0.9461 0.86 10.01

g1 = 2 � 103; g2 =
3:4 � 104

30 0.1836 1.73 6.12

g1 = 4 � 103; g2 =
105

30 0.1782 1.73 3.03

g1 = 5 � 104; g2 =
7 � 104

40 0.2380 2.30 3.49

g1 = g2 = 5 � 103 40 0.2403 2.30 4.47
g1 = 3 � 103; g2 =
2 � 104

50 3.0286 2.88 5.16

g1 = 9 � 105; g2 =
3 � 104

50 2.9679 2.88 3.05

g1 = 1:3 �
103; g2 = 4 � 103

60 3.7323 3.46 7.87

g1 = 9 � 102; g2 =
2:2 � 104

60 3.8092 3.46 10.09

ñòâóåò ñëó÷àþg1; g2 ! 1 ); â íàñòîÿùåé æå ðàáîòå çàêðåïëåíèå ñ÷èòàåòñÿ óïðó-
ãèì. Ïîêàæåì, ÷òî íåó÷åò óïðóãîñòè çàäåëêè âëå÷åò ñóùåñòâåííûå îøèáêè ïðè
ðåêîíñòðóêöèè çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ.

Äëÿ ýòîãî â óñëîâèÿõ óïðóãîé çàäåëêè íàõîäèëñÿ ïðîãèá w(r ) ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ çíà÷åíèÿõ g1, g2, q0. Äàëåå çàäåëêà ïîëàãàëàñü æåñòêîé è ïî íàéäåííîìó
w(r ) âîññòàíàâëèâàëîñü çíà÷åíèå q� . Ñðàâíåíèå q0 è q� è ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñòå-
ïåíü âëèÿíèÿ êîýôôèöèåíòîâ g1, g2 íà ðåêîíñòðóêöèþ äàâëåíèÿ. Â òàáëèöå íèæå
ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå q0 è q� . Â êà÷åñòâå çàêîíà íåîäíîðîäíîñòè áûë âûáðàí e� r .

Òàáëèöà 3 � Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðè âîññòàíîâëåíèè íàãðóçêè

Çàäàííûå ïàðàìåòðû Çàäàííàÿ íà-
ãðóçêàq

Âîññòàíîâëåíèå
q

Ïîãðåøíîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ
q, %

g1 = 7 � 102; g2 = 103 1 0.9852 1.4768
g1 = 104; g2 = 9 � 103 0.6 0.5906 1.5719
g1 = 5 �103; g2 = 6 �104 0.9 0.8954 0.5058
g1 = 4 � 104; g2 = 103 0.3 0.2999 0.0006
g1 = g2 = 1:5 � 104 0.4 0.3999 0.0073

Èç òàáëèöû 3 âèäíî, ÷òî íåó÷¼ò âëèÿíèÿ óïðóãîñòè çàäåëêè ìîæåò ïðèâîäèòü
ê çíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðè ðåêîíñòðóêöèè äàâëåíèÿ.
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Potetyunko O. A. Estimation of elastic �xation and pressure in the analysis of the
deformation of the lamina cribrosa. The deformation of the lamina cribrosa was studied.
It was modeled by non-uniform circular plate, resiliently mounted on the border, which was
characterized by two coe�cient. In the �rst part of the paper the de�ection of the elastic
circular plates with variable sti�ness in di�erent types of boundary conditions was studied.
Lagrange functional was composed on the basis of the variational approach, then an equation
for the de�ection and the appropriate boundary conditions were compiled. The problem was
solved by Ritz method for various types of inhomogeneities and boundary conditions. In the
second part the problem of determining the coe�cients of the boundary conditions on the basis
of known de�ection in a set of points was solved. The scheme of the analysis of the problem
was developed: supporting tasks without unknown coe�cients was formulated, structure for
the de�ection in the form of a rational function of the unknown coe�cients were obtained, a
system of nonlinear algebraic equations which can be used for searching the coe�cients of the
boundary conditions was constructed. Also the load reconstruction task was solved and the
e�ect of the elastic seal on the de�ection characteristics was studied.



ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ LS-STAG
ÄËß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Â ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÃÈÄÐÎÓÏÐÓÃÎÑÒÈ

Ïóçèêîâà Â. Â.
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ý. Áàóìàíà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáòåêàíèå ïðîôèëåé (â ò. ÷. ñèñòåì ïðîôèëåé), èìåþùèõ îäíó èëè
äâå ñòåïåíè ñâîáîäû ðàâíîìåðíûì ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäû ïîñòîÿííîé ïëîò-
íîñòè. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷åé ãèäðîóïðóãîñòè. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ
÷èñëåííî ðàçðàçðàáîòàííîé ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà ïîãðóæåííûõ ãðàíèö LS-STAG. Â ðà-
áîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ãèäðîóïðóãèõ çàäà÷ î ìîäåëèðîâàíèè âåòðîâîãî
ðåçîíàíñà êðóãîâîãî ïðîôèëÿ, àâòîðîòàöèè ïðîôèëåé â ïîòîêå, áàôòèíãà êðóãîâûõ ïðî-
ôèëåé ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ñîïðÿæåííûå çàäà÷è ãèäðîóïðóãîñòè âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÿâëåíèé
àâòîðîòàöèè è àâòîêîëåáàíèé, â ÷àñòíîñòè, âåòðîâîãî ðåçîíàíñà ïðîôèëåé â ïî-
òîêå. Äàííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ,
ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âçàèìíîå âëèÿíèå òå÷åíèÿ æèäêîñòè è äâèæå-
íèÿ ïîãðóæåííîãî â íåå òåëà. Ïðè ýòîì ïîãðóæåííîå òåëî è æèäêîñòü äîëæíû
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê åäèíàÿ ñèñòåìà. Äëÿ ñëó÷àÿ äîñòàòî÷íî òÿæåëîãî òåëà çà-
äà÷ó ìîæíî ðåøàòü ¾ïî øàãàì¿, ìîäåëèðóÿ ïîî÷åðåäíî îáòåêàíèå äâèæóùåãîñÿ
ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè òåëà è ðàññ÷èòûâàÿ äèíàìèêó òåëà ïðè èçâåñòíûõ ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêèõ íàãðóçêàõ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ ãèäðîóïðóãîñòè óäîáíî èñïîëüçî-
âàòü ìåòîäû ïîãðóæåííûõ ãðàíèö [1], êîòîðûå íå òðåáóþò ñîâïàäåíèÿ ãðàíèö ÿ÷å-
åê ñ ãðàíèöàìè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è ïîçâîëÿþò ðåøàòü çàäà÷è â îáëàñòÿõ ñëîæíîé
è èçìåíÿþùåéñÿ â ïðîöåññå ñ÷åòà ôîðìû íà ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå áåç ïåðåñòðî-
åíèÿ åå íà êàæäîì øàãå ðàñ÷åòà. Íàèáîëåå âàæíûì âîïðîñîì ïðè ýòîì ÿâëÿåò-
ñÿ ðàáîòà ñ óñå÷åííûìè ÿ÷åéêàìè, ò. å. ÿ÷åéêàìè íåïðàâèëüíîé ôîðìû, êîòîðûå
îáðàçóþòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ïðÿìîóãîëüíûõ ÿ÷ååê ñ ãðàíèöåé îáëàñòè òå÷åíèÿ,
ïîñêîëüêó èìåííî â íèõ çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, à ðåøåíèå âáëèçè ãðàíèöû
îáòåêàåìîãî òåëà ìîæåò èìåòü áîëüøèå ãðàäèåíòû.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ ãèäðîóïðóãîñòè èñïîëüçó-
åòñÿ ðàçðàáîòàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ [2] îäíîãî èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ
ïîãðóæåííûõ ãðàíèö, ìåòîäà LS-STAG [3]. Äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò ïðî-
âîäèòü ðàñ÷åò òå÷åíèé ñ äâèæóùèìèñÿ ãðàíèöàìè íà íåïîäâèæíîé ïðÿìîóãîëü-
íîé ñåòêå, ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé àëüòåðíàòèâîé ñåòî÷íûì ìåòîäàì
ñ ïîäâèæíîé ñåòêîé, ñîãëàñîâàííîé ñ òåëîì. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîãðóæåííîé ãðà-
íèöû è ýôôåêòèâíîé îðãàíèçàöèè îáðàáîòêè óñå÷åííûõ ÿ÷ååê â äàííîì ìåòîäå èñ-
ïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè óðîâíÿ [4]. Ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà
LS-STAG ïîëó÷åíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ãèäðîóïðóãèõ çàäà÷ î ìîäåëèðîâàíèè âåò-
ðîâîãî ðåçîíàíñà êðóãîâîãî ïðîôèëÿ, àâòîðîòàöèè ïðîôèëåé â ïîòîêå, áàôòèíãà
êðóãîâûõ ïðîôèëåé ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.



Ðåøåíèå ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ ãèäðîóïðóãîñòè ìåòîäîì LS-STAG 167

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âíåøíåå îáòåêàíèå æåñòêèõ ïðî-
ôèëåé ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, èìåþùèõ îäíó èëè äâå ñòåïåíè ñâîáîäû, ãîðèçîí-
òàëüíûì ðàâíîìåðíûì ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäû ïîñòîÿííîé ïëîòíî-
ñòè � (çäåñü è äàëåå:A � ðàçìåðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, A � ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ åé áåçðàçìåðíàÿ êîìáèíàöèÿ) â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè 
 ñ âíåøíåé ãðàíèöåé
� = � 1 [ � 2 [ � 3 [ � 4. Çäåñü� 1 � âõîäíàÿ ãðàíèöà; � 4 � âûõîäíàÿ; � 2 è � 3 � âåðõ-
íÿÿ è íèæíÿÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â áåçðàçìåðíûõ
ïåðåìåííûõ èìååò âèä:

8
>>><

>>>:

r � ~v = 0;
@~v
@t

+ ( ~v � r )~v+ r p � � � ~v = 0;

~v(~r; 0) = ~v0(~r); ~r 2 
 ;

~vj � 1 [ � 2 [ � 3 = ~V1 ; ~vjK = ~vib = ~vib(~r; t);
@~v
@~n

�
�
�
� 4

= ~0;
@p
@~n

�
�
�
� [ K

= 0:

(1)

ÇäåñüK � ãðàíèöà ïðîôèëÿ; ~n � âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïðîôèëþ íîðìàëü;
~r = x � ~ex + y � ~ey � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè; x è y � áåçðàçìåðíûå êîîðäèíà-
òû (â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîé äëèíû âûáèðàåì õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïðîôèëÿ D:
x = x=D, y = y=D, D = D=D = 1); ~v = ~v(~r; t) = u � ~ex + v � ~ey � áåçðàçìåðíàÿ ñêî-
ðîñòü (â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè âûáèðàåì ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà:
u = u=V 1 , v = v=V 1 , V1 = V 1 =V 1 = 1); t � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ ( t = t V 1 =D);
p= p(~r; t) = p=(� V

2
1 ) � áåçðàçìåðíîå äàâëåíèå; Re = V 1 D=� � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà;

� = 1=Re� áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè. Ïîñêîëüêó ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå ïðîôèëè èìåþò ñòåïåíè ñâîáîäû, âìåñòå ñ ðàñ÷åòîì îáòåêàíèÿ (1)
íåîáõîäèìî òàêæå ìîäåëèðîâàòü äâèæåíèå îáòåêàåìîãî ïðîôèëÿ, êîòîðîå îïèñû-
âàåòñÿ óðàâíåíèÿìè äèíàìèêè

•~q= ~~�( ~q;_~q) + ~Q�ow + ~Qext : (2)

Çäåñü~q � îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ïðîôèëÿ; ~~�( ~q;_~q) îïðåäåëÿåòñÿ ñâÿçÿìè, íàëî-
æåííûìè íà ïðîôèëü; ~Q�ow � îáîáùåííàÿ àýðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà; ~Qext � âíåøíèå
ìàññîâûå ñèëû.

2. ×èñëåííûé ìåòîä. Â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè 
 ââîäèòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà
ñ ÿ÷åéêàìè 
 i;j = ( x i � 1; x i ) � (yj � 1; yj ), ðàäèóñû-âåêòîðû öåíòðîâ êîòîðûõ îáîçíà-
÷èì ~xc

i;j = ( xc
i ; yc

j ), à ãðàíèöû � � i;j . Ýòè ÿ÷åéêè ÿâëÿþòñÿ êîíòðîëüíûìè îáúåìà-
ìè, èñïîëüçóåìûìè äëÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè. Çàòåì ñòðîÿòñÿ
ñìåùåííûå ñåòêè ñ ÿ÷åéêàìè 
 u

i;j = ( xc
i ; xc

i +1 )� (yj � 1; yj ) è 
 v
i;j = ( x i � 1; x i )� (yc

j ; yc
j +1 ),

ãðàíèöû êîòîðûõ îáîçíà÷èì � u
i;j è � v

i;j ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ÿ÷åéêè ÿâëÿþòñÿ êîí-
òðîëüíûìè îáúåìàìè äëÿ óðàâíåíèÿ áàëàíñà èìïóëüñà â ïðîåêöèÿõ íà îñè Ox
è Oy. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû � ib òâåðäîãî òåëà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû

 ib ââîäÿò ôóíêöèþ óðîâíÿ ' (~r) [4], òàêóþ ÷òî

8
<

:

' (~r) < 0; ~r 2 
 f = 
 n f 
 ib [ � ibg;
' (~r) = 0 ; ~r 2 � ib;
' (~r) > 0; ~r 2 
 ib:

Â êàæäîé óñå÷åííîé ÿ÷åéêå 
 i;j LS-STAG-ñåòêè ïîãðóæåííàÿ ãðàíèöà � ib
i;j ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ îòðåçêîì ïðÿìîé, ïîëîæåíèÿ êîíöîâ êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ëèíåéíîé
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èíòåðïîëÿöèåé âåëè÷èíû ' i;j , ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå ôóíêöèè óðîâíÿ ' (x i ; yj )
â ïðàâîì âåðõíåì óãëó ÿ÷åéêè 
 i;j . Çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ui;j è vi;j âû÷èñëÿþòñÿ
â ñåðåäèíàõ æèäêèõ ÷àñòåé ãðàíåé, à äàâëåíèåpi;j àïïðîêñèìèðóåòñÿ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé íà êàæäîé ÿ÷åéêå. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïÿòèòî÷å÷íîé ñòðóêòó-
ðû øàáëîíà äèñêðåòèçàöèè êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ
â ðàçíûõ òî÷êàõ: â æèäêèõ ÿ÷åéêàõ íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ â öåí-
òðå ÿ÷åéêè, à êàñàòåëüíûå � â ïðàâîì âåðõíåì óãëó [3].

Ìîäèôèêàöèÿ LS-STAG-ñåòêè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ îáòåêàåìîãî ïðî-
ôèëÿ [2] îñíîâàíà íà òåõ æå èäåÿõ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè
ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâûõ ñåòîê (ALE � Arbitrary Lagrangian�Eulerian). Ìåòîä ALE [5]
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü èçìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè ãðàíèöû òàê, ÷òî
ñåòêà ñëåäóåò çà ïîäâèæíîé ãðàíèöåé ëàãðàíæåâûì ñïîñîáîì è â òî æå âðåìÿ
îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé, ýéëåðîâîé, íà äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè îò ïîäâèæíîé ãðàíè-
öû. Äëÿ ìåòîäà LS-STAG äâèæóùèìèñÿ ÿâëÿþòñÿ ëèøü óçëû ñåòêè íà òâåðäûõ
ãðàíèöàõ óñå÷åííûõ ÿ÷ååê. Äâèæåíèå ïîãðóæåííûõ ãðàíèö ó÷èòûâàåòñÿ â ìîäè-
ôèêàöèè äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà òàêèì îáðàçîì, ÷òî âû-
ïîëíÿåòñÿ ÷èñëåííûé àíàëîã ãåîìåòðè÷åñêîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ [6]: èçìåíåíèå
îáúåìîâ ÿ÷ååê âî âðåìåíè ðàâíî îáúåìó, ¾çàìåòàåìîìó¿ ãðàíèöàìè ÿ÷ååê.

Â ðàñ÷åòàõ ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð
ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Øàã ïðåäèêòîðà ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ðàçíîñòíîãî àíà-
ëîãà óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà äëÿ ïðîãíîçà ñêîðîñòè, à øàã êîððåêòîðà � ê ðåøå-
íèþ ðàçíîñòíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ ôóíêöèè äàâëåíèÿ, êîòîðàÿ äëÿ
ñëó÷àÿ ïîäâèæíûõ ïîãðóæåííûõ ãðàíèö ïðèíèìàåò âèä �̂= � t(Pn+1 � Pn ).

3. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû.
3.1. Âåòðîâîé ðåçîíàíñ êðóãîâîãî ïðîôèëÿ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÿâëåíèÿ

âåòðîâîãî ðåçîíàíñà ðàññìàòðèâàëîñü äâèæåíèå êðóãîâîãî ïðîôèëÿ äèàìåòðà D
ïîïåðåê ïîòîêà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Åñëè ïðîôèëü çàêðåïëåí ïðè ïîìîùè
ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîé ñâÿçè, òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðîôèëÿ (2) ïðèíèìàåò âèä

m•y� + b_y� + cy� = Fya:

Çäåñüm � ìàññà êðóãîâîãî ïðîôèëÿ; b � êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ; c � æåñò-
êîñòü ñâÿçè;y� � îòêëîíåíèå ïðîôèëÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ; Fya � ïîäúåìíàÿ
ñèëà. Èçìåíåíèå c ïîçâîëÿåò çàäàâàòü ðàçëè÷íóþ ÷àñòîòó ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé
ñèñòåìû ! �

p
c=m (â ñèëó ìàëîñòè b).

Íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå 272� 292ñ øàãîì ïî âðåìåíè � t = 0;0001áûëà ïðîâå-
äåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ: Re = 1000, D = 1;0,
m = 39;75, b = 0;731. Áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìåíÿëàñü
â äèàïàçîíå Sh! = ( ! � D)=(2� � V1 ) = 0 ;150: : : 0;280: Ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñó-
þòñÿ ñ èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå äàííûìè [7]: ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé
ïðîôèëÿ ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 0;4D è âîçáóæäàåòñÿ ïðèSh! � Sh, ãäåSh � ÷èñëo
Ñòðóõàëÿ, âû÷èñëåííîå äëÿ íåïîäâèæíîãî ïðîôèëÿ.

3.2. Àâòîðîòàöèÿ ïðîôèëåé. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
ïðîôèëåé óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðîôèëÿ (2) ïðèíèìàåò âèä

I •� + k _� = M �ow :
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Çäåñü� � óãîë ïîâîðîòà ïðîôèëÿ; I � ïîëÿðíûé ìîìåíò èíåðöèè ïðîôèëÿ; k �
êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ â îñè; M �ow � àýðîäèíàìè÷åñêèé ìîìåíò. Ïîñêîëüêó
ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à,M �ow = M z.

Ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, â êîòîðîì ðåàëèçîâàí
ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä LS-STAG, íà ãðóáîé ñåòêå 272� 292ñ øàãîì ïî âðåìåíè
� t = 0:0001óäàëîñü ñìîäåëèðîâàòü àâòîðîòàöèþ ïëàñòèíû, ïðîïåëëåðîâ, ðîòîðîâ
Ñàâîíèóñà è Äàðüå ñ ðàçëèñíûì ÷èñëîì ëîïàñòåé ïðè Re = 200, I = 10, k = 0.

3.3. Îáòåêàíèå ñèñòåìû èç äâóõ êðóãîâûõ ïðîôèëåé ñ äâóìÿ ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû. Ðàññìîòðèì îáòåêàíèå ñèñòåìû èç äâóõ îäèíàêîâûõ êðóãîâûõ
ïðîôèëåé äèàìåòðîì D = 1;0 è ìàññîé m = 4;7273. Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè
ïðîôèëåé ïî ãîðèçîíòàëè L = 5;5, ïî âåðòèêàëè � T = 0;7. Ñêîðîñòü íàáåãàþ-
ùåãî ïîòîêà V1 = 1;0. Êàæäûé ïðîôèëü èìååò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû è óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ (2) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m•x � ;i + b_x � ;i + cx� ;i = Fxa;i ; m•y� ;i + b_y� ;i + cy� ;i = Fya;i :

Çäåñüb = 4�m� Sh! � êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ; c = m(2� Sh! )2 � æåñòêîñòü
ñâÿçè;� = 3;3� 10� 4; Sh! � áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû;
Fxa;i è Fya;i � äåéñòâóþùèå íà i -é ïðîôèëü ñèëà ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ïîäú-
åìíàÿ ñèëà ñîîòâåòñòâåííî; x � ;i è y� ;i � îòêëîíåíèå i -ãî ïðîôèëÿ îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ïî îñè Ox è Oy ñîîòâåòñòâåííî; i = f 1; 2g.

Áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå 666� 344ñ øàãîì ïî
âðåìåíè � t = 10� 4 ïðè Re = 100 è Re = 1000. Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ñèñòåìû
ìåíÿëàñü â äèàïàçîíå Sh! =Sh = 0;50: : : 2;00, ãäåSh � çíà÷åíèå ÷èñëà Ñòðóõàëÿ,
âû÷èñëåííîå äëÿ íåïîäâèæíîé ñèñòåìû ïðîôèëåé. Íà äèàìåòð ïðîôèëÿ ïðèõîäè-
ëîñü 64 ÿ÷åéêè.

Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ïðîôèëåé äîñòàòî÷íî âåëèêî ( > 5D),
ïðîôèëü K 1, ðàñïîëîæåííûé âûøå ïî ïîòîêó, âåäåò ñåáÿ êàê îäèíî÷íûé ïðîôèëü,
à ïðîôèëü K 2, ðàñïîëîæåííûé íèæå ïî ïîòîêó â ñëåäå ïðîôèëÿ K 1, ñîâåðøàåò
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, âûçâàííûå ïåðèîäè÷åñêèì ñõîäîì âèõðåé ñ ïðîôèëÿ K 1,
ò. å. íàáëþäàåòñÿ áàôòèíã ïðîôèëÿ K 2. Ïðè Re = 100 àìïëèòóäà êîëåáàíèé K 2

çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò àìïëèòóäó êîëåáàíèé ïðîôèëÿ K 1. Êàê è â ðàáîòå [8]
äëÿ ïðîôèëÿ K 1, ðàñïîëîæåííîãî âûøå ïî ïîòîêó, íàèáîëüøàÿ àìïëèòóäà êîëå-
áàíèé íàáëþäàåòñÿ ïðè Sh! � Sh (Sh � 0;162 ïðè Re = 100), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ïîâåäåíèþ îäèíî÷íîãî ïðîôèëÿ â ïîòîêå, à äëÿ ïðîôèëÿ K 2 íàèáîëüøàÿ àìïëè-
òóäà êîëåáàíèé âäîëü îñè Oy âîçáóæäàåòñÿ ïðè Sh! � 0;85Sh. Ïðè Re = 1000
àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïðîôèëÿ K 2 âäîëü îñè Oy îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå àìïëèòó-
äû êîëåáàíèé ïðîôèëÿ K 1, êàê è â ðàáîòå [9]. Ïðè ýòîì íàèáîëüøàÿ àìïëèòóäà
êîëåáàíèé ïðîôèëåé, êàê âäîëü îñè Oy, òàê è âäîëü îñè Ox, âîçáóæäàåòñÿ ïðè
Sh! � Sh.

4. Çàêëþ÷åíèå. Îïèñàíû îñíîâíûå èäåè ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ïîãðóæåííûõ
ãðàíèö LS-STAG äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ñîïðÿæåííûõ çàäà÷àõ
ãèäðîóïðóãîñòè. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è â îáëàñòÿõ ñëîæíîé è èçìå-
íÿþùåéñÿ â ïðîöåññå ñ÷åòà ôîðìû íà ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå áåç ïåðåñòðîåíèÿ åå
íà êàæäîì øàãå ðàñ÷åòà. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ãèäðîóïðóãèõ çàäà÷
î ìîäåëèðîâàíèè âåòðîâîãî ðåçîíàíñà êðóãîâîãî ïðîôèëÿ, àâòîðîòàöèè ïðîôèëåé
â ïîòîêå, áàôòèíãà êðóãîâûõ ïðîôèëåé ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ
ìîëîäûõ ó÷åíûõ-êàíäèäàòîâ íàóê (ÌÊ�5357.2015.8).
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Ðàññìîòðåíà êîíòàêòíàÿ çàäà÷à î ïåðåäà÷å êàñàòåëüíîé íàãðóçêè îò êîíå÷íîãî óïðó-
ãîãî òîíêîãî ñòðèíãåðà ïåðåìåííîé æåñòêîñòè ê ñîñòàâíîé áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíêå, ñî-
ñòîÿùåé èç äâóõ ðàçíîðîäíûõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ ïëàñòèí. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòðèíãåð
ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ïîëóáåñêîíå÷íûõ ïëàñòèí è ïåðïåíäèêóëÿðíî âûõîäèò íà ëèíèþ
ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ, à åãî æåñòêîñòü èçìåíÿåòñÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó ñ ïðîèçâîëüíûìè
ïîêàçàòåëÿìè. Âûäåëåíû îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ó êîíöîâ ñòðèíãåðà â çàâèñè-
ìîñòè îò ïîêàçàòåëåé èçìåíåíèÿ æåñòêîñòè ñòðèíãåðà. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ
êâàäðàòóð ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

1. Ââåäåíèå. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê øèðîêîìó êëàññó ñìåøàí-
íûõ è êîíòàêòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè, ïîñòîÿííî íàõîäÿùèõñÿ â ïîëå çðå-
íèÿ èññëåäîâàòåëåé. Èçâåñòíî ìíîæåñòâî ðàññìîòðåííûõ ðàíåå çàäà÷ äëÿ ðàçíûõ
îáëàñòåé, óñèëåííûõ óïðóãèìè êðåïëåíèÿìè èëè òîíêèìè âêëþ÷åíèÿìè, à òàê-
æå íàêëàäêaìè ïåðåìåííîé æåñòêîñòè, äëÿ êîòîðûõ áûëè ïîëó÷åíû êàê òî÷íûå,
òàê è ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ðàáîò, â êîòîðûõ êîíöåíòðàòîð íà-
ïðÿæåíèé òèïà òðåùèíû, âêëþ÷åíèÿ èëè ñòðèíãåðà âûõîäèò íà ëèíèþ ðàçäåëà
ìàòåðèàëîâ èëè íà ñâîáîäíóþ ãðàíèöó, íå òàê óæ ìíîãî ââèäó íåñòàíäàðòíîãî
ïîâåäåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè ýòîãî êîíöà è, âñëåäñòâèå ýòîãî, ìà-
òåìàòè÷åñêîé ñëîæíîñòè èõ ðåøåíèÿ. Â ïëàíå ïåðåìåííîñòè æåñòêîñòè íàêëàäêè
îòìåòèì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ îïðåäåëåííîãî çàêî-
íà åå èçìåíåíèÿ. Â ýòîì êîíòåêñòå îòìåòèì ðàáîòó [1], â êîòîðîé ðåøåíà çàäà÷à
äëÿ ñîñòàâíîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíêè ñ âûõîäÿùèì íà ëèíèþ ðàçäåëà ìàòåðèà-
ëîâ óïðóãèì ñòðèíãåðîì, æåñòêîñòü êîòîðîãî èçìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, à
òàêæå ðàáîòó [2], ãäå ïðåäñòàâëåíû äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ïðàíäò-
ëÿ ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì, ÿâëÿþùåãîñÿ îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèåì äëÿ
êîíòàêòíîé çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè áåñêîíå÷íîé îäíîðîäíîé ïëàñòèíû ñ óïðóãîé
íàêëàäêîé êîíå÷íîé äëèíû, æåñòêîñòü êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó
ñ ïîêàçàòåëåì k + 0:5, ãäåk � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âûâîä îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü èìååì
áåñêîíå÷íóþ êóñî÷íî-îäíîðîäíóþ èçîòðîïíóþ óïðóãóþ ïëàñòèíó, ñîñòàâëåííóþ
èç äâóõ ðàçíîðîäíûõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ ïëàñòèí, îäíà èç êîòîðûõ óñèëåíà êîíå÷-
íîé íàêëàäêîé ìàëîé òîëùèíû, ðàñïîëîæåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ëèíèè ñîåäè-
íåíèÿ ïëàñòèí ñ âûõîäîì íà íåå è íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì òàíãåíöèàëüíîãî
óñèëèÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ � 0(x). Îòíîñèòåëüíî íàêëàäêè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà
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æåñòêî ñöåïëåíà ñ ïëàñòèíêîé è ðàñòÿãèâàåòñÿ èëè ñæèìàåòñÿ êàê ñòåðæåíü, íà-
õîäÿñü â îäíîîñíîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè. Ïðèíèìàåòñÿ óñëîâèå ñîâìåñòèìîñòè
ãîðèçîíòàëüíûõ äåôîðìàöèé íàêëàäêè è óïðóãîé êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñïëîøíîé
ïëàñòèíêè, çàãðóæåííîé òàíãåíöèàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Íîðìàëüíîå êîíòàêò-
íîå íàïðÿæåíèå ñêà÷êà íå èìååò.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ñêà÷êà� (x) êîíòàêòíûõ òàíãåíöèàëüíûõ
íàïðÿæåíèé âäîëü ëèíèè êîíòàêòà è â óñòàíîâëåíèè èõ ïîâåäåíèÿ â îêðåñòíî-
ñòÿõ êîíöîâ âêëþ÷åíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêè îíà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ïóñòü êóñî÷íî-
îäíîðîäíîå óïðóãîå òåëî S çàíèìàåò ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
z = x + iy , êîòîðàÿ âäîëü îòðåçêà L1 = (0 ; l) ñîäåðæèò óïðóãóþ íàêëàäêó ñ ìîäó-
ëåì óïðóãîñòè E0(x), òîëùèíîé h0(x), êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà � 0 è ñîñòîèò èç
äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ S1 = f zj Rez > 0; z =2 L1 = [0; l]g
è S2 = f zj Rez < 0g, ñïàÿííûõ âäîëü îñè x = 0. Âåëè÷èíû è ôóíêöèè, îòíåñåííûå
ê ïîëóïëîñêîñòè S k , áóäåì îòìå÷àòü èíäåêñîì k (k=1,2), à ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèé ïðè y ! � 0 � èíäåêñàìè ïëþñ è ìèíóñ, ñîîòâåòñòâåííî. Íà îòðåçêå L1

èìååì ñëåäóþùåå óñëîâèå:

du0(x)
dx

=
1

E(x)

xZ

0

[� (t) � � 0(t)] dt; x 2 L1 E(x) =
E0(x)h0(x)

1 � � 2
0

(1)

Çäåñüu0(x)� ãîðèçîíòàëüíîå ïåðåìåùåíèå òî÷åê íàêëàäêè, à óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ
íàêëàäêè èìååò âèä

lZ

0

� (t)dt = T; T =

lZ

0

� 0 (x) dx (2)

Íà ýòîì æå îòðåçêå â ïîëóïëîñêîñòè S1 èìååì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

� +
y � � �

y = 0; � �
xy � � +

xy = � (x); u+ = u� ; v+ = v� ; 0 < x < l (3)

Ââîäÿ êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû � k(z) è 	 k(z) (k = 1; 2), ãîëîìîðôíûå ñîîòâåò-
ñòâåííî â îáëàñòÿõ S1 è S2, è óäîâëåòâîðÿÿ, ïðè ïîìîùè ôîðìóë Êîëîñîâà �
Ìóñõåëèøâèëè, óñëîâèÿì ïîëíîãî êîíòàêòà íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ìàòåðèàëîâ
è óñëîâèÿì (3) íà îòðåçêå L1, îïðåäåëèì äåôîðìàöèþ òî÷åê ýòîãî îòðåçêà ïî îñè
Ox:

du(x)
dx

=
1

4�� 1

lZ

0

� (t)dt
t � x

+
B

4�� 1

lZ

0

� (t)dt
t + x

�
Cx

2�� 1

lZ

0

� (t)dt

(t + x)2 (4)

ãäå

B = �
� 1 � � 1 (3 + � 2) � + � 2 (2 + � 1) � 2

� 1 � � 1� 2� + � (3 + � 2� )
; C = �

(1 � � ) (1 � � 2� )
� 1 � � 1� 2� + � (3 + � 2� )

;

� = � 1=� 2 , � 1; � 2 � ìîäóëè ñäâèãà, � k � èçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ Ìóñõåëèøâèëè
äëÿ êàæäîé èç ïîëóïëîñêîñòåé, ðàâíàÿ � k = 3 � 4� k � â ñëó÷àå ïëîñêîé äåôîð-
ìàöèè è � k = (3 � � k)=(1 + � k) � â ñëó÷àå îáîáùåííîãî ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî
ñîñòîÿíèÿ, � 1; � 2 � êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà.
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Ïðèðàâíèâàÿ (1) è (4), ïîñëå íåñëîæíûõ îïåðàöèé ïîëó÷èì îïðåäåëÿþùåå
óðàâíåíèå çàäà÷è â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ

1Z

� 1

' (� )d�
� � �

+ B

1Z

� 1

' (� )d�
� + � + 2

+2C (1 + � )
d
d�

1Z

� 1

' (� )d�
� + � + 2

= A (� )

�Z

� 1

' (� ) d� � G(� ) (5)

ãäå � (t) = T
l ' (� ), � 0 (t) = T

l q0 (� ), A(� ) = 2�� 1 l
E ( l

2 (1+ � )) , G(� ) = A (� )
�R

� 1
q0 (� ) d� . ïðè

óñëîâèè (2), çàïèñàííîì â âèäå

1Z

� 1

' (� )d� = 1 (6)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (5) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì òèïà Ïðàíäòëÿ ñ îáîáùåííûì ÿäðîì Êîøè.

3. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè êîíöîâ íàêëàäêè.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) îïðåäåëåííî çàâèñèò îò ïîâåäå-
íèÿ ôóíêöèè A (� ) ó êîíöîâ îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
çàäàäèì ýòó ôóíêöèþ, âåðíåå âûáåðåì çàêîí èçìåíåíèÿ æåñòêîñòè íàêëàäêè. Îò-
íîñèòåëüíî íåîäíîðîäíîñòè íàêëàäêè ïðåäïîëîæèì, ÷òî

E(x) =
E �

0h�
0

1 � � 2
0

� x
l

� p�
1 �

x
l

� q
(7)

ãäåp è q ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè A (� ) áóäåì èìåòü

A(� ) = A0(1 + � )� p(1 � � )� q ; A0 =
21+ p+ q�� 1l (1 � � 2

0)
E �

0h�
0

(8)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) áóäåì èñêàòü â âèäå

' (� ) = ' � (� ) (1 � � )� (1 + � )� (�; � > � 1) (9)

ãäå ' � (� ) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [� 1; 1] è èìååò
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà èíòåðâàëå (� 1; 1), à ïîêàçàòåëè � è � ïîäëåæàò
îïðåäåëåíèþ.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (9) â óðàâíåíèå (5) è èññëåäóÿ, íà îñíîâå èçâåñòíûõ
ðåçóëüòàòîâ Í.È.Ìóñõåëèøâèëè î ïîâåäåíèè èíòåãðàëà òèïà Êîøè â îêðåñòíîñòè
êîíöîâ ëèíèè èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîâåäåíèå óðàâíåíèÿ ó êîíöîâ, íàõîäèì, ÷òî ïðè
p; q < 1

� = � 1=2 è � 1 < � < 0 - êîðåíü óðàâíåíèÿ cos�� + B + �C = 0 (10)

Êàê çàìå÷àåì, íàéäåííûå äëÿ ïîêàçàòåëåé â (9) çíà÷åíèÿ íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèé
p è q, íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè äåéñòâèòåëüíû òîëüêî ïðè p; q < 1. Áîëåå ãëó-
áîêîå èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè êîíöîâ ïîçâîëèëî íàéòè
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âòîðîé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ, êîòîðûé óæå çàâèñèò îò óêàçàííûõ ïîêàçà-
òåëåé. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî èññëåäîâàíèÿ íàéäåíû ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòèêè
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé p è q:

1) p < 1 è q < 1 ' (� ) = ' � (� ) (1 � � )� 1
2 (1 + � )� +  � (� ) (1 � � )

1
2 � q(1 + � )1� p+ �

2) p < 1 è q = 1 ' (� ) = ' � (� ) (1 � � ) (1 + � )� +  � (� ) (1 � � )� (1 + � )1� p+ �

3) p < 1 è q > 1 ' (� ) = ' � (� ) (1 � � )q� 1(1 + � )� +  � (� ) (1 � � )q� 1(1 + � )1� p+ �

4) p = 1 è q < 1 ' (� ) = ' � (� ) (1 � � )� 1
2 (1 + � )� +  � (� ) (1 � � )

1
2 � q(1 + � )�

5) p = 1 è q = 1 ' (� ) = ' � (� ) (1 � � ) (1 + � )� +  � (� ) (1 � � )� (1 + � )�

6) p = 1 è q > 1 ' (� ) = ' � (� ) (1 � � )q� 1(1 + � )� +  � (� ) (1 � � )q� 1(1 + � )�

7) p > 1 è q < 1 ' (� ) = ' � (� ) (1 � � )� 1
2 (1 + � )p� 1 +  � (� ) (1 � � )

1
2 � q(1 + � )p� 1

8) p > 1 è q = 1 ' (� ) = ' � (� ) (1 � � ) (1 + � )p� 1 +  � (� ) (1 � � )� (1 + � )p� 1

9) p > 1 è q > 1 ' (� ) = ' � (� ) (1 � � )q� 1(1 + � )p� 1

(11)

Çäåñü ôóíêöèÿ  � (� ) ïðèíàäëåæèò òîìó æå êëàññó ôóíêöèé, ÷òî è ' � (� ),
è òàêæå ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ, ïîêàçàòåëü � îïðåäåëåí âûøå,  è � ñîîòâåò-
ñòâåííî îòðèöàòåëüíûé è ïîëîæèòåëüíûé êîðíè óðàâíåíèÿ � ctg �z � A 0

2p (1+ z) = 0
â èíòåðâàëå(� 1; 1), à � è � � ïîäîáíûå êîðíè óðàâíåíèÿ

� ctg �z +
�B

sin�z
+

�zC
sin�z

�
A0

2q (1 + z)
= 0:

4. ×èñëåííûé àíàëèç. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ïðè óñëîâèè (6) ïîñòðîèì ïðè
ïîìîùè ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð [3] è ïðîâåäåì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç
ìåæäó ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé (9) è (11). Îñòàíîâèì-
ñÿ ëèøü íà ïåðâîì ñëó÷àå èç (11) è âûáåðåì äëÿ ïîêàçàòåëåé p è q äâå ïàðû
çíà÷åíèé p = 0:4; q = 0:6 è p = 0:75; q = 0:85. Î ñõîäèìîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî
ïðîöåññà áóäåì ñóäèòü ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîìó îòêëîíåíèþ ìåæäó ðåøåíèÿìè,
ïîëó÷åííûìè ïðè ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêàõ àïïðîêñèìàöèè, ðàññ÷èòàííîìó íà ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñåòêå èç 40 òî÷åê.

Òàáëèöà 1

p = 0 :4; q = 0 :6 p = 0 :75; q = 0 :85
n ' � (� ) ' � (� ) ;  � (� ) ' � (� ) ' � (� ) ;  � (� )
4 0:52201 0:53108 0:52992 0:54003
6 0:08097 0:00594 0:06761 0:00079
8 0:01439 0:00118 0:01455 0:00005
10 0:00162 0:00077 0:00193 0:00003
12 0:00121 0:00013 0:00151 5:6 � 10� 6

14 0:00102 0:00005 0:0011 2:8 � 10� 6

16 0:00081 0:00003 0:00073 2:2 � 10� 6

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ ìåæäó ðå-
øåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïðè óêàçàííûõ â ñîñåäíèõ ñòðî÷êàõ ïîðÿäêàõ àïïðîêñèìà-
öèè. Èç äàííûõ òàáëèöû íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî áûñòðîå
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óìåíüøåíèå ðàçíèöû ïðè ìàëûõ ïîðÿäêàõ àïïðîêñèìàöèè ìåæäó ðåøåíèÿìè, ïî-
ëó÷åííûìè íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ (11), äàëüíåéøàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðàê-
òè÷åñêè òàêàÿ æå, ÷òî è ó ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ (9).

Ðèñóíîê 1 � Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî íàïðÿæåíèÿ ïîä âêëþ÷åíèåì:
ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ïî ô-ëå (11) ïðè n = 6 , ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ïî ô-ëå (9) ïðè n = 8

Ãðàôèêè ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ óêàçàííûìè ñïîñîáàìè, ñîâïàäàþò óæå ïðè
ìàëûõ ïîðÿäêàõ àïïðîêñèìàöèè (ðèñ. 1). Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî
äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òî åñòü
äëÿ âûÿâëåíèÿ âëèÿíèÿ îòäåëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íà ðàñïðåäåëåíèå
êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå (9).
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Sahakyan A. V., Shavlakadze N. N. Numerical analysis of a contact problem for
elastic stringer with variable rigidity terminating on the interface of compound elastic plane.
The contact problem on transfer of tangential load from a thin, �nite elastic stringer with
variable rigidity to a compound in�nite plate, consisting of two dissimilar semi�nite plates, is
considered. It is assumed, that stringer is attached to one of semi�nite plates, terminating on
the interface between materials, and its rigidity varies according to power law with arbitrary
exponents. Singularities of a solution behavior in vicinity of the stringer tips in dependence
of exponents of variation law of a stringer rigidity are investigated.
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Èâàíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýíåðãåòè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ïðîöåññû ðåãåíåðàöèè ïåðåëîìîâ êî-
ñòåé îïîðíî-äâèãàòåëüíîãî àïïàðàòà ÷åëîâåêà ñ ïðèëîæåííîé äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêîé
è òåîðåòè÷åñêè àðãóìåíòèðîâàòü âûáîð îïòèìàëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà
ïîâðåæäåííûå òêàíè äëÿ áûñòðîãî è óñòîé÷èâîãî çàæèâëåíèÿ.

1. Ââåäåíèå. Ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé áèîôèçè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì â íåîáõîäèìîì îáúåìå, íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíûì àïïàðàòîì èõ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ìà-
òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå áèîôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ îäíèì èç ñàìûõ àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ [1].

Ïî ñòàòèñòèêå ïåðåëîìû êîñòåé ãîëåíè ñîñòàâëÿþò 20�37% ñðåäè ïåðåëîìîâ
äëèííûõ òðóá÷àòûõ êîñòåé. 60�70% ïåðåëîìîâ êîñòåé ãîëåíè ïîëó÷àþò ëþäè
òðóäîñïîñîáíîãî âîçðàñòà. Ñðîêè âðåìåííîé íåòðóäîñïîñîáíîñòè ïîñòðàäàâøèõ ñ
ðàçëè÷íûìè ïåðåëîìàìè êîñòåé ãîëåíè êîëåáëþòñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ: îò 5�6
íåäåëü äî 10�12 ìåñÿöåâ ïðè ñëîæíûõ ïåðåëîìàõ. Âàæíûì ìîìåíòîì äëÿ îïòè-
ìàëüíîãî òå÷åíèÿ ïðîöåññîâ ðåãåíåðàöèè è óñïåøíîãî âîññòàíîâëåíèÿ öåëîñòè ïî-
âðåæäåííîé êîñòè ÿâëÿåòñÿ ñîïîñòàâëåíèå è ôèêñàöèÿ îòëîìêîâ. Âîññòàíîâëåíèå
êîñòíîé òêàíè ïîñëå ïåðåëîìà ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé çàäà÷åé ðåàáèëèòàöèè áîëü-
íûõ ñ ïîâðåæäåíèÿìè îïîðíî-äâèãàòåëüíîãî àïïàðàòà.

Ïðîöåññ ïåðåñòðîéêè êîñòíîé òêàíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíûé ôèçèîëîãè-
÷åñêèé ïðîöåññ, êîòîðûé ïðîòåêàåò â íåñêîëüêî ñòàäèé. Â ïåðâûå äíè, â çîíå ïî-
âðåæäåíèÿ îáðàçóåòñÿ ìàòåðèàëüíûé çàïàñ êëåòîê è òêàíåé äëÿ ðåãåíåðàòèâíîãî
ïðîöåññà. Çàòåì íà÷èíàåòñÿ ñòàäèÿ ðåïàðàöèè êîñòè, îáðàçîâàíèå è äèôôåðåí-
öèðîâêà òêàíåâûõ ñòðóêòóð. Íà ïðîöåññ ïåðåñòðîéêè êîñòíîé òêàíè îêàçûâàþò
âëèÿíèå êàê âíåøíèå, òàê è âíóòðåííèå ôàêòîðû. Ê âíåøíèì ôàêòîðàì, ïðåæäå
âñåãî, ìîæíî îòíåñòè ìåõàíè÷åñêóþ íàãðóçêó. Îñíîâíîé öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ àíàëèç âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû è àìïëèòóäû âíåøíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî
âîçìóùåíèÿ íà ïðîöåññ ðåãåíåðàöèè òêàíè â çîíå ïåðåëîìà.

2. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïðîöåññà
ðåãåíåðàöèè ïîñòðîåíà êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü áîëüøåáåðöîâîé êîñòè ÷åëîâå-
êà ñðåäíåãî âåñà è ðîñòà. Â ïðåäïîëàãàåìîì ìåñòå ïåðåëîìà äîñòðîåíà îáëàñòü,
çàíèìàåìàÿ ïåðåñòðàèâàåìûì ìàòåðèàëîì. Ïî îòíîøåíèþ ëèíèè ïåðåëîìà ê ïðî-
äîëüíîé îñè êîñòè ñìîäåëèðîâàí ïîïåðå÷íûé ïåðåëîì. Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîñòíû-
ìè îòëîìêàìè ïî ïðîäîëüíîé îñè êîñòè ïðèíÿòî ðàâíûì 3 ìì. Çîíà ïåðåëîìà, à
òàêæå âîêðóã êîñòè, çàíèìàåò îáúåì ìîäåëèðóþùèé êîñòíóþ ìîçîëü.

Èññëåäîâàíèå ïðîöåññà ðåãåíåðàöèè ïðîâîäèëîñü íà êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäå-
ëè ñ àïïàðàòîì íàðóæíîé ôèêñàöèè (ðèñóíîê 1), êîíñòðóêöèè ïðèìåíÿåìîé ïðè
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Ðèñóíîê 1 � Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü áîëüøåáåðöîâîé êîñòè ñ àïïàðàòîì íàðóæíîé
ôèêñàöèè

ïåðåëîìàõ è ïîâðåæäåíèÿõ âåðõíèõ è íèæíèõ êîíå÷íîñòåé. Íàèáîëåå ÷àñòî ïðè-
ìåíÿþòñÿ è óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåáîâàíèÿì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îäíîïëîñ-
êîñòíûå áèëàòåðàëüíûå êîíñòðóêöèè. Ïðåèìóùåñòâàìè äàííîé ñèñòåìû ôèêñà-
öèè ïåðåëîìîâ ÿâëÿþòñÿ áûñòðàÿ, ïðîñòàÿ è íàäåæíàÿ ôèêñàöèÿ, âîçìîæíîñòü
ïðîâåäåíèÿ ÌÐÒ-èññëåäîâàíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàòåðèàëîâ èç ñïëàâà òèòàíà
à òàêæå âçàèìîçàìåíÿåìîñòü âñåõ êîìïîíåíòîâ ñèñòåìû.

Õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ òêàíåé êîñòè ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûì ïóòåì ïî àë-
ãîðèòìó âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. Ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íà ìîäåëü, ìîäåëèðóþò øàðíèðíîå ñîåäèíåíèå â êîëåííîì
è ãîëåíîñòîïíîì ñóñòàâàõ. Â êà÷åñòâå âíåøíåé íàãðóçêè, äåéñòâóþùåé íà ìîäåëü,
âûáðàíà ìåäëåííî èçìåíÿþùàÿñÿ ñæèìàþùàÿ ñèëà, ïîñòîÿííàÿ íà êàæäîì øà-
ãå ïî âðåìåíè, ñ íàëîæåííîé íà íåå ãàðìîíè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé. Ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ñòàòè÷åñêîé íàãðóçêè 500 Í, äèíàìè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðàâíà 10 % îò
âåëè÷èíû ñòàòè÷åñêîé.

3. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ðàñ÷åòíûé àëãîðèòì ñòðóêòóðíîé ïå-
ðåñòðîéêè áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé [2] èñïîëüçóåò â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ
çàäà÷è ïîðîóïðóãîñòè � ïåðåìåùåíèÿ è äåôîðìàöèè óïðóãîãî ñêåëåòà òêàíè, äàâ-
ëåíèÿ è ïîòîêè âíóòðèòêàíåâîé æèäêîñòè [3]. Çà ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå
ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ êîñòíîé òêàíè â çîíå ðåïàðàöèè, â òå÷åíèå ïåðèîäà âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ, ïðèìåì ìîäóëü ïðîäîëüíîé óïðóãîñòè, ïëîòíîñòü è ïîðèñòîñòü òêà-
íè. Êðèòåðèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà òêàíè, â ïðîöåññå ïåðåñòðîéêè îò íåðàç-
âèòîé ñîåäèíèòåëüíîé òêàíè â êîñòíóþ òêàíü, ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíûé ¾ìåõàíî-
ðåãóëèðóþùèé èíäåêñ¿ (1), îïðåäåëÿþùèé, òêàíü êàêîãî ôåíîòèïà îáðàçóåòñÿ â
òåêóùåé òî÷êå ñðåäû â îòâåò íà ìåõàíè÷åñêóþ ñòèìóëÿöèþ:

M =
"
a

+
q
b

(1)

ãäå" � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå îêòàýäðè÷åñêîé ñäâèãîâîé äåôîðìàöèè óïðóãîãî
êàðêàñà äâóõôàçíîé ñðåäû, q � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïîòîêà âíóòðè-
òêàíåâîé æèäêîñòè â ïîðàõ, a = 0:0375è b= 3 ìêì/ñ � ýìïèðè÷åñêèå êîíñòàíòû.

Â íà÷àëüíûé ïåðèîä âðåìåíè â îáëàñòè ñòðóêòóðíîé ïåðåñòðîéêè çàäàíû ïà-
ðàìåòðû ãðàíóëèðîâàííîé òêàíè. Êðîìå èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ãðàíóëèðîâàííîé
òêàíüþ â ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü âêëþ÷åíû ÷åòûðå âèäà äèôôåðåíöèðîâàííîé
òêàíè � ôèáðîçíàÿ, õðÿùåâàÿ, íåçðåëàÿ êîñòíàÿ è çðåëàÿ êîñòíàÿ, � êàæäûé èç
êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò. Â çàâèñè-
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ìîñòè îò çíà÷åíèÿ èíäåêñà M â êàæäîì óçëå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè èëè âî
âñåì êîíå÷íîì ýëåìåíòå ïîðîóïðóãèå ìîäóëè ñïëîøíîé ñðåäû èçìåíÿþòñÿ.

4. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Ñðîêè êîíñîëèäàöèè ïåðåëîìîâ áîëü-
øåáåðöîâîé êîñòè ñîñòàâëÿþò îò 4 äî 7 ìåñÿöåâ. Îðèåíòèðîâî÷íûå ñðîêè âðå-
ìåííîé íåòðóäîñïîñîáíîñòè ïðè íåîñëîæíåííîì òå÷åíèè ïåðåëîìîâ ïðîäîëæàåòñÿ
îêîëî 5 ìåñÿöåâ. Îñíîâûâàÿñü íà ýòè ñðîêè, ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå ïðîöåññà ðå-
àáèëèòàöèè êîñòíîé òêàíè çà ïåðèîä âîññòàíîâëåíèÿ t = 120 äíåé. Äëÿ àíàëèçà
ïðîöåññà ðåãåíåðàöèè âûáðàíû òðè êîíå÷íûõ ýëåìåíòà â îáëàñòè ðåãåíåðàòà, ìåæ-
äó îòëîìêàìè êîñòè, ïðèíàäëåæàùèå òêàíÿì ðàçíîãî ôåíîòèïà. Ïåðâûé ýëåìåíò
ïîä ãóá÷àòûì âåùåñòâîì êîñòè, âòîðîé ìåæäó îòëîìêàìè çäîðîâîé êîñòè è òðåòèé
ñ âíåøíåé ñòîðîíû çäîðîâîé êîñòè, íàõîäÿùèéñÿ â îáëàñòè çàíèìàåìîé êîñòíîé
ìîçîëüþ. Äëÿ âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ âûâåäåì ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ìîäóëÿ Þíãà è ïëîòíîñòè ñ øàãîì ïî âðåìåíè 1 äåíü.

Ðèñóíîê 2 � Èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà Å è ïëîòíîñòè � ïðè ÷àñòîòå âíåøíåé ãàðìîíè÷å-
ñêîé ñîñòàâëÿþùåé íàãðóçêè 10 Ãö

Ðèñóíîê 3 � Èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà Å è ïëîòíîñòè � ïðè ÷àñòîòå âíåøíåé ãàðìîíè÷å-
ñêîé ñîñòàâëÿþùåé íàãðóçêè 50 Ãö
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Èç ãðàôèêîâ ìîäóëÿ Þíãà E è ïëîòíîñòè � (ðèñóíîê 2) âèäíî, ÷òî ïðè ÷àñòîòå
íàãðóçêè 10 Ãö ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ â èññëåäóåìûõ òî÷-
êàõ ðåãåíåðàòà. Òàê, íàïðèìåð, ãðàôèêè äëÿ ýëåìåíòîâ 1 è 2 (ðèñóíîê 2), ñîîòâåò-
ñòâóþò ýëåìåíòàì, íàõîäÿùèìñÿ â îáëàñòè ïåðåëîìà ìåæäó ãóá÷àòûì âåùåñòâîì
(ãðàôèê 1) è çäîðîâîé êîñòüþ (ãðàôèê 2), ê 80 äíþ ïðèíèìàþò ñâîå ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå, ïðèáëèæàþùååñÿ ïî ñâîèì õàðàêòåðèñòèêàì ê çäîðîâîé êîñòè. Óâåëè÷å-
íèå óïðóãèõ ñâîéñòâ òêàíåé ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â çîíå ïîâðåæäåíèÿ îáðà-
çóåòñÿ çðåëàÿ êîñòíàÿ òêàíü. Âåëè÷èíà ìîäóëÿ óïðóãîñòè è ïëîòíîñòè ãðàôèêà 3
(ðèñóíîê 2), ýëåìåíòà, íàõîäÿùåãîñÿ â îáëàñòè êîñòíîé ìîçîëè ñ âíåøíåé ñòîðîíû
êîñòè, íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïåðèîäà âîññòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïî ïàðàìåòðàì
ãðàíóëèðîâàííîé òêàíè.

Ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêîé íàãðóçêè äî 50 Ãö â òå÷åíèå ïåðâûõ
äíåé èäåò óâåëè÷åíèå óïðóãèõ ñâîéñòâ òêàíåé â îáëàñòè ïåðåëîìà ìåæäó êîñòíû-
ìè îáëîìêàìè, íî ñ 40 äíÿ ïðîèñõîäèò ðåçîðáöèÿ êîñòíîé òêàíè, ÷òî ïðèâîäèò
ê îáðàçîâàíèþ ôèáðîçíîé òêàíè (ðèñóíîê 3). Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû
äèíàìè÷åñêîé ñèëû òàêæå íå äàåò ïîëîæèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà äëÿ êîíñîëèäàöèè
ïåðåëîìà.

4. Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåííàÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü áîëüøåáåðöîâîé
êîñòè ÷åëîâåêà ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü âëèÿíèå äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêè íà ïðî-
öåññ ðåãåíåðàöèè ïîâðåæäåííîé êîñòè è âûáèðàòü îïòèìàëüíîå ìåõàíè÷åñêîå âîç-
äåéñòâèå äëÿ áûñòðîãî è óñòîé÷èâîãî çàæèâëåíèÿ ïåðåëîìà. Â ÷àñòíîñòè ìîäåëü
ïîçâîëÿåò èçó÷àòü âîçäåéñòâèå ÷àñòîòû è àìïëèòóäû ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè íà
ïðîöåññ ïåðåñòðîéêè òêàíè. Ïîëó÷åííûå ÷èñëîâûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëÿþòñÿ
äîñòàòî÷íî ðåàëèñòè÷íûìè è ñîîòâåòñòâóþò èçâåñòíûì ìåäèöèíñêèì èññëåäîâà-
íèÿì ïðîöåññîâ ðåãåíåðàöèè êîñòíîé òêàíè ïðè ïåðåëîìàõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ • 15-29-04825.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[1] Isaksson H., Wilson W., van Donkelaar C. C. Comparison of biophysical stimuli for
mechano-regulation of tissue di�erentiation during fracture healing // J. Biomech. 2006.
Vol. 39. • 8. P. 1507�1516.

[2] Ìàñëîâ Ë. Á. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå âîññòàíîâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ
êîñòíîé ìîçîëè // Íàóêà. Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 2015. • 2. Ñ. 286�
303.

[3] Ìàñëîâ Ë. Á. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé ïîðîóïðóãèõ ñèñòåì: ìîíî-
ãðàôèÿ. Èâàíîâî: Èçä-âî ÈÃÝÓ, 2010. 264 ñ.

Sabaneev N. A., Maslov L. B., Sedov V. M. Mathematical modeling of bone regeneration
with external �xative apparatus. The mathematical model provides possibility of the investigation
of the regeneration processes of the damaged bone elements of the human locomotion system
with the availability of a dynamic load and the theoretical argumentation of the choice of the
optimal periodic impact to the damaged tissues for the fastest and stable healing.



ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÇÀÄÀ×È ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß È ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ
ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÌÈÊÐÎÏÎËßÐÍÛÕ ÓÏÐÓÃÈÕ ÃÈÁÊÈÕ

ÏËÀÑÒÈÍ È ÏÎËÎÃÈÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊ

Ñàðêèñÿí À. À., Ñàðêèñÿí Ñ. Î.
Ãþìðèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ì. Íàëáàíäÿíà

Â äàííîé ðàáîòå, ïðèíèìàÿ â îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåé-
íûõ ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí è ïîëîãèõ îáîëî÷åê, ðåøåíû: 1) ñòàòè÷å-
ñêèå çàäà÷è èçãèáà øàðíèðíî-îïåðòûõ ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ ãèáêèõ ïëàñòèí è ïîëî-
ãèõ îáîëî÷åê ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íîðìàëüíîé íàãðóçêè; 2) ñâî-
áîäíûå êîëåáàíèÿ ìèêðîïîëÿðíûõ ãèáêèõ òîíêèõ ïëàñòèí è ïîëîãèõ îáîëî÷åê. Âûïîëíåí
÷èñëåííûé àíàëèç, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî óñòàíîâëåíû ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà ìèêðî-
ïîëÿðíûõ ìàòåðèàëîâ.

1. Ââåäåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè ìèêðîïîëÿð-
íûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ [1, 2]. Â êëàññè÷åñêîé
ïîñòàíîâêå ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå òåîðèè óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí è ïîëî-
ãèõ îáîëî÷åê, ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâåííî íà îñíîâå ãèïîòåç Êàðìàíà è Ìàðãåððà
[3�6]. Ðàçâèâàÿ ïîäõîä Êàðìàíà � Ìàðãåððà è ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ òåî-
ðèè ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê â ðàáîòå [7] ïîñòðîåíû
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñòàòèêè è äèíàìèêè ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ ìèêðîïî-
ëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí è ïîëîãèõ îáîëî÷åê. Çäåñü ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óïðóãèå
ïðîãèáû ñðàâíèìû ñ èõ òîëùèíîé è âìåñòå ñ òåì ìàëû ïî îòíîøåíèþ ê õàðàêòåð-
íûì ðàçìåðàì â ïëàíå. Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ìîäåëåé ïîñòàâëåíû: 1) îñíîâíûå
ãèïîòåçû ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìèêðîïî-
ëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê; 2) ñîîòâåòñòâåííî, ãèïîòåçà Êàðìàíà
(äëÿ ïëàñòèí) èëè Ìàðãåððà (äëÿ îáîëî÷åê) [3, 4].

Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå óêàçàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãåîìåòðè÷åñêè
íåëèíåéíûõ ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí è ïîëîãèõ îáîëî÷åê ðåøåíû
ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷ñêèå çàäà÷è. Âûïîëíåí ÷èñëåííûé àíàëèç, êîãäà ìàòåðèàë
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíòåòè÷åñêèé ïîëèóðåòàí [8]. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà óñòàíîâ-
ëåíû ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà ìèêðîïîëÿðíûõ ìàòåðèàëîâ.

2. Ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ ïîëî-
ãèõ îáîëî÷åê (â ÷àñòíîñòè ïëàñòèí) ïðè áîëüøèõ ïðîãèáàõ. Îñíîâíûå
óðàâíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ìîäåëè ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïî-
ëîãèõ îáîëî÷åê ñ íåçàâèñèìûìè ïîëÿìè ïåðåìåùåíèé è âðàùåíèé èìåþò âèä:
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Ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè

Tii =
2Eh

1 � � 2
[� ii + � � jj ]; Sij = 2h[(� + � )� ij + ( � � � )� ji ]

N i 3 = 2h[(� + � )� i 3 + ( � � � )� 3i ]; N3i = 2h[(� + � )� 3i + ( � � � )� i 3]

M ii =
2Eh3

3(1 � � 2)
[K ii + �K jj ]; M ij =

2h3

3
[(� + � )K ij + ( � � � )K ji ]

L ii = 2h[(� + 2 )� ii + � (� jj + �)]; L ij = 2h[( + � )� ij + (  � � )� ji ]

L33 = 2h[(� + 2 )� ii + � (� ii + � jj ]; L i 3 =
4�

 + �
� i 3; � i 3 =

2h3

3
4�

 + �
l i 3 (2)

Ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ

� ii =
@ui
@xi

+
w
Ri

+
1
2

�
@w
@xi

� 2

; � ij =
@uj
@xi

� (� 1)j 
 3 +
1
2

@w
@xi

@w
@xj

� i 3 =
@w
@xi

+ ( � 1)j 
 j ; � 3i =  i � (� 1)j 
 j ; K ij =
@ j
@xi

� (� 1)j �

K ii =
@ i
@xi

; � ii =
@
 i

@xi
; � 33 = �(x1; x2); � ij =

@
 j

@xi
; � i 3 =

@
 3

@xi
; l i 3 =

@�
@xi

(3)

Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ (ïðè x i = 0; a):

Tii = 0; uj = 0; M ii = 0;  j = 0; L ij = 0; 
 i = 0; � i 3 = 0 (4)

Ê ñèñòåìå îñíîâíûõ óðàâíåíèé ìèêðîïîëÿðíûõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê (ïëàñòèí) ñ íåçà-
âèñèìûìè ïîëÿìè ïåðåìåùåíèé è âðàùåíèé (1)�(3) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4)
íóæíî ïðèñîåäèíèòü òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ w; @w=@t;
 i ; @ i =@t;
 i ; @
 i =@t; �; @�=@t.

3. Áîëüøèå ïðîãèáû øàðíèðíî îïåðòûõ ïðÿìîóãîëüíîé ìèêðîïîëÿð-
íîé óïðóãîé òîíêîé ïëàñòèíêè è ïðÿìîóãîëüíîé â ïëàíå ìèêðîïîëÿðíîé
óïðóãîé òîíêîé ïîëîãîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííîé íîðìàëüíîé íàãðóçêè. Ðàññìîòðèì ñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó äåôîðìàöèè
ãèáêîé øàðíèðíî îïåðòîé ïðÿìîóãîëüíüíîé ïëàñòèíêè ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåííîé íîðìàëüíîé íàãðóçêè. Çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü ïî ìåòîäó Ðèòöà.
Äëÿ ýòîãî ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû: W � = W=h; q� = q=(E� 4). ×èñëåííûå
ðàñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ êâàäðàòíîé ïëàñòèíêè b = a = 0;005 ì, è äëÿ ñëåäóþ-
ùåãî çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû � = h

a = 1
100. Äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ

ïðèìåì çíà÷åíèÿ [8] � = 0; 115� 109 Ïà, � = 1; 033� 109 Ïà, � = 2; 1951� 109 Ïà,
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 = 4; 1 Í, � = 0; 13 Í, � = � 2; 34 Í, � = 590 ì 3, J = 5; 31 � 106 êã/ì. Íà ðèñ. 1
ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ïðîãèá W � � íàãðóçêà q� . Ëèíèÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò êëàññè-
÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè, ëèíèÿ 2 � êëàññè÷åñêîé íåëèíåéíîé òåîðèè, ëèíèÿ 3 �
ìèêðîïîëÿðíîé ëèíåéíîé òåîðèè, à ëèíèÿ 4 � ìèêðîïîëÿðíîé íåëèíåéíîé òåîðèè.
Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, ïðè êðàåâîé çàäà÷å (1)�(4) äëÿ ïëàñòèíêè, êàæäîìó çíà-
÷åíèþ èíòåíñèâíîñòè íàãðóçêè îòâå÷àåò îäíî, âïîëíå îïðåäåëåííîå ðàâíîâåñíîå
ñîñòîÿíèå. Òàê, ïðè q� = 1500, ïî êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè � W � = 8; 3 , à ïî
ìèêðîïîëÿðíîé ëèíåéíîé òåîðèè � W � = 3; 2 ; à òàêæå, ïî íåëèíåéíîé êëàññè÷å-
ñêîé òåîðèè � W � = 2; 4 , ïî íåëèíåéíîé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè � W � = 1; 96.
Êàê ïî ëèíåéíîé òåîðèè, òàê è ïî íåëèíåéíîé òåîðèè, ïðè âñåõ îñòàëüíûõ ðàâíûõ
óñëîâèÿõ ìèêðîïîëÿðíîñòü ìàòåðèàëà äîâîëüíî çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò æåñòêîñòü
ïëàñòèíêè.

Ðèñóíîê 1 � Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé
âíåøíåé íàãðóçêè q� îò áåçðàçìåðíîãî ïðî-
ãèáàW � äëÿ êâàäðàòíîé ïëàñòèíêè

Ðèñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü áåçðàç. âíåøíåé
íàãðóçêè q� îò áåçðàç. ïðîãèáà W � ïîëîãîé
îáîëî÷êè äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé k�

Ðàññìîòðèì òàêæå äåôîðìàöèþ øàðíèðíî îïåðòîé ïðÿìîóãîëüíîé â ïëàíå
ìèêðîïîëÿðíîé óïðóãîé òîíêîé ïîëîãîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííîé íîðìàëüíîé íàãðóçêè. Çàäà÷à ðåøåíà ïî ìåòîäó Ãàëåðêèíà. ×èñëåí-
íûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ êâàäðàòíîé â ïëàíå öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè. Äëÿ
ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ ïðèíÿòû òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå ïëàñòèíêè [8],
òîëüêî çäåñü ïðèìåì, ÷òî k2 = 1

R2
= 0; k1 = 1

R1
, è ââåäåì òàêæå áåçðàçìåðíóþ

êðèâèçíó k� = a2

R1h ïîëîãîé îáîëî÷êè. Çäåñü ââåäåíû òàêèå æå áåçðàçìåðíûå âå-
ëè÷èíû: W � ; q� êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Íà ðèñ. 2 äàíû êðèâûå, âûðàæàþùèå
çàâèñèìîñòü W � è q� äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ áåçðàçìåðíîé êðèâèçíû k� ïîëîãîé
îáîëî÷êè. Ëèíèè 1 è 2; 3 è 4; 5 è 6; 7 è 8 ñîîòâåòñòâóþò ìèêðîïîëÿðíîé (íå÷åò-
íûå) è êëàññè÷åñêîé (÷åòíûå) ìîäåëåé ïîëîãîé îáîëî÷êè, ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ k� . Èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ k� ïîëîãàÿ
îáîëî÷êà êàê ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, òàê è ïî ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè,
âåäåò ñåáÿ êàê ïëàñòèíêà. Îò îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ k� (ïðàâäà ðàçëè÷íûõ äëÿ
óêàçàííûõ ìîäåëåé), åñëè íàãðóçêà íåïðåðûâíî óâåëè÷èâàåòñÿ, ïîëîãàÿ îáîëî÷êà
ïðè óêàçàííûõ îáîèõ ìîäåëåé ñêà÷êîîáðàçíî èçìåíÿåò ïðîãèá (èìååì òàê íàçû-
âàåìîå ÿâëåíèå õëîïêà). Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ ó ìèêðîïîëÿðíîé îáîëî÷êè êàê
âåðõíÿÿ, òàê è íèæíÿÿ êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè âûøå, ÷åì ó êëàññè÷åñêîé îáîëî÷êè.
Òàê êàê óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷êè õàðàêòåðèçóåòñÿ âåðõíèì çíà÷åíèåì êðèòè÷åñêîé
íàãðóçêè, ìîæåì óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè îñòàëüíûõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ ìèêðîïîëÿðíàÿ
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îáîëî÷êà áîëåå óñòîé÷èâà, ÷åì êëàññè÷åñêàÿ îáîëî÷êà.
4. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ ãèáêèõ ïëàñòèí

è ïîëîãèõ îáîëî÷åê. Â ñëó÷àå ïëàñòèíêè â îñíîâíûõ óðàâíåíèÿõ ïðèìåì
ki = 1

R i
= 0. Äàëåå áóäåì ïðåíåáðåãàòü âñåìè èíåðöèîííûìè ÷ëåíàìè â óðàâ-

íåíèÿõ äâèæåíèÿ, êðîìå 2�h @2w
@t2 . Ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1)�(4) ïðè èçó÷åíèè

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïðåäñòàâèì â âèäå (çäåñü i; j = 1; 2; i 6= j ):

w(x1; x2; t) = w(t) sin
�x 1

a
sin

�x 2

a
; ui (x1; x2; t) = ui (t) cos

�x i

a
sin

�x j

a

 i (x1; x2; t) =  i (t) cos
�x i

a
sin

�x j

a
; 
 i (x1; x2; t) = 
 i (t) sin

�x i

a
cos

�x j

a
;


 3(x1; x2; t) = 
 3(t) cos
�x 1

a
cos

�x 2

a
; �(x1; x2; t) = �(t) cos

�x 1

a
cos

�x 2

a
(5)

Ðåøåíèå (5) óæå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4). Ïîñòàâèì ýòè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ â ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ (3). Ïîëó÷èâøåéñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ äåôîðìà-
öèé è èçãèáîâ-êðó÷åíèé ïîñòàâèì â ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ
äëÿ óñèëèé, ìîìåíòîâ è ãèïåðìîìåíòîâ. Ïðèìåíèì ìåòîä Ãàëåðêèíà äëÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1). Âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå è, äàëåå, ïðèìåì ñëåäóþùèå
ïðåäñòàâëåíèÿ:

w(t) = W cos(pt); ui (t) = Ui cos(pt);  i (t) = 	 i cos(pt)


 i (t) = Oi cos(pt); 
 3(t) = O3 cos(pt); �(t) = I cos(pt) (6)

Ðèñóíîê 3 � Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî
ïðîãèáà ïëàñòèíêè A îò âåëè÷èíû �

Ðèñóíîê 4 � Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî
ïðîãèáà ïîëîãîé îáîëî÷êè A îò âåëè÷èíû �

Ïîñòàâèì ýòè ôóíêöèè â ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, óìíîæèì èõ íà cos(pt) è èíòå-
ãðèðóåì ïî t îò 0 äî �

2p . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ W; U1; U2;  1;  2; O1; O2; O3; I . Èç ýòîé ñèñòåìû
ìîæíî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü W � p. Ýòà çàäà÷à ðåøåíà òàêæå ïî ñîîòâåòñòâóþùåé
ëèíåéíîé ìîäåëè ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí. Ââåäåì áåçðàçìåðíûé
ïðîãèá A = W=h, à òàêæå, îáîçíà÷åíèå îòíîøåíèÿ âåëè÷èíû ê ñîîòâåòñòâóþùåé
÷àñòîòå ëèíåéíûõ êîëåáàíèé p0 : � = p=p0. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå äèíàìè÷å-
ñêèõ çàäà÷ ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ òîãî æå ñëó÷àÿ, ÷òî è â ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.
Íà ðèñ. 3. ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü (�; A ), ýòà ëèíèÿ íàçûâàåòñÿ ñêåëåòíîé êðèâîé,
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êîòîðàÿ îòðàæàåò îñíîâíûå ñâîéñòâà äåôîðìèðóåìîé ñèñòåìû [5]. Êðèâàÿ (�; A )
ïðåäñòàâëÿåò ëèíèþ æåñòêîãî òèïà, ò. å. ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû ÷àñòîòà âîç-
ðàñòàåò. Ïðè âåñüìà ìàëûõ àìïëèòóäàõ èìååì � ! 1. Ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû
÷àñòîòà êîëåáàíèé âîçðàñòàåò, è ïðèòîì âñå áîëåå è áîëåå ðåçêî.

Äàëåå ðåøèì òàêæå çàäà÷ó ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíûõ â ïëàíå ìèê-
ðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê ñ øàðíèðíî îïåðòûìè êðàÿìè. Çà-
äà÷à ðåøåíà òåì æå ìåòîäîì, ÷òî è ïðåäûäóùàÿ çàäà÷à. Çäåñü ïðèíÿòà k� = 20.
Íà ðèñ. 4. ïðèâåäåíà ñêåëåòíàÿ êðèâàÿ (�; A ) äëÿ ïîëîãîé îáîëî÷êè. Êðèâàÿ (�; A )
ïðåäñòàâëÿåò ëèíèþ ìÿãêîãî òèïà, ò. å. íà÷àëüíûé ó÷àñòîê çäåñü îòêëîíÿåòñÿ
ê îñè îðäèíàò. Îòìåòèì, ÷òî, è â ñëó÷àå ïëàñòèíêè è â ñëó÷àå îáîëî÷êè, âåëè÷èíà
íèçêîé ÷àñòîòû ïî ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè âñåãäà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé
íèçêîé ÷àñòîòû ïî ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé êëàññè÷åñêîé òåîðèè.
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Ïðåäñòàâëåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå êîíñòðóêòèâíî
ñëîæíûõ ñîñòàâíûõ îáîëî÷åê èç ïîëèìåðíûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñ àêóñòè÷å-
ñêîé ñðåäîé. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþùåãî îïèñûâà-
þòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè. ×èñëåííî îïðåäåëÿþòñÿ ïîìîäîâûå
è ñóììàðíûå àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè äàâëåíèÿ è ïåðåìåùåíèé â îêðóæà-
þùåé îáîëî÷êó àêóñòè÷åñêîé ñðåäå.

Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå áàçîâûõ èñïîëüçóþòñÿ äâå ìîäåëè: ìíîãîñëîéíàÿ ñ ãè-
ïîòåçîé òèïà Òèìîøåíêî äëÿ ïàêåòà è òðåõñëîéíàÿ íà îñíîâå ãèïîòåçû ëîìàíîé
íîðìàëè. Äëÿ ìíîãîñëîéíûõ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé êèíåìàòè÷åñêèå è äåôîð-
ìàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè òèïà Òèìîøåíêî, çàïèñàííûå äëÿ îáîëî÷êè âðà-
ùåíèÿ èìåþò â îáùåïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ âèä:

U = u+ z' 1; V = v+ z' 2; W = w; E11 = u0+ k1w; E22 = v� +  u + k2w; E12 = u0+ u� �  v ;

K 11 = "1' 0
1; K 22 = "1(' �

2 +  ' 1); K 12 = "1(' 0
2 �  ' 2 + ' �

1);

E13 = ' 1 � #1; E23 = ' 2 � #2; #1 = � w0+ k1u; #2 = � w0+ k2u; (1)

ãäå"1 = h� =R� ,  = A0
2=A2, (: : :)0 = ( : : :);� 1 =A1, (: : :)0 = ( : : :);� 2 =A2:

Äëÿ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ àìïëèòóäû óñèëèé è ìîìåíòîâ ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè àìïëèòóäàìè äåôîðìàöèé ïðèíèìàåòñÿ øèðîêî èñïîëüçóåìàÿ ñòðóêòó-
ðà ìàòðèöû ïðèâåäåííûõ æåñòêîñòåé ñëîèñòîãî êîìïîçèòà. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ
ôóíêöèé âûáèðàþòñÿ êîìïîíåíòû, âõîäÿùèå â åñòåñòâåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ:
y1 = S, y2 = M 11, y3 = T11, y4 = Q11, y5 = H , y6 = v, y7 = ' 1, y8 = u, y9 = w,
y10 = ' 2.

Ïîñëå ïåðåõîäà ê ãàðìîíè÷åñêèì êîëåáàíèÿì è áåçðàçìåðíîé ôîðìå îñíîâíàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó:

y0
1 = � 2 y 1 � T �

22 � k2Q22 � 
 2(by6 + "1cy10) � q2;

y0
2 = �  (y2 � M 22) � y�

5 + y4="1 � 
 2(cy8 + "1dy7);

y0
3 = �  (y3 � T22) � y�

1 � k1y4 � 
 2(by8 + "1cy7) � q1;

y0
4 = �  y 4 � Q�

22 + k1y3 + k2T22 � 
 2by9 � q3;

y0
5 = � 2 y 5 � M �

22 + Q22="1 � 
 2(cv + "1dy10);

y0
6 = E12 � y�

8 +  y 6; y0
7 = K 11="1; y0

8 = E11 � k1w;

y0
9 = E13 � y7 + k1y8; y0

10 = K 12"1 +  y 10 � y�
7; (2)
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ãäå:
#2 = � y�

9 + k2y6; a33 = B33 � D33 � A2
33;

E12 = ( D33y1 � A33y5)=a33; K 12 = ( B33y5 � A33y1)=(2a33);

E22 = y�
5 +  y 8 + k2y9; K 22 = y�

10 +  y 7; E13 = y4=G13;

Q22 = G23(y10 + y�
9 � k2y6); a11 = B11D11 � A2

11;

a11 = y3 � B12E22 � A12K 22; a2 = y2 � A12E22 � D12K 22;

E11 = ( D11a1 � A11a2)=a11; K 11 = ( B11a2 � A11a1)=a11;

T22 = B12E11 + B22E22 + A12K 11 + A22K 22;

M 22 = A12E11 + A22E22 + D12K 11 + D22K 22: (3)

Êîìïîíåíòû íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè Ôóðüå ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå � 2 ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ
ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íîðìàëüíîãî òèïà, ðåøàå-
ìîãî ìåòîäîì ïðîãîíêè ñ îðòîãîíàëèçàöèåé ïî Ãîäóíîâó. Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþùåãî êîìïîçèòà ñîîòâåòñòâóþò ìîäåëè òåðìîâÿçêîóïðóãîãî
òåëà [1]. Êîìïîíåíòû êîìïëåêñíîé ïîäàòëèâîñòè ïðè ñäâèãå I 0 , I 00â îáîçíà÷åíè-
ÿõ [4] èìåþò âèä:

I 0(! ) =

r 2Z

r 1

C(r )
G(r; v; T )

�
1 � H (r )

! 2

[' (r; v; T )]2 + ! 2

�
dr;

I 00(! ) =

r 2Z

r 1

C(r )H (r )
G(r; u; T )

' (r; v; T )!
[' (r; v; T )]2 + ! 2

dr: (4)

Ïðè íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà çâóêîèçëó÷åíèÿ â îêðóæàþùóþ ëèíåéíóþ àêóñòè÷å-
ñêóþ ñðåäó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäàìè, ðàçðàáîòàííûìè äëÿ îñåñèììåòðè÷-
íûõ êîíñòðóêöèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ðåàêöèè àêóñòè÷å-
ñêîé ñðåäû ýôôåêòèâåí ìåòîä ëîêàëüíîãî èìïåäàíñà, îïðåäåëÿåìîãî èç ðåøåíèÿ
ìîäåëüíûõ çàäà÷ [2]. Ïîëå àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â îêðóæàþùåé îáîëî÷êó ñðåäå
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ãåëüìãîëüöà [3, 4].

Ïðè íàëè÷èè äèñêðåòíûõ ïîäêðåïëåíèé â âèäå êðóãîâûõ êîëåö (øïàíãîó-
òîâ) èç ïîëèìåðíîãî êîìïîçèòà ïðèíèìàåòñÿ êèíåìàòèêà ìîäåëè òèïà Òèìîøåíêî
ñ ó÷åòîì äåôîðìàöèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è èíåðöèè ïîâîðîòîâ:

Uk = uk(� 2) + z' (� 2); Vk = vk(� 2) + z 2(� 2) + � 1 1(� 2); Wk = wk � � 1' (� 2):

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ñå÷åíèÿ êîëüöà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå åãî
ðàäèóñà, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé êîëüöà:

Q�
1k + ! 2(bkuk + c' ) + tk = 0; T0

k + kQ3k + ! 2(bkvk + c3 1 + c1 2) + sk = 0;

Q�
3k � kTk + ! 2(bkw � c3' ) + qk = 0; H 0

k + kM 3k + ! 2(dk ' + c1u � c3w) + m = 0;

M �
3k � kHk � Q1k + ! 2(d3 1 + d13 2 + c3vk) + m3 = 0;
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M �
1k � Q3k + ! 2(d1 2 + d13 1 + c1vk) + m1 = 0; (: : :)0 = ( : : :);� 2 =rk : (5)

Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñîñòàâëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñåêöèé îáîëî÷-
êè, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó ñîñåäíèìè êîëüöàìè. Ïðè ýòîì âî âíåøíèå íàãðóçêè
íà êîëüöå âõîäÿò ðåàêöèè îò ïðèìûêàþùèõ ñåêöèé îáîëî÷êè.

Ðàçðàáîòàííûå ìîäåëè è ìåòîäû ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü ñõîäèìîñòü ðåøåíèé,
ïðîâîäèòü ðàñ÷åò àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê, âûïîëíÿòü îáùèé è ïî-
ìîäîâûé àíàëèç ïîëó÷àåìûõ çàâèñèìîñòåé. Â ñëó÷àå ðàñ÷åòà îáîëî÷å÷íûõ êîí-
ñòðóêöèé òðåõñëîéíîé ñòðóêòóðû èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü áàçèðóþùàÿñÿ íà ãèïîòåçå
ëîìàíîé ëèíèè â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä:

u(1)
1 = u1 + [1 + k1(� 3 � c)]c' 1 + � 3#1; u(1)

2 = u2 + [1 + k2(� 3 � c)]c' 2 + � 3#2;

u(1)
3 = w; c 6 � 3 6 c + h1; u(2)

1 = u1 � [1 + k1(� 3 + c)]c' 1 + � 3#12;

u(2)
2 = u2 � [1 + k2(� 3 + c)]c' 2 + � 3#; u(2)

3 = w; � c � h2 6 � 3 6 � c;

u(3)
1 = u1 + � 3(' 1 + #1); u(3)

2 = u1 + � 3(' 2 + #2); u(3)
3 = w; � c 6 � 3 6 c: (6)

ãäåki , A i � ãëàâíûå êðèâèçíû è êîýôôèöèåíòû Ëÿìå; ui , w � ïåðåìåùåíèÿ òî-
÷åê îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè; ' 1, ' 2 � óãëû ïîâîðîòà íîðìàëè â çàïîëíèòåëå, äî-
ïîëíèòåëüíûå ê óãëàì ïîâîðîòà #1 è #2; h1, h2, 2c � òîëùèíû âíåøíèõ ñëîåâ
è çàïîëíèòåëÿ.

Êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:

" (1)
11 = E11 + � 3K 11 + c' 11 + ( � 3 � c)c� 11; (1 $ 2);

" (1)
12 = E12 + 2� 3K 12 + c' 12 + 2( � 3 � c)c� 12; c 6 � 3 6 c + h1;

" (2)
11 = E11 + � 3K 11 � c' 11 � (� 3 + c)c� 11; (1 $ 2);

" (2)
12 = E12 + 2� 3K 12 � c' 12 � 2(� 3 + c)c� 12; � c � h2 6 � 3 6 � c;

" (3)
11 = E11 + � 3(K 11 + ' 11); (1 $ 2);

" (3)
12 = E12 + 2� 3K 12 + � 3' 12; � c 6 � 3 6 c; " (3)

13 = ' 1; " (3)
23 = ' 2;

E11 = u0
1 + k1w; E22 = u�

2 +  u 1 + k2w; E12 = u�
1 + u0

2 �  u 2;

#1 = � w0+ k1u1; #2 = � w� + k2u2;

K 11 = #0
1; K 22 = #�

2 +  # 1; K 12 = 1=2(#�
1 + #0

2 �  ' 2);

' 11 = ' 0
1; ' 22 = ' �

2 +  ' 1; ' 12 = ' �
1 + ' 0

2 �  ' 1;

� 11 = ( k1' 1)0; � 22 = ( k2' 2)� + 'k 1' 1; � 12 = k1' �
1 = k2' 0

2 �  k 2' 2;

(: : :)0 =
1

A1

@(: : :)
@�1

; (: : :)� =
1

A2

@(: : :)
@�2

; (7)

ãäåE ij (i; j = 1; 2) � äåôîðìàöèè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; K ij � èçìåíåíèÿ êðè-
âèçí è êðó÷åíèå.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷êè èìåþò âèä:

L1(T11T22; S) + k1Q11 + X 1 = a1•u1 + a2
•# + a3 •' 1;
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L2(T22; S) + k2Q22 + X 2 = a1•u2 + a2
•#2 + a4 •' 2;

L3(Q11Q22) � k1T11 � k2T22 + X 3 + p = a1 •w;

L1(M 11M 22; H ) � Q11 = 0; L2(H; M 22) � Q22 = 0;

L1(m11 + �M 11ck1; m22 + �M 22ck1; m12 + 2 �Hck1) � Q13 = 0;

L2(m12 + 2 �H11ck2; m22 + �M 22ck2) � Q23 = 0: (8)

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

L1(f 1; f 2; ' ) = f 0
1 + ' � +  (f 1 � f 2); L2(f 1; f 2) = f 0

1 + f �
2 + 2f 1f 2;

L3(f 1; f 2) = f 0
1 +  f 1; •f =

@2f
@t2

:

Êîìïîíåíòû âíåøíåé íàãðóçêè îáîçíà÷åíû X r (r = 1; 2; 3), íîðìàëüíàÿ ðåàê-
öèÿ ñî ñòîðîíû æèäêîñòè � p .

Â (8) ââåäåíû îáîáùåííûå óñèëèÿ, ìîìåíòû è ïåðåðåçûâàþùèå ñèëû, îñðåä-
íåííûå ïî ïàêåòó îáîëî÷êè.

×èñëåííûå ïðèìåðû:
1. Ðàññìîòðåíû êîëåáàíèÿ òðåõñëîéíîé îáîëî÷êè æåñòêî çàùåìëåííîé íà òîð-

öàõ. Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà âíåøíèõ ñëîåâ ñîîòâåòñòâóþò ñòàëè:

E (1) = E (2) = 2:1 � 1011 Í/ì 2; � (1) = � (2) = 0:3; � = 7:8 ã/ñì 3:

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò æ¼ñòêîìó çàùåìëåíèþ òîðöîâ. Äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ðåàêöèè æèäêîñòè íà êîëåáàíèÿ îáîëî÷êè èñïîëüçóåòñÿ èìïåäàíñ íà áåñ-
êîíå÷íî äëèííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå. ×èñëåííûå ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü ïðè
ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ: L = 350 ìì; R = 100 ìì; h1 = h2 = 0:2 ìì, 2c = 1 ìì;
T = 22� C. Íàãðóçêà åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè ðàñïðåäåëåíà íà öèëèíäðè÷åñêîé
ïàíåëè, ðàñïîëîæåííîé â ñåðåäèíå îáðàçóþùåé. Íà ðèñóíêàõ 1�2 ïðåäñòàâëåíû
ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîìîäîâûõ è ñóììàðíûõ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàê-
òåðèñòèê íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé â öåíòðå ïëîùàäêè íàãðóæåíèÿ è äàëüíåãî
àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ äàâëåíèé â æèäêîñòè íà ðàññòîÿíèè 50 ðàäèóñîâ îáîëî÷êè îò
å¼ îñè âðàùåíèÿ íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ïëîùàäêè íàãðóæåíèÿ.

Ðèñóíîê 1 Ðèñóíîê 2
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Ðèñóíîê 3 Ðèñóíîê 4

2. Íà ðèñóíêàõ 3�4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íûõ ðàñ÷åòîâ êîëåáàíèé
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ïîäêðåïëåííîé ðåãóëÿðíûì íàáîðîì êðóãîâûõ ðåáåð
æåñòêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòåíêà îáîëî÷êè ñîñòîèò èç 25 ñëîåâ (13 àðìèðó-
þùèõ è 12 èç ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþùåãî). Àðìèðóþùèå ñëîè èç ñòàëè E = 2:1� 1011

Ïà, � = 0:3, ñâîéñòâà ïîëèìåðà ñîîòâåòñòâóþò [4]. Â îáîçíà÷åíèÿõ ðàáîòû [5] îñ-
íîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîíñòðóêöèè â áåçðàçìåðíîì âèäå ðàâíû
r0 = 0:8, r1 = rö = 1:375, Hk = 2:85, Lö = 3:5, hàðì = 0:08;; hñâ= 0:015. Ãåîìåòðè-
÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåáåð æåñòêîñòè ñîîòâåòñòâóþò [5]. Âñåãî
íà îáîëî÷êå óñòàíîâëåíî 30 êðóãîâûõ ðåáåð.
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1Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó
2Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

3Òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Ëå Êóé Äîíà, Õàíîé

Â äîêëàäå ðàññìîòðåíû ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ ïüåçîýëåìåíòîâ: êîíå÷-
íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ. Èññëåäóåìûå ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëè
ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ êàê ÷àñòè óñòðîéñòâ íàêîïëåíèÿ ýíåðãèè. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå
ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü â ïàêåòàõ ACELAN è ANSYS. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâî-
ëÿþò ñîñòàâèòü àëãîðèòì ïðîåêòèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ íåîäíîðîäíî-ïîëÿðèçîâàííûõ
óñòðîéñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïòèìàëüíûõ ñðåäñòâ ìîäåëèðîâàíèÿ.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåîäíîðîãî ýëåêòðîóïðóãîãî òåëà Ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîñòàâíîãî óïðóãîãî, ýëåêòðîóïðóãîãî è àêóñòè÷åñêîãî òåëà
ñ íåîäíîðîäíûìè ñâîéñòâàìè òâåðäûõ òåë ñîñòîèò èç êðàåâîé çàäà÷è [1]

äëÿ óïðóãèõ è ýëåêòðîóïðóãèõ òåë

� pk •u + � dj � j _u�r � � = f j r � D = 0; (1)

� = cE
j � �(" + � dj _") � eT

j � E; D + &d
_D = ej � � (" + &d _") + M S

j � E; (2)

" = ( r u + r uT )=2; E = �r ' ;

äëÿ àêóñòè÷åñêîé ñðåäû:

1
� j c2

j
_p + r � v = 0; v = r  ; (3)

� j _v = r � � ; � = � pI + br ; v

ãäå� � òåíçîð íàïðÿæåíèé, � � ïëîòíîñòü òåëà, " � òåíçîð äåôîðìàöèé, u � âåê-
òîð ïåðåìåùåíèé, D � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè, E � âåêòîð íàïðÿæåííî-
ñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, f � âåêòîð ìàññîâûõ ñèë, ' � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë,
�; �; & � êîýôôèöèåíòû äåìïôèðîâàíèÿ, cE , e, ýs � òåíçîðû óïðóãèõ êîíñòàíò,
ïüåçîìîäóëåé è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, èíäåêñ j îòâå÷àåò íîìåðó òåëà
â ìîäåëè, c � ñêîðîñòü çâóêà, v � âåêòîð ñêîðîñòåé,  � ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé,
p � çâóêîâîå äàâëåíèå.

Òåíçîðû cE , e, ýs è ïëîòíîñòü òåë áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèÿìè îò ïîëîæåíèÿ
òî÷êè â òåëå:

� pk = � pk (x) ; cE
j = cE

j (x) ; ýs
j = ýs

j (x) ; eT
j = eT

j (x) : (4)
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Äëÿ ïîëíîãî ó÷åòà âîçäåéñòâèÿ ïîëÿðèçàöèè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëå-
äóþùóþ ìîäåëü:

c = ci + jPj (ca � ci ); g = gi + jPj (ga � g)

e = jPj ea (5)

Çäåñü ââîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò ïåðåõîä îò èçîòðîïíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ê àíèçîòðîïíîìó â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ñèëüíî ïîëÿðèçîâàíî òåëî.
Â äàííîé ìîäåëè èíäåêñîì i îáîçíà÷åíû òåíçîðû äëÿ èçîòðîïíîãî ñîñòîÿíèÿ, à èí-
äåêñîì a � äëÿ àíèçîòðîïíîãî. Ìîäóëü âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè P ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 1
è õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè, ïðè ýòîì åãî çíà÷åíèå, ðàâíîå 1, ñîîòâåò-
ñòâóåò ìàêñèìàëüíîé ïîëÿðèçàöèè, âîçìîæíîé äëÿ äàííîé ïüåçîêåðàìèêè.

2. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäåëè.
Ðàñ÷åòíûå ìîäóëè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí-

òîâ, ïðåäñòàâëåííûå â äàííîé ðàáîòå, áûëè ðàçðàáîòàíû â ñîñòàâå êîìïëåêñà
ACELAN. Ó÷åò íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ ïðîèçâîäèòñÿ íà ýòàïå ñáîðêè ëîêàëüíûõ
ìàòðèö æåñòêîñòè. Êàæäîå èç ñêàëÿðíûõ íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå (5). Äëÿ çàäàíèÿ íåîäíîðîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîëÿðèçàöèè
ïðîèçâîäèòñÿ çàäàíèå íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé íåîäíîðîäíîñòè äëÿ êàæäîé èç êî-
îðäèíàò âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè. Â ïëîñêîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò, ÷òî ïîçâîëÿåò îïèñàòü ïîëÿðèçàöèþ â âèäå ïîëÿ ìîäóëåé ïîëÿðèçàöèè
è óãëîâ ïîâîðîòà. Ïðè ïåðåõîäå ê êîíå÷íîìó ðàçáèåíèþ áûëî ðàññìîòðåíî äâà
ïîäõîäà ê äèñêðåòèçàöèè ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé íåîäíîðîäíîñòü. Â ïåðâîì ñëó-
÷àå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ñ÷èòàþòñÿ îäíîðîäíûìè â ïðåäåëàõ êàæäîãî îòäåëüíîãî
êîíå÷íîãî ýëåìåíòà. Âî âòîðîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ óçëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ, â êîòîðûõ çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íåîäíîðîäíîñòè. Â çàâèñèìîñòè îò
òèïà êîíå÷íîãî ýëåìåíòà è ïðèìåíÿåìîé ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ âîçðàñòàåò êîëè-
÷åñòâî çíà÷åíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàäàíèÿ íåîäíîðîäíîñòè ïî âòîðîìó ìåòîäó.

Â ðàáîòå [2] áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à äëÿ òðåõñëîéíîãî êîìïîçèòíîãî ïüåçî-
ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ äâóìÿ àêòèâíûìè ñëîÿìè íåîäíîðîäíî ïîëÿðèçîâàííîé êåðà-
ìèêè. Â ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêïåðèìåíòîâ â êîìïëåêñàõ
ANSYS è ACELAN áûë âûÿâëåí ïðèðîñò êîýôôèöèåíòà ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿ-
çè (ÊÝÌÑ) è øèðèíû ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ ïðè íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ ïðåäâàðè-
òåëüíîé ïîëÿðèçàöèè è ñîîòâåòâóþùåé ñõåìå ýëåêòðîäèðîâàíèÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ óñòðîéñòâ íàêîïëåíèÿ ýíåðãèè èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîòåíöèàë,
âîçíèêàþùèé ïðè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ. Ñõåìà îäíîðîäíî ïîëÿðèçîâàííîãî
ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ ïîëíîñòüþ ýëåêòðîäèðîâàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïðèâåäåíà íà
ðèñóíêå 1, ñõåìà ñ ÷àñòè÷íûì ýëåêòðîäèðîâàíèåì è íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèåé
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 2.

Ðèñóíîê 1 � Ñõåìà ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ îäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèåé
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Ðèñóíîê 2 � Ñõåìà ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèåé

Íà ðèñóíêàõ 3�4 ïðèâîäÿòñÿ ðàñïåðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â çà-
äà÷å î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî äàâ-
ëåíèÿ, íà ïåðâîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå òðåõñëîéíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ äëÿ îäíî-
ðîäíîé ïîëÿðèçàöèè è â ðàìêàõ óïðîùåííîé ìîäåëè ñ áëî÷íîé ïîëÿðèçàöèåé, äëÿ
êîòîðîé âûõîäíîé ïîòåíöèàë âîçðàñòàåò ïî÷òè íà äâà ïîðÿäêà. Òàêàÿ ðàçíèöà
îò÷àñòè îáúÿñíÿåòñÿ ñíèæåíèåì åìêîñòè óñòðîéñòâà èç-çà ñîêðàùåíèÿ ïëîùàäè
ýëåêòðîäèðîâàíèÿ. Îïòèìèçàöèÿ ðàçìåðîâ è ïîëîæåíèÿ ýëåêòðîäîâ ÿâëÿåòñÿ îä-
íèì èç íàïðàâëåíèé äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè.

2. Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ. Â ðàáîòàõ [3, 4] áûëè ïðåäëîæåíû ìîäåëè äåôîðìà-
öèè ýëåêòðîóïðóãèõ ïëàñòèí, íà îñíîâå êîòîðûõ â äàííîé ðàáîòå áûëà ïîñòðîåíà
ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ äëÿ óïðîùåííîé ìîäåëè ïðåîáðàçîâàòåëÿ. Ðàññìîòðèì óñòà-
íîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ïðè öèëèíäðè÷åñêîì èçãèáå îäíîñëîéíîãî ïîïåðå÷íî ïîëÿ-
ðèçîâàííîãî ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëÿ òîëùèíû h è äëèíû L. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ïðåîá-
ðàçîâàòåëÿ ñîâïàäàåò ñ îñüþ àáñöèññ. Ïîëàãàÿ â (1)� 33 = 0 ; "22=0 ïîëó÷èì

� 11 = c11"11 � c13
c13e11 + e33

@�
@z

c33
+ e31

@�
@z

� 22 = c12"11 � c13
c13e11 + e33

@�
@z

c33
+ e31

@�
@z

(6)

Ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà áóäåì èñêàòü â âèäå:

� (x; y; z) =
V0

h

�
2z
h

� 1
�

+
V0

h

�
2z
h

+ 1
�

+ �( x)
�

1 �
4z2

h2

�
(7)

ãäåV 0 � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõ-
íîñòè ïëàñòèíû. Ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû îñåâûõ ïåðåìåùåíèé èùåì â âèäå

u1(x; y; z) = �
@Uz(x)

@x
z (8)

Ðèñóíîê 3 � Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà, îä-
íîðîäíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, ÷àñòîòà 2.362 ÊÃö

Ðèñóíîê 4 � Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèà-
ëà, íåîäíîðîäíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, ÷àñòîòà
2.530 ÊÃö
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Ðàññ÷èòàåì ïîãîííûé èçãèáàþùèé ìîìåíò M 11 è ïîãîííóþ ïîïåðå÷íóþ ñèëó Q1:

M 11 =
Z h=2

� h=2
� 11zdz =

h3

12

�
� c11

@2Uz(x)
@x2

�

�
c13

c33

�
c13

@2Uz(x)
@2x

+
8e33

h2
(V0 � �( x))

�
+

8e31

h2
(V0 � �( x))

�

Q1 = �
@M11

@x
=

h3

12

�
� c11

@3Uz(x)
@x3

�
c13

c33

�
c13

@3Uz(x)
@x3

�
8e33

h2

@�( x)
@x

�
�

8e31

h2

@�( x)
@x

�

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ýëåêòðîñòàòèêè ïðèìåò âèä:

@Q1
@x

� p(x) � W 2�hU z(x) = 0;
Z h=2

� h=2
(
@D3

@x
+

@D1

@x
)dz = 0 (9)

ãäå � � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, p(x) � âíåøíÿÿ íàãðóçêà, W = 2�! � êðóãîâàÿ
÷àñòîòà,! � ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âñåõ èçâåñòíûõ âåëè÷èí óðàâ-
íåíèÿ â (9) ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåò âèä:

8
<

:

� 1
12(� c11 + c2

13
c33

)h3 @4Uz (x)
@x4 � 1

12( 8c13 e33
h2c33

� 8e31
h2 )h3 @2 �( x)

@x2 � p(x) � W 2�h @Uz (x)
@x = 0

(� e31 + e33 c13
c33

)( @2Uz (x)
@x2 ) + K �( x) � KV0 � 2

3g11
@2 �( x)

@x2 = 0 ; K = 8e2
33

h2c33
+ 8g33

h2

(10)
Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü âòîðîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñî âñòðå÷íî ïðî-

äîëüíîé ïîëÿðèçàöèåé. Äëÿ óäîáñòâà íóìåðàöèè ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò ââåäåì
ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå (L; 0). Äëÿ ýòîãî ïîìåíÿåì ìåñòà-
ìè êîîðäèíàòíûå îñè x è z. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè ñ
òî÷íîñòüþ äî íàçâàíèÿ îñåé êîîðäèíàò. Äëÿ ïîïåðå÷íîãî ñìåùåíèÿ ïðåäïîëàãàåì
ñîîòíîøåíèå òèïà (8), à ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë áóäåì èñêàòü â âèäå:

� (x; y; z) = �( z)

Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ D3, M 3 è Q3, àíàëîãè÷íî ïðåäû-
äóùåìó ñëó÷àþ è ïîäñòàâèì â ñèñòåìó óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íóþ (10). Ïîëó÷èì
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ âòîðîãî ó÷àñòêà ïðåîáðàçîâàòåëÿ:

8
<

:

� 1
8(� 2e31 c13

c11
+ 2e33)h2 @3 �( z)

@z3 � 1
24( 2c2

13
c11

� 2c33)h3 @4Ux (z)
@z4 � p(z) � W 2�hU x (z) = 0

(� e31
c11

� g33)
@2 �( z)

@z2 + 1
4( e31 c13

c11
� e33)h

@3Ux (z)
@z3 = 0

(11)
Îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (10) è (11) èìåþò ñëåäóþùèé âèä

U1(x) = C1e� 1x + C2e� 2x + C3e� 3x + C4e� 4x + C5 cos(� 5x) + C6 sin(� 6x) + U�

� 1(x) = T1C1e� 1x + T2C2e� 2x + T3C3e� 3x + T4C4e� 4x + T5C5 cos(� 5x) + T6C6 cos(� 6x)

U2(z) = C7e� 1z + C8e� 2z + C9 cos(� 5z) + C10 sin(� 6z) + U�

� 2(z) = T7C7e� 1z + T8C8e� 2z + T9C9 cos(� 5z) + T10C10 sin(� 6z) + C11z + C12

(12)
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ãäå íàáîðû çíà÷åíèé � i , � i � êîðíè ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ, T i íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû, U� = � p(x)=W2�h , âåðõíèé
èíäåêñ óêàçûâàåò íà ïðèíàäëåæíîñòü ïðàâîé ÷àñòè i = 1 è ëåâîé ÷àñòèi = 2 ïðå-
îáðàçîâàòåëÿ.

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íà ëåâîì è ïðàâîì êîíöàõ ïðåîáðàçîâàòåëÿ
çàäàíî øàðíèðíîå îïèðàíèå. Çàïèñûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óñëîâèÿ ñòûêîâêè â
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé íàáîð èç äâåíàäöàòè ñîîòíîøåíèé:

U1(0) = 0

M 1(0) = 0

D 1(0) = 0

U2(L) = 0

M 2(L) = 0

� 2(L) = 0

U1(L) = U2(0)

M 1(L) = M 2(0)

� 1(L) = � 2(0)

Q1(L) = Q2(0)

2� 1(L)=3 = � 2(0)

D 1(L) = D 2(0)

(13)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (13) ïîçâîëÿþò, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (12), çàïèñàòü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû C1� C12, ÷òî è
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ áûëè ðåøåíû çà-
äà÷è íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ íà ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè. Ðàññìàòðèâàëèñü êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé íàãðóçêè ïðè
íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè ïîòåíöèàëà íà ýëåêòðîäàõ. Áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû,
ñîãëàñóþùèåñÿ ñ äàííûìè èç ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ ñ ïîìîùüþ
ÌÊÝ. Ðàçíèöà ñîñòàâèëà íå áîëåå 3�4%.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (16-01-00354 À, 16-58-52013 ÌÍÒ_à).
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Soloviev A. N., Oganesyan P. A. Non-uniformly polarized piezoelectric devices for
energy storage: �nite element modeling and applied theory. The report considers methods
of heterogeneous elements modeling: �nite element modelling and applied theory. The studied
piezoelectric transducers are subject of interest as part of the energy harvesting devices. Finite
element calculations were performed in ANSYS and ACELAN packages. The obtained results
allow to create the algorithm to adjust e�cient heterogeneously polarized devices design
process.
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ÍÀÃÐÓÆÅÍÈÈ

Ñòîëÿð À. Ì.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ñîñòàâíûõ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé (ÑÒÊ). Ïðè-
ìåíÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äåôîðìàöèîííîé òåîðèè äëÿ ó÷åòà ïëàñòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÑÒÊ ñîäåðæèò òàêæå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé
îáîëî÷åê òèïà Êèðõãîôà � Ëÿâà è Ñ. Ï. Òèìîøåíêî. Ïðîâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû îáîëî÷åê ïðè
ðàçëè÷íûõ òèïàõ íàãðóæåíèÿ.

1. Êîëåáàíèÿ ñîñòàâíûõ êîíñòðóêöèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâûå
çàäà÷è, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå ñîñòàâíûõ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé ïðè ðàç-
ëè÷íûõ ðåæèìàõ íàãðóæåíèÿ. Êîíñòðóêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ñîîñíûõ öè-
ëèíäðè÷åñêèõ êîðïóñîâ, ïîäêðåïë¼ííûõ øïàíãîóòàìè, ñ óïðóãèìè, óïðóãîïëàñòè-
÷åñêèìè è æåñòêèìè ïîëîãèìè ñôåðè÷åñêèìè è êîíè÷åñêèìè ïåðåáîðêàìè. Ïðî-
ñòåéøèé ïðèìåð òàêîé êîíñòðóêöèè ïîêàçàí íà ðèñ. 1. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà ¾óíèâåð-
ñàëüíàÿ êðèâàÿ¿ çàâèñèìîñòè ìåæäó èíòåíñèâíîñòÿìè äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé
â ñëó÷àå ó÷¼òà ïëàñòè÷íîñòè ìàòåðèàëà.

Ðèñóíîê 1 Ðèñóíîê 2

Çäåñü íîìåðàìè 1, 2 è 3 îòìå÷åíû æ¼ñòêèå ìàññû, à íîìåðàìè 4, 5 è 6 � öè-
ëèíäðè÷åñêèå îáîëî÷êè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé
ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè, óñëîâèÿ èõ ñîïðÿæåíèÿ, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ. Öèëèíäðè÷åñêèå, ñôåðè÷åñêèå, ïëîñêèå, êîíè÷åñêèå ýëåìåíòû
êîíñòðóêöèè ìîäåëèðóþòñÿ êàê òîíêèå óïðóãèå èëè óïðóãîïëàñòè÷åñêèå îáîëî÷-
êè, äëÿ îïèñàíèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ
íåëèíåéíîé òåîðèè ïîëîãèõ îáîëî÷åê, êîòîðûå îñíîâàíû íà ñîîòíîøåíèÿõ Êèðõ-
ãîôà � Ëÿâà èëè Ñ. Ï. Òèìîøåíêî.
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2. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà. Îñòà-
íîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ äåôîðìàöèîííîé òåîðèè ïëà-
ñòè÷íîñòè, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ íåóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèà-
ëà îáîëî÷êè. Â ñëó÷àå èíòåíñèâíîãî óäàðíîãî è/èëè öèêëè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü óïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ áîëüøèì ÷èñëîì
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿùàÿ îò âè-
äà íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìà ñâÿçè ìåæäó èíòåíñèâíîñòüþ
íàïðÿæåíèé è èíòåíñèâíîñòüþ äåôîðìàöèé. Äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà îíà
ñîâïàäàåò ñ çàâèñèìîñòüþ ìåæäó íàïðÿæåíèåì è äåôîðìàöèåé ïðè îäíîîñíîì
ðàñòÿæåíèè. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà äèàãðàììà, ñâÿçûâàþùàÿ íàïðÿæåíèå è äå-
ôîðìàöèþ ïðè îäíîîñíîì çíàêîïåðåìåííîì íàãðóæåíèè òèïà ðàñòÿæåíèå-ñæàòèå.
Ââåä¼ì ïîíÿòèÿ ïîâòîðíîãî è ïåðåìåííîãî óïðî÷íåíèÿ. Óïðóãîïëàñòè÷åñêîìó äå-
ôîðìèðîâàíèþ ýëåìåíòà îáîëî÷êè ñîïîñòàâèì äâèæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè ïî
¾óíèâåðñàëüíîé êðèâîé¿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå: ïîâòîðíîìó óïðî÷íåíèþ � äâèæå-
íèå â òîì æå íàïðàâëåíèè, ÷òî è äî ïðåäøåñòâóþùåé ðàçãðóçêè, à ïåðåìåííîìó �
â ïðîòèâîïîëîæíîì (ñì. ðèñ. 2). Ââåä¼ì òàêæå ïîíÿòèå ïîëóöèêëà äåôîðìèðîâà-
íèÿ: íóëåâîìó ïîëóöèêëó îòâå÷àåò äâèæåíèå ïî ó÷àñòêó OAD ¾óíèâåðñàëüíîé
êðèâîé¿, ïåðâîìó � ïî DEP , âòîðîìó � ïî PRS è ò. ä.Ðàññìîòðèì ïðîöåññ äå-
ôîðìèðîâàíèÿ íà n-îì ïîëóöèêëå, n > 1. Îí íà÷èíàåòñÿ ñ ðàçãðóçêè � ÷èñòî
óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòà. Ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå íà äàííîì ïîëóöèêëå
ìîæåò ïðîÿâèòüñÿ ëèøü â âèäå ïåðåìåííîãî óïðî÷íåíèÿ. Äëÿ âûâîäà îïðåäåëÿ-
þùèõ ñîîòíîøåíèé âîñïîëüçóåìñÿ çàâèñèìîñòÿìè Â. Â. Ìîñêâèòèíà [2]. Â ñëó÷àå
ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà íàéä¼ì

� 0
ij =

2
3

E(1 � ! n )("0
ij + "0� ij ); ij = f 11; 22; 13g; (1)

"0 = "0
11 + "0

22; "0
ij = " ij � " (n)

ij ; � 0
ij = � ij � � (n)

ij : (2)

ÇäåñüE � ìîäóëü Þíãà, ! n � ôóíêöèÿ À. À. Èëüþøèíà, � ij � ñèìâîë Êðîíåêå-
ðà, êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííîé ïåðåìåííûõ, êîòîðûå äëÿ êðàòêîñòè îïóùåíû; � ij ,
" ij � òåêóùèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, � (n)

ij , " (n)
ij � íàïðÿæåíèÿ è äå-

ôîðìàöèè â ìîìåíò íà÷àëà n-ãî ïîëóöèêëà. Â ñëó÷àå áèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè
¾óíèâåðñàëüíîé êðèâîé¿ äëÿ ôóíêöèè Èëüþøèíà èìååì

! n =

(
0; ein 6 e(n)

s

(1 �  n )(1 � e(n)
s =ein ); ein > en

s :
(3)

Çäåñü n , ein , e(n)
s � ñîîòâåòñòâåííî îòíîøåíèå òàíãåíöèàëüíîãî ìîäóëÿ ê ìîäóëþ

Þíãà, èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé è ïðåäåë óïðóãèõ äåôîðìàöèé íà n-îì ïîëó-
öèêëå. Äëÿ ìàòåðèàëà ñ èäåàëüíûì ýôôåêòîì Áàóøèíãåðà ìîæíî çàïèñàòü

e(n)
s = 2es; n > 1; e(0)

s = es = � s=E; (4)

ãäå� s � íà÷àëüíûé ïðåäåë òåêó÷åñòè. Äëÿ ìàòåðèàëà ñ èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì
èìååì ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè

e(n+1)
s = e(n)

s + 2 n (e(n+1)
in � e(n)

s ); n > 0; (5)
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e(1)
s = 2e(0)

s + 2 0(e(1)
i 0 � e(0)

s );

Èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå

ein =
2

p
3

[("0)2 � "0
11"

0
22 + ( "0

13)
2]1=2: (6)

Â ôîðìóëàõ (1)�(6) íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè ñ èíäåêñîì n âû÷èñëÿþòñÿ â ìî-
ìåíò íà÷àëà n-íîãî ïîëóöèêëà. Ðàññìîòðèì â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ïðîöåññ
óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòà îáîëî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x; z).
Ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå óïðî÷íåíèÿ ïðîèçîéä¼ò â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ei 0(x; z; t0) > es. Ïåðâûé ïîëóöèêë íà÷í¼òñÿ, êîãäà âûïîë-
íèòñÿ óñëîâèå

@ei 0(x; z; t1)
@t

< 0:

Ïîñëå óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìîæåò íà÷àòüñÿ ëèáî ïåðåìåííîå óïðî÷íåíèå,
ëèáî ïîâòîðíîå. Ïîâòîðíîå óïðî÷íåíèå èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

ei 0(x; z; t) > e i 0(x; z; t1);

à ïåðåìåííîå � ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

ei 1(x; z; t) > e (1)
s (x; z):

È òàê äàëåå. Ïðè ýòîì, êàæäîìó ýëåìåíòó îáîëî÷êè ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ¾óíè-
âåðñàëüíàÿ êðèâàÿ¿. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ðàñ÷¼òà äîïóñêàåò, ÷òî ðàçëè÷íûå
ýëåìåíòû îáîëî÷êè, â òîì ÷èñëå è ëåæàùèå íà îäíîé íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõ-
íîñòè, â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè ìîãóò íàõîäèòüñÿ íà ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêàõ
ñâîèõ ¾óíèâåðñàëüíûõ êðèâûõ¿.

3. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà. Â ñëó÷àå,
êîãäà êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � 6= 0;5, âìåñòî ôîðìóë (1), (6) èìååì [1]

� 0
ij = EG0("0

ij + G1"0� ij ); ij = f 11; 22; 13g; (7)

G0 =
1 � ! n

1 + �
; G1 =

1 � (1 � 2� )G0

1 + 2(1 � 2� )G0
;

ein =
2

p
3

[G2("0)2 � "0
11"

0
22 + ( "0

13)
2]1=2; G2 =

1 + G1 + G2
1

3
: (8)

Ôóíêöèÿ ! n ïî-ïðåæíåìó âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3), íî òåïåðü (â (4), (5)) ñëå-
äóåò

es =
2(1 + � )� s

3E
:

Ðåøàÿ ñîâìåñòíî (3) è (8), ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî � = e(n)
s =ein :

b0� 4 + b1� 3 + b2� 2 � b3� � b4 = 0: (9)

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (9) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû çàäà÷è
è äåôîðìàöèè íà òåêóùèõ ó÷àñòêàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ¾óíèâåðñàëüíûõ êðèâûõ¿.
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (9) èìååò ðîâíî îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü,
íå ïðåâîñõîäÿùèé åäèíèöó.

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñîñòàâíîé
êîíñòðóêöèè. Ñõåìà âàðèàíòà ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ) ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ è äèíàìè÷åñêîì ïðîù¼ëêèâàíèè ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè
èëè êðóãëîé ïëàñòèíêè îïèñàíà â ðàáîòàõ [3, 4]. Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ðåçóëüòà-
òû ðàñ÷¼òîâ æ¼ñòêî çàùåìë¼ííûõ êðóãëîé ïëàñòèíêè è ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè
èç àëþìèíèÿ 6061-Ò6. Óïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà ñ÷èòàëîñü èçîòðîïíûì; êðîìå òîãî,
ïîëàãàëîñü  n =  = const (n > 0). Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñè-
ìîñòè îò âðåìåíè ïðîãèáà â öåíòðå íàãðóæåííîé äåéñòâèåì íà÷àëüíîé ñêîðîñòè
V0 = 122 ì/ñ êðóãëîé ïëàñòèíû: êðèâàÿ 1 � äàííûå ýêñïåðèìåíòà Ð-8 èç ðàáî-
òû [5]; êðèâàÿ 2 � ðåçóëüòàòû [5], ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ÌÊÐ äëÿ óðàâíåíèé
Êèðõãîôà�Ëÿâà è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé òåîðèè òå÷åíèÿ ñ êèíåìàòè÷åñêèì
óïðî÷íåíèåì; êðèâûå 3 è 4 ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû äëÿ � = 0;3 è � = 0;5
ñîîòâåòñòâåííî. Âèäíî, ÷òî äåôîðìàöèîííàÿ òåîðèÿ ñ ó÷¼òîì ñæèìàåìîñòè ìàòå-
ðèàëà è òåîðèÿ òå÷åíèÿ ïðèâîäÿò ê áëèçêèì ðåçóëüòàòàì.

Ðèñóíîê 3

Äëÿ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè èç ìàòåðèàëà, áëèçêîãî ê àëþìèíèþ 6061-Ò6 [6] âû-
÷èñëÿëèñü êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè äèíàìè÷åñêîãî ïðîù¼ëêèâàíèÿ (ÊÍÄÏ) � ñëå-
äóÿ êðèòåðèþ Áóäÿíñêîãî � Ðîòà [7]. Íàéäåíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ÊÍÄÏ: 0;35
ïðè � = 0;3 è 0;40 ïðè � = 0;5. Â ðàáîòå [6] ïîëó÷åíî çíà÷åíèå 0;36.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äåôîðìàöèîííîé òåîðèè ïëà-
ñòè÷íîñòè ïðèìåíÿëèñü â ðàáîòàõ [1, 8] ïðè âû÷èñëåíèè ÊÍÄÏ öèëèíäðè÷åñêîé
ïàíåëè è àðêè, ãäå áûëè ïîëó÷åíû âåñüìà áëèçêèå ðåçóëüòàòû. Ýòî ÷èñëåííûì
îáðàçîì ïîäòâåðäèëî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò ïàíåëè ê àðêå, ïðîâåä¼ííûé àñèìï-
òîòè÷åñêè äëÿ óïðóãîãî ìàòåðèàëà.

5. Çàêëþ÷åíèå. Íà îñíîâå àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì, ïðåäñòàâëåííûõ â [4, 9],
ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ðàçëè÷íûõ ñîñòàâíûõ êîíñòðóêöèé, â òîì ÷èñëå è â ñëó÷àå
ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæ¼ííûõ îáîëî÷å÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè îò
âðåìåíè óñèëèé â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ îáîëî÷å÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ðàçðàáîòàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü
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ïîâåäåíèå øèðîêîãî êëàññà ñîñòàâíûõ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé, íàõîäÿùèõñÿ
â óñëîâèÿõ äèíàìè÷åñêîãî èëè ñòàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ.
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Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî ïðîáëåìå îöåíèâàíèÿ íå÷åòêèõ çíà÷åíèé
ôàçîâûõ è ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé íîðìàëüíûõ óïðóãèõ âîëí â òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì
ñëîå â ðàìêàõ ãèïîòåçû îá èíòåðïðåòàöèè ïàðàìåòðà ïëîòíîñòè è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
çíà÷åíèé ìîäóëåé óïðóãîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñðåä íîðìàëüíûìè òðàïåöåèäàëüíûìè
íå÷åòêèìè èíòåðâàëàìè. Èñêîìûå îöåíêè ñêîðîñòåé ïîëó÷åíû â ôîðìå ðàçëîæåíèé ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ýòè îöåíêè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ïî ìíîæåñòâàì àëüôà-óðîâíåé. Ïðèâåäåí
ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè äëÿ ïîëó÷åíèÿ íå÷åòêèõ îöåíîê ôàçî-
âûõ è ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé ñäâèãîâûõ íîðìàëüíûõ âîëí èç îïðåäåëåííûõ ìîä äèñïåð-
ñèîííûõ ñïåêòðîâ â çàêðåïëåííîì ïî ãðàíÿì ñëîå èç ãîðíûõ ïîðîä ñ õàðàêòåðíûìè
ðàçáðîñàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ.

Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñðåäè çàäà÷ íå÷åòêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ â âîëíîâîé ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìûõ ñðåä ê ÷èñëó ïåðâîî÷åðåä-
íûõ îòíîñÿòñÿ ïðîáëåìû îöåíêè ðàñõîæäåíèé äëÿ ýíäîãåííûõ õàðàêòåðèñòèê èñ-
ñëåäóåìûõ ìîäåëåé íà áàçå èíôîðìàöèè î ðàçáðîñàõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷å-
íèé èõ ýêçîãåííûõ ïàðàìåòðîâ. Òàêèå îöåíêè, â ÷àñòíîñòè, èãðàþò âàæíóþ ðîëü
â òåõíîëîãèÿõ âîëíîâîãî çîíäèðîâàíèÿ ãîðíûõ ìàññèâîâ, ïëàñòîâ ïîëåçíûõ èñ-
êîïàåìûõ è ïîäçåìíûõ ãîðíûõ ñîîðóæåíèé, à òàêæå â óëüòðààêóñòè÷åñêîé äå-
ôåêòîñêîïèè, ïîñêîëüêó äëÿ ìíîãèõ òèïîâ ìàòåðèàëîâ, â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ
ãîðíûõ ïîðîä, êîìïîçèòîâ è ïðîìûøëåííûõ ìåòàëëîâ, õàðàêòåðåí ñóùåñòâåí-
íûé ðàçáðîñ â èçìåðÿåìûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âåëè÷èíàõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ
ïîñòîÿííûõ [4, 7]. Ó÷åò ôàêòîðîâ íåîïðåäåëåííîñòè â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ
åñòåñòâåííûõ íàóê ðåàëèçóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè [6], à òàêæå íà áàçå ìåòîäîâ íå÷åòêîé ìàòåìàòèêè [1�
3, 8], êîòîðûå ðàñïðîñòðàíåíû â ìåíüøåé ìåðå, íî èìåþò îïðåäåëåííûå àïðèîð-
íûå ïîçèòèâíûå îñîáåííîñòè â âèäå âîçìîæíîñòåé îïåðèðîâàíèÿ íåïîñðåäñòâåííî
ñ íå÷åòêî-ìíîæåñòâåííûìè âåëè÷èíàìè, à íå ñ èõ óñðåäíåííûìè èíòåãðàëüíûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè.

Â ýòîé ñâÿçè, ïðåäñòàâëÿåìîå èññëåäîâàíèå îòíîñèòñÿ ê ïðîáëåìå îöåíèâàíèÿ
íå÷åòêèõ çíà÷åíèé ôàçîâûõ è ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé íîðìàëüíûõ óïðóãèõ âîëí â
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì ñëîå â ðàìêàõ ãèïîòåçû îá èíòåðïðåòàöèè ïàðàìåòðà
ïëîòíîñòè è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé ìîäóëåé óïðóãîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ
ñðåä íîðìàëüíûìè òðàïåöåèäàëüíûìè íå÷åòêèìè èíòåðâàëàìè, â ñâîþ î÷åðåäü
îïèñûâàåìûìè äåêîìïîçèöèÿìè ïî ìíîæåñòâàì àëüôà-óðîâíÿ.

1. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ íå÷åòêèõ îöåíîê äëÿ ôàçîâûõ
è ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé íîðìàëüíûõ âîëí ñäâèãîâîãî òèïà. Ïðåäñòàâëåíèÿ
äëÿ ôàçîâûõ v(n)

f è ãðóïïîâûõ v(n)
g ñêîðîñòåé ñèììåòðè÷íûõ è àíòèñèììåòðè÷íûõ
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íîðìàëüíûõ âîëí ïðîäîëüíîãî ñäâèãà äëèíû � èç ìîäû ñ ïðîèçâîëüíûì íîìåðîì n
â òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì óïðóãîì ñëîå òîëùèíû 2h ñî ñâîáîäíûìè ëèáî æåñò-
êî çàêðåïëåííûìè ïëîñêèìè ãðàíÿìè, ïîëó÷àåìûå ïî ìåòîäèêàì, èçëîæåííûì â
ðàáîòå [5], ñîîòâåòñòâåííî ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

v(n)
f = � n (�; c 11; c12; c44; � ) = � � 1=2#n (c11; c12; c44; � );

v(n)
g = � n (�; c 11; c12; c44; � ) = � � 1=2 (c11 � c12)

2
#� 1

n (c11; c12; c44; � );

#n (c11; c12; c44; � ) = ( c44
� 2

n

4� 2
� 2 +

(c11 � c12)
2

)
1=2

;

ãäå � = �=h � ïàðàìåòð áåçðàçìåðíîé ïðèâåäåííîé äëèíû âîëíû; �; c 11; c12; c44

ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòü è óïðóãèå ïîñòîÿííûå ìàòåðèàëà ñëîÿ; � n � ïàðàìåòð,
ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ � n = n� (n = 0; 1 ) äëÿ ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íûõ âîëí â
ñâîáîäíîì ñëîå, � n = n� (n = 1; 1 ) äëÿ ñëó÷àÿ àíòèñèììåòðè÷íûõ âîëí â çàêðåï-
ëåííîì ñëîå, � n = (2 n + 1) �= 2 (n = 0; 1 ) äëÿ ñëó÷àÿ àíòèñèììåòðè÷íûõ âîëí â
ñâîáîäíîì ñëîå è ñèììåòðè÷íûõ âîëí â çàêðåïëåííîì ñëîå.

Ïðåäñòàâëåííûå ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íå÷åòêèõ îöåíîê
çíà÷åíèé v(n)

f , v(n)
g â ðàìêàõ ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ïàðàìåòðû ïëîòíîñòè è óïðó-

ãèõ ïîñòîÿííûõ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñëîÿ ÿâëÿþòñÿ íå÷åòêî-
ìíîæåñòâåííûìè âåëè÷èíàìè ~�; ~c11; ~c12; ~c44 èç-çà ðàçáðîñà èõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
çíà÷åíèé, îïèñûâàþòñÿ òðàïåöèåâèäíûìè íå÷åòêèìè èíòåðâàëàìè ñ êîðòåæàìè
ðåïåðíûõ òî÷åê (� (1) ; � (2) ; � (3) ; � (4) ), (c(1)

jq ; c(2)
jq ; c(3)

jq ; c(4)
jq ) ( jq = 11; 12; 44). Àíà-

ëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè � ~� (x), âûðàæàþùåé ñòåïåíü
âîçìîæíîñòè òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàìåòð ïðèìåò çíà÷åíèå x, èìååò âèä

� ~� (x) =

8
>>>><

>>>>:

0; x 2 (0; � (1) );
(x � � (1) )=(� (2) � � (1) ); x 2 [� (1) ; � (2) );
1; x 2 [� (2) ; � (3) ];
(� (4) � x)=� (4) � � (3) ); x 2 (� (3) ; � (4) ];
0; x 2 (� (4) ; �1 ):

Àíàëîãè÷íûìè ïî ñòðóêòóðå ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè
� ~cjq (x).

Èñïîëüçóåìûé ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ïðèìåíåíèè ýâðèñòè÷åñêîãî ïðèíöèïà
îáîáùåíèÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðèåìîì ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êëàñ-
ñè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ y = f (x1; x2; :::; xi ; :::; xn ) íà íå÷åòêî-
ìíîæåñòâåííûå àðãóìåíòû ~x i ñ íîñèòåëÿìè supp ~x i = [ x i ; x i ] â ñîîòâåòñòâèè ñ
àëãîðèòìîì

� ~y(~y� ) = sup
f (x �

1 ;x �
2 ;:::;x �

n )= y �

x �
i 2 sup p ~x i ; i = 1;n

minf � ~x1 (x �
1); � ~x2 (x �

2); :::; � ~xn (x �
n )g:

Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ � � óðîâíåâîé ôîðìû ïðèíöèïà îáîáùåíèÿ íå÷åòêèå àð-
ãóìåíòû ~x i (i = 1; n) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèé ïî � � ñðåçàì ~x i =
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[
� 2 [ 0;1]

[x i;� ; x i;� ], ãäåx i;� ; x i;� � ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-

íèÿ ~x i íà � � óðîâíå, à çíà÷åíèå ~y = f (~x1; ~x2::::; ~xn ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå÷åòêóþ
âåëè÷èíó ~y = [

� 2 [ 0;1]
[y

�
; y� ], ãäå

y
�

= inf
x i;� 2 [x i;� ;x i;� ]

i = 1;n

(f (x1;� ; x2;� ; :::; xn;� )) ; y� = sup
x i;� 2 [x i;� ;x i;� ]

i = 1;n

(f (x1;� ; x2;� ; :::; xn;� )) :

Äîïîëíèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìîäèôèêàöèÿ äàííîãî àëãîðèòìà ñâÿçàíà ñ âîç-
ìîæíîñòÿìè íàõîæäåíèÿ è îöåíêè çíà÷åíèé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ @y=@xi , è âû-
äåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå X àðãóìåíòîâ x i (i = 1; n) òðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-
ìíîæåñòâ � ïîäìíîæåñòâ X 1 = f xr : @y=@xr > 0g, X 2 = f xs : @y=@xs 6 0g, à òàê-
æå ïîäìíîæåñòâà àðãóìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ @y=@xq ÿâëÿþòñÿ çíàêîïåðåìåííûìè
ôóíêöèÿìè è èõ çíàê çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ xr è xs, òî åñòü
@y=@xq = gq(xr ; xs), gq(xr ; xs) � íå çàâèñÿùàÿ îò xq âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
X 3 = f xq : sign(@y=@xq) = sign(gq(xr ; xs))g. Íà áàçå òàêîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà
àðãóìåíòîâ ìîæåò áûòü çàïèñàíî ïðåäñòàâëåíèå

~y = [
� 2 [0;1]

f y(xr;� ; xs;� ; xI
q;� ); y(xr;� ; xs;� ; xII

q;� )g;

ãäå

x I
q;� =

�
xq;� ïðè gq(xr ; xs) > 0;
xq;� ïðè gq(xr ; xs) < 0;

x II
q;� =

�
xq;� ïðè gq(xr ; xs) > 0;
xq;� ïðè gq(xr ; xs) < 0:

Â ðàìêàõ îïèñàííîãî ïîäõîäà íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé ~�; ~c11; ~c12; ~c44, â êîòî-
ðûõ èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äëÿ âåðõíèõ è
íèæíèõ ãðàíåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ àëüôà-óðîâíÿ îò çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ
ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ íå÷åòêèõ èíòåðâàëàõ

~� =
[

� 2 [0;1]

((1 � � )� (1) + �� (2) ; �� (3) + (1 � � )� (4) );

~cjp =
[

� 2 [0;1]

((1 � � )c(1)
jp + �c (2)

jp ; �c (3)
jp + (1 � � )c(4)

jp );

à òàêæå ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ

@�n (�; c 11; c12; c44; � )=@�6 0; @�n (�; c 11; c12; c44; � )=@c11 > 0;

@�n (�; c 11; c12; c44; � )=@c12 6 0; @�n (�; c 11; c12; c44; � )=@c44 > 0;

@�n (�; c 11; c12; c44; � )=@�6 0; @�n (�; c 11; c12; c44; � )=@c11 > 0;

@�n (�; c 11; c12; c44; � )=@c12 6 0; @�n (�; c 11; c12; c44; � )=@c44 6 0;

íå÷åòêèå îöåíêè äëÿ ~v(n)
f , ~v(n)

g îïèñûâàþòñÿ ðàçëîæåíèÿìè

~v(n)
f =

[

� 2 [0;1]

f (�� (3) + (1 � � )� (4) )
� 1=2

(((1 � � )c(1)
44 + �c (2)

44 )( � n �=(2� ))2+
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+((1 � � )c(1)
11 + �c (2)

11 � �c (3)
12 � (1 � � )c(4)

12 )=2)1=2;

(�� (2) + (1 � � )� (1) )
� 1=2

(((1 � � )c(4)
44 + �c (3)

44 )( � n �=(2� ))2+

+((1 � � )c(4)
11 + �c (3)

11 � �c (2)
12 � (1 � � )c(1)

12 )=2)1=2g;

~v(n)
g =

[

� 2 [0;1]

f (�� (3) + (1 � � )� (4) )
� 1=2

(((1 � � )c(1)
11 + �c (2)

11 � �c (3)
12 �

� (1 � � )c(4)
12 )=2)(((1 � � )c(4)

44 + �c (3)
44 )( � n �=(2� ))2+

+((1 � � )c(1)
11 + �c (2)

11 � �c (3)
12 � (1 � � )c(4)

12 )=2)� 1=2;

(�� (2) + (1 � � )� (1) )
� 1=2

(((1 � � )c(1)
11 + �c (2)

11 � �c (3)
12 �

� (1 � � )c(4)
12 )=2)(((1 � � )c(1)

44 + �c (2)
44 )( � n �=(2� ))2+

+((1 � � )c(4)
11 + �c (3)

11 � �c (1)
12 � (1 � � )c(1)

12 )=2)� 1=2g:

2. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé. Ïðèìåð ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè
ïðåäñòàâëåííîé ìåòîäèêè îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ ïîëó÷åíèÿ íå÷åòêèõ îöåíîê äëÿ
ôàçîâûõ ñêîðîñòåé áåãóùèõ àíòèñèììåòðè÷íûõ íîðìàëüíûõ âîëí èç íèçøåé ìîäû
ñïåêòðà äëÿ çàêðåïëåííîãî ïî ãðàíÿì ñëîÿ èç ãåîìàòåðèàëà ìóñêîâèòà (êàëèåâîé
ñëþäû) ñ óñðåäíåííûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ïîñòîÿííûìè

� = 2:93� 103 êã=ì 3; c11 = 17:8 � 1010 Ïà ; c12 = 4:24� 1010 Ïà ; c44 = 1:22� 1010 Ïà ;

ïðåäåëüíî âîçìîæíûé ðàçáðîñ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé êîòîðûõ ïðåäïîëî-
æèòåëüíî ñîñòàâëÿåò� 5% ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíèì, à äèàïàçîí ïðåäåëüíî äîñòî-
âåðíûõ çíà÷åíèé ëåæèò â èíòåðâàëå � 2:5%.

Ðåçóëüòàòû íå÷åòêîãî îöåíèâàíèÿ ôàçîâûõ ñêîðîñòåé íîðìàëüíûõ âîëí, ïî-
ëó÷åííûå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëó÷àÿ � 1 = � äèàïàçîíå
� � 1 2 [0:1; 10], îòðàæåíû íà ðèñ. 1. Çäåñü êðèâûå 1 è 4 äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ
� � 1 îãðàíè÷èâàþò äèàïàçîí, âíå êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ íåäîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ~v(1)

f ,
à êðèâûå 2 è 4 îãðàíè÷èâàþò èíòåðâàëû íàèáîëåå äîñòîâåðíûõ çíà÷åíèé èññëå-
äóåìûõ ôàçîâûõ ñêîðîñòåé äëÿ âîëí ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ñ âàðüèðóåìûìè îò-
íîñèòåëüíûìè äëèíàìè. Ðèñ. 2 â êà÷åñòâå ïðèìåðà èëëþñòðèðóåò âèä ôóíêöèè

Ðèñóíîê 1 � Ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ
~v(1)

f (� � 1)

Ðèñóíîê 2 � Âèä ôóíêöèè ïðèíàäëåæ-
íîñòè äëÿ ~v(1)

f (3)
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ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ íå÷åòêî-ìíîæåñòâåííîé âåëè÷èíû ~v(1)
f ïðè � � 1 = 3.

Âûâîäû. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê îöåíèâàíèþ íå÷åòêèõ çíà÷åíèé ôàçîâûõ è
ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé áåãóùèõ íîðìàëüíûõ óïðóãèõ âîëí â òðàíñâåðñàëüíî-èçî-
òðîïíîì ñëîå, îñíîâûâàþùèéñÿ íà êîíöåïöèè ïðèìåíåíèè ýâðèñòè÷åñêîãî ïðèí-
öèïà îáîáùåíèÿ ê ÿâíûì è íåÿâíûì äåòåðìèíèðîâàííûì ôóíêöèîíàëüíûì çàâè-
ñèìîñòÿì äëÿ èññëåäóåìûõ ñêîðîñòåé, ïîëó÷àåìûì èç ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñïåð-
ñèîííûõ ñîîòíîøåíèé. Ïðåäñòàâëåí ïðèìåð ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäèêè äëÿ
ñëó÷àÿ áåãóùèõ íîðìàëüíûõ âîëí ñäâèãà èç íèçøåé ìîäû ñïåêòðà ñ âàðüèðóåìîé
îòíîñèòåëüíîé äëèíîé â ñëîå èç êàëèåâîé ñëþäû.
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Ñóìáàòÿí Ì. À., ×åáàêîâ Ì È.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ê çàäà÷àì ìåõàíèêè ñî ñìå-
øàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî â íàó÷íîé øêîëå àêàäåìèêà È. È. Âî-
ðîâè÷à è åãî ó÷åíèêîâ, â ÷èñëî êîòîðûõ âõîäèë Â. Ì. Àëåêñàíäðîâ, áûëè çàëîæåíû îñ-
íîâû ðåãóëÿðíûõ è ñèíãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èâøèõ
íàçâàíèå ¾ìåòîä áîëüøèõ ëÿìáäà¿ è ¾ìåòîä ìàëûõ ëÿìáäà¿.

1. Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä áîëüøèõ � ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Ñðåäè àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òåî-
ðèè ñìåøàííûõ çàäà÷ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ìåòîä áîëüøèõ � , êîãäà
ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÈÓ) ïðåäñòàâëåíî â ôîðìå àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðàçëîæåíèÿ ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì íåêîòîðîãî áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà � .
Âïåðâûå òàêîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ÈÓ áûë èñïîëüçîâàí â ðàáîòàõ Âîðîâè÷à È. È.,
Þäîâè÷à Â. È. [1] è Âîðîâè÷à È. È., Óñòèíîâà Þ. À. [2]. Êàê ïðàâèëî, óäàâàëîñü
ïîñòðîèòü ëèøü íåñêîëüêî ÷ëåíîâ òàêîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîä áîëüøèõ � ïîëó÷èë â ðàáîòàõ Àëåêñàíäðîâà Â. Ì.
è åãî ó÷åíèêîâ ([3�10] è äð.) Äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ÈÓ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà
óäàëîñü ìåòîäîì áîëüøèõ � ïîñòðîèòü âñå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèÿ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè èñêîìîãî ðåøåíèÿ ïî îò-
ðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì � ïðåäñòàâëåíû â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îñíîâíîãî àðãóìåíòà,
à äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëó÷åíû ïðîñòûå ýëåìåíòàðíûå ðåêóð-
ðåíòíûå ôîðìóëû.

Ðàññìîòðèì ÈÓ âòîðîãî ðîäà âèäà

' (t) =
1

��

1Z

� 1

' (� )M
�

t � �
�

�
d� + g(t) ( jt j 6 1); M (y) =

1X

k=0

bk jyjk (1)

ãäå0 < � < 1 � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, g(t) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü ðÿä
â (1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè jyj < B < 1 (B � ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî).

Åñëè g(t) = 1 , òî ðåøåíèå òàêîãî ÈÓ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî â âèäå [5, 9, 10]

' (t) =
1X

n=0

' n (t)� � n ; ' n (t) =
[n=2]X

i =0

� n;i t2i (n = 1; 2; :::); (2)

Çäåñü êâàäðàòíûå ñêîáêè â ïðåäåëàõ ñóììèðîâàíèÿ çäåñü îçíà÷àþò öåëóþ
÷àñòü ÷èñëà, à äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ � n;k ïîñòðîåíû ïðîñòåéøèå ðåêêó-
ðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ áîëüøèõ � ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (1) â ñëó÷àå, êîãäàg(t) = tm (m � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî), à òàêæå â ñëó÷àå
êîãäà g(t) ïðåäñòàâèìî â âèäå ðÿäà ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì àðãóìåíòà t.

Åñëè â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè (1)

M (y) =
1X

n=0

bny2n (jyj < y 0); g(t) =
1X

n=0

an � � 2n t2n (jt j < t 0); (3)

òîãäà, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ ÿäðîì è ïðàâîé ÷à-
ñòüþ (3) äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé � ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî â âèäå

' (t) =
1X

j =0

� � 2j
jX

i =0

� ji t2i +
1X

j =0

� � (2j +1)
jX

i =0

� ji t2i ; (4)

ãäå� ji è � ji îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:

� ji =
2

� (2i )!

j � 1X

k= i

bk(2k)!
(2k � 2i )!

j � 1� kX

m=0

� j � 1� k;m

2m + 2k � 2i + 1
(i = 0; 1; :::; j � 1);

� ji =
2

� (2i )!

jX

k= i

bk(2k)!
(2k � 2i )!

j � kX

m=0

� j � k;m

2m + 2k � 2i + 1
(i = 0; 1; :::; j ); � jj = aj : (5)

Ìíîãèå ïëîñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ñâîäÿòñÿ ê ðå-
øåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëàâíîé ÷àñòüþ
ÿäðà [6]

1Z

� 1

' (t)k
�

t � �
�

�
dt = 1; j� j 6 1; (6)

k(y) = � ln jyj � F (y); F (y) =
1X

i =0

di y2i ; (7)

ãäå äëÿ ïðîñòîòû âçÿò ñëó÷àé øòàìïà ñ ïðÿìîëèíåéíîé ãîðèçîíàòàëüíîé ïîäîø-
âîé.

Ïîñëåäíèé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè jyj < y 0, ñëåäîâàòåëüíî, àíàëîãè÷íûé
ðÿä äëÿ ôóíêöèè F ((t � � )=� ) ïðè jtj 6 1; j� j 6 1 áóäåò ñõîäèòüñÿ, åñëè� > 2=y0.

Ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî â âèäå â âèäå [6, 7]

' (t) =
1X

n=0

� � 2n ' n (t); ' 0(t) =
1

�
p

1 � t2
(Q �

1Z

� 1

f 0(� )
p

1 � � 2

� � t
d� );

' m (t) =
2

�
p

1 � t2

(
m� 1X

j =0

� mj t2j +1 +
mX

j =0

� mj t2j

)

(m > 1); (8)

ãäåQ � èçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à êîýôôèöèåíòû � mj è � mj îïðåäåëÿþòñÿ èç ýëå-
ìåíòàðíûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé.
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2. Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä ìàëûõ � ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Îáùàÿ èäåÿ ìåòîäà ìàëûõ � âïîëíå åñòåñòâåííà [3]. Íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ
1-ãî ðîäà (6) çàìåíîé ïåðåìåííûõ ~t = t=�; ~� = �=� (çíàê òèëüäû äàëåå îïóñêàåì)
ñâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê ñëåäóþùåìó âèäó:

1=�Z

� 1=�

 (t)k (t � � ) dt =
�
�

F (� ); j� j 6
1
�

;  (t) = ' (�t ); F (� ) = f (�� ): (9)

Äëÿ ïðåäåëüíî ìàëûõ � ! 0, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ â ñâåðòêàõ íà ïîëíîé ïðÿìîé
1Z

�1

 (t)k (t � � ) dt =
�
�

F (� ); j� j 6 1 ; (10)

êîòîðîå ëåãêî ðåøàåòñÿ â çàìêíóòîì âèäå ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
Òàêîå ¾âûðîæäåííîå¿ ðåøåíèå êîððåêòíî âî âñåé îáëàñòè, êðîìå ìàëûõ îêðåñò-
íîñòåé êîíöîâ èíòåðâàëà. Ääÿ ïîñòðîåíèÿ ïîãðàíñëîéíûõ ðåøåíèé äîñòàòî÷íî
óñòðåìèòü íà áåñêîíå÷íîñòü â óðàâíåíèè (9) ëèøü îäèí èç ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ïàðó óðàâíåíèé òèïà Âèíåðà � Õîïôà, ðåøåíèå êîòîðûõ
ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèè � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ÿäðà [11].

Ìíîãèå çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè áûëè ðåøåíû ýòèì ìå-
òîäîì ñàìèì Â. Ì. Àëåêñàíäðîâûì, åãî êîëëåãàìè è ó÷åíèêàìè (èñòîðè÷åñêèé îá-
çîð ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [12]). Â çàäà÷àõ ñòàòèêè ïàðàìåòð � èìååò ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë, êàê íàïðèìåð, â êîíòàêòíîé çàäà÷å � îòíîøåíèå òîëùèíû
ñëîÿ ê øèðèíå øòàìïà. Â ïåðåõîäå ê äèíàìè÷åñêèì çàäà÷àì â ãàðìîíè÷åñêîì
ïî âðåìåíè ðåæèìå Â. Ì. Àëåêñàíäðîâ èññëåäîâàë çàäà÷ó î ñäâèãîâûõ êîëåáàíèÿõ
óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà [13], êîòîðàÿ â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ ñâîäèòñÿ ê
èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (6), â êîòîðîì ÿäðî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

k(y) =
1

2�

1Z

�1

e� i�y d�
p

� 2 � 1
; � =

1
ka

; (
p

� 2 � 1 = � i
p

1 � � 2; j� j < 1); (11)

ãäå k � âîëíîâîå ÷èñëî, a � ïîëóøèðèíà øòàìïà. Òàêîå æå óðàâíåíèå ïîëó-
÷àåòñÿ â àêóñòèêå ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êëåáàíèÿõ ïëàñòèíêè â íåîãðàíè÷åííîé
ñðåäå. Ïàðàìåòð � çäåñü ñâÿçàí ñ âîëíîâûì ÷èñëîì, è ìàëîå � îçíà÷àåò âûñî-
êèå ÷àñòîòû êîëåáàíèé. Ïîñêîëüêó ôàêòîðèçàöèÿ ñèìâîëà ÿäðà çäåñü î÷åâèäíà:p

� 2 � 1 = [
p

� + 1 ]+ � [
p

� + 1 ] � , òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàëûõ � ïðèâîäèò ê ãëàâ-
íîìó ÷ëåíó àñèìïòîòèêè â ÿâíîì âèäå, ïðè÷åì òàêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êîððåêò-
íûì ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [� 1; 1]:

Ïðè ïåðåõîäå ê çàäà÷à î ñëîå èìååì àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå, êîòîðîå óäîáíî
çàïèñàòü â äðóãèõ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ:

dZ

� d

' (t)k(t � � )dt = 1; j� j 6 d; � = 1=� = ka;

K (x) =
1

2�

Z

�

G(� )e� i�x d�; G (� ) =
th 


;  =
p

� 2 � � 2:

(12)
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Çäåñü ïîÿâëÿþòñÿ äâà ïàðàìåòðà: d � îòíîøåíèå äëèíû øòàìïà ê òîëùèíå ñëîÿ,
� � ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñ ÷àñòîòîé. Ïðàâàÿ ÷àñòü äëÿ ïðîñòîòû ïðèíÿòà ïîñòî-
ÿííîé.

Ôóíêöèÿ G(� ) â óðàâíåíèè (12) � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðå-
ìåííîé � . Ñóùåñòâóåò ñ÷åòíûé íàáîð åå íóëåé � � m è ïîëþñîâ � � m :

� m =
p

� 2 � (�m )2; � m =
p

� 2 � [� (m � 1=2)]2; m = 1; 2; : : : (13)

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ � â (12) ñîâïàäàåò ñ âåùåñòâåííîé îñüþ, îáõîäÿ ïîëîæè-
òåëüíûå ïîëþñà ñíèçó, à îòðèöàòåëüíûå ñâåðõó, åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ.

Åñëè ïàðàìåòð ÷àñòîòû � ôèêñèðîâàí, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) ëåãêî ñòðîèò-
ñÿ ïðèìåíåíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ¾áîëüøèõ � ¿ è ¾ìàëûõ � ¿ ïî ïàðàìåò-
ðó d, à òàêæå äðóãèìè ðîäñòâåííûìè ìåòîäàìè [14]. Åñëè, íàîáîðîò, ôèêñèðîâàíà
ãåîìåòðèÿ ñëîÿ è øòàìïà, ò. å. ïàðàìåòð d ôèêñèðîâàí, òî ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ ðå-
øåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ (12) òàêæå íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà, ò. ê. â ýòîì
êâàçèñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå ïðèìåíèìû ñòàíäàðòíûå êëàññè÷åñêèå ìåòîäû.

Ñóùåñòâåííóþ ñëîæíîñòü çäåñü ïðåäñòàëÿåò âûñîêî÷àñòîòíûé ðåæèì, ò. å. êî-
ãäà ïàðàìåòð d ôèêñèðîâàí, à ïàðàìåòð ÷àñòîòû � � 1. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî
ñ ðîñòîì ÷àñòîòû (ïàðàìåòð � ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè) íà âåùåñòâåííîé îñè
âîçíèêàåò âñå áîëüøå è áîëüøå íóëåé è ïîëþñîâ. Ýòî óñëîæíÿåò âûñîêî÷àñòîòíûé
àíàëèç. Ïóñòü

� = � (n + � ); 0 6 � < 1; � 6= 1=2; (14)

c n, ÿâëÿþùèìñÿ áîëüøèì ïîëîæèòåëüíûì öåëûì: n � 1. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå
� = 1=2, îòíîñÿùååñÿ ê ñëó÷àþ ðåçîíàíñà, äîëæíî áûòü èñêëþ÷åíî èç ðàññìîòðå-
íèÿ, êàê è çíà÷åíèÿ � = 0 è � = 1.

Â [15] è [16] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûñîêî÷àñòîòíîå ðåøåíèå âíå ïîãðàíñëîåâ ìîæåò
áûòü ïîñòðîåíî â ÿâíîì âèäå: ( jtj < d ):

' (t) =
�

tg�
�

1
2

nX

m=1

G+ (� m )
G+ (0)

(�m )2

� 2

�
ei� m (d+ t) + ei� m (d� t )

�
; (15)

ãäåG(� ) = G+ (� ) G� (� ) � ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèè G.

Àâòîðû õîòåëè áû îòìåòèòü, ÷òî ðÿä ðåçóëüòàòîâ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëà-
ñòè áûëè ïîëó÷åíû èìè ïîä ðóêîâîäñòâîì Â. Ì. Àëåêñàíäðîâà, ÷óòêîå âíèìàíèå
êîòîðîãî îíè îùóùàëè è â äàëüíåéøåì ïðè âûïîëíåíèè ñàìîñòîÿòåëüíûõ èññëå-
äîâàíèé.
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Ñûðîìÿòíèêîâ Ï. Â. 1, Âàñèëü÷åíêî À. À. 2, Ëàïèíà Î. Í. 2,
Íèêèòèí Þ. Ã. 2

1Þæíûé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó
2Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âîçìóùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè èçîòðîïíîãî ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàí-
ñòâà, âûçâàííûå îñöèëëèðóþùèìè èñòî÷íèêàìè ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè, ïåðåìåùàþ-
ùèìèñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ â ôèêñèðîâàííîì íàïðàâëåíèè ïîâåðõíîñòè. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ïëîñêàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ íåñìåøàííûå çàäà÷è äëÿ ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà
â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ ïîäâèæíûì èñòî÷íèêîì. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. ×èñëåííî
ðàññ÷èòàíû ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòíûå ïëîñêèå è ïðîñòðàíñòâåííûå âîçìóùåíèÿ óïðóãî-
ãî èçîòðîïíîãî ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà, âûçûâàåìûå ïîäâèæíûì ïîâåðõíîñòíûì ãàð-
ìîíè÷åñêèì èñòî÷íèêîì â äèàïàçîíå ñêîðîñòåé îò íóëÿ äî ñêîðîñòè ïðîäîëüíîé âîëíû â
øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ïîâåðõíîñòíûõ âîçìóùåíèé ñëîÿ îò ñêîðîñòè, ÷àñòîòû è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ
èñòî÷íèêà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò f x; y; zg ðàññìàòðèâàåòñÿ èçîòðîïíîå ïîëóïðî-

ñòðàíñòâî èëè óïðóãèé ñëîé. Âåêòîð ïåðåìåùåíèé â óïðóãîé ñðåäå u = f u1; u2; u3gT

îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàìå äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ îáúåìíûõ ñèë:

(� + � )
@div(u)

@xj
+ � � uj � �

@u2j
@t2

= 0; j = 1; 2; 3 (1)

Çäåñü� � îïåðàòîð Ëàïëàñà, �; � � ïàðàìåòðû Ëàìå, � � ïëîòíîñòü, t � âðåìÿ.
Ãàðìîíè÷åñêàÿ íàãðóçêà qexp(� i!t ) , çàäàííàÿ íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ z = 0 â

ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè 
 ñî ñòîðîíàìè L x ; L y , äâèæåòñÿ áåç âðàùåíèÿ âäîëü
ïðÿìîé Ox1 ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò f ~x; y; zg ,
ãäå

~x = x � vt (2)

îáëàñòü 
 îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè:

� L x

2
6 ~x 6

L x

2
;
� L y

2
6 y 6

L y

2
(3)

Íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ z = 0 çàäàíû ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

� i 3(~x; y; z)jz=0 = qi ; i = 1; 2; 3; (~x; y) 2 
; � i 3(~x; y; z)jz=0 = 0; (~x; y) =2 
 (4)

Íà íèæíåì îñíîâàíèè ïðè z = � h ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñëåäóþùèå:
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uj (x; y; z)jz= � h = 0; j = 1; 2; 3 (5)

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñìåùåíèÿ u(~x; y; z; v; ! jz=0 êàê ôóíêöèþ êîîðäèíàò f ~x; yg
, ñêîðîñòè v è ÷àñòîòû îñöèëëÿöèé ! .

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Çàäà÷ó (1)-(5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåñòàöèîíàðíóþ
çàäà÷ó îáùåãî âèäà, îäíàêî òàêîé ïîäõîä òðóäíîðåàëèçóåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â
ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ ïîäâèæíûì èñòî÷íèêîì f ~x; y; zg (2), çàäà÷ó ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé, õîòÿ è âåñüìà ñïåöèôè÷åñêèé, ñëó÷àé àíàëîãè÷íîé
çàäà÷è äëÿ íåïîäâèæíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ïîâåðõíîñòíîãî èñòî÷íèêà [2]. Äàííîå
îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(5) èñïîëüçîâàòü áîëüøîé àð-
ñåíàë ñðåäñòâ, ðàçðàáîòàííûé äëÿ çàäà÷ ñ íåïîäâèæíûì ãàðìîíè÷åñêèì èñòî÷-
íèêîì [2�5]. Ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(5), êàê è â ñëó÷àå ñ íåïîäâèæíûì èñòî÷íèêîì,
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå äâîéíîãî îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [2, 3]:

uj (~x; y; z; !; v ) =
1

4� 2

Z

� 1

Z

� 2

3X

n=1

~K jn (� 1; � 2; z; !; v )Qn (� 1; � 2) exp(� i (� 1~x+ � 2y))d� 1d� 2

(6)
Çäåñü ìàòðèöà ~K ïîëó÷åíà ïðîñòîé ñóïåðïîçèöèåé èç ñîîòâåòñòâóþùåãî îáðàçà

Ôóðüå ìàòðèöû Ãðèíà äëÿ íåïîäâèæíîãî èñòî÷íèêà K ,Q(� 1; � 2) ÿâëÿåòñÿ îáðà-
çîì Ôóðüå âåêòîðà ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè (4) â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
êîíòóðû � 1; � 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíòóðû â êîìïëåêñíûõ ïëîñêîñòÿõ f � 1g; f � 2g
, îòêëîíÿþùèåñÿ ïðè îáõîäå âåùåñòâåííûõ ïîëþñîâ ìàòðèöû ~K â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïðèíöèïîì ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ [2�4]. Îòëè÷èå ìàòðèöû ~K îò ìàòðèöû K
îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî ñîäåðæàùèìè êâàäðàò ÷àñòîòû ÷ëåíàìè. Ïðè ýòîì êâàä-
ðàò ÷àñòîòû ! 2 çàìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó (! � � 1v)2 , ãäå � 1 � ïàðàìåòð ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå, v � ñêîðîñòü. Äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè, â çàâèñèìîñòè îò
âåëè÷èíû ñêîðîñòè, ìîãóò ïðåòåðïåâàòü çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ, âëèÿþùèå íà
âèä êîíòóðîâ � j . Ïðè íåíóëåâîé ñêîðîñòè èçîòðîïíàÿ ñðåäà ïðèîáðåòàåò ñïåöè-
ôè÷åñêóþ àíèçîòðîïèþ, îáóñëîâëåííóþ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè
ñëîÿ è âåëè÷èíîé v . Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ñêîðîñòè ìîæåò ìåíÿòüñÿ òèï
óðàâíåíèé [3, 4]. Ïðèíöèï ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ [2�4] ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Ââåäåíèå êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû ! � ñ ìàëîé ïîëîæèòåëüíîé
ìíèìîé êîìïîíåíòîé

! 2
� = ! 2 + i�!; � > 0; � ! 0 (7)

ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ âñåõ âåùåñòâåííûõ ïîëþñîâ ìàòðèö ~K è K ñ âåùåñòâåí-
íûõ îñåé â êîìïëåêñíûå ïëîñêîñòè f � 1g; f � 2g . Íàïðàâëåíèå ñìåùåíèÿ âåùåñòâåí-
íûõ ïîëþñîâ îïðåäåëÿåò âèä êîíòóðîâ � j , îáåñïå÷èâàþùèõ åäèíñòâåííîñòü è ôè-
çè÷åñêóþ ïðèåìëåìîñòü ðåøåíèÿ, ïðè ýòîì êîíòóðû äëÿ ìàòðèö ~K è K â îáùåì
ñëó÷àå ðàçëè÷àþòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ìàëîì � > 0 , â êà÷åñòâå êîíòóðîâ
� j ìîæíî áðàòü îãðàíè÷åííóþ ÷àñòü âåùåñòâåííîé îñè: � j = [ � R; R] (ãäå R - äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî), ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò âû÷èñëåíèå
èíòåãðàëîâ âèäà (6). Â áëèæíåé çîíå ïîëó÷åííîå ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò òåîðåòè-
÷åñêè òî÷íîãî íà äîëè ïðîöåíòà. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíîå
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ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òîëüêî äëÿ êîíòóðîâ, äåôîðìèðîâàííûõ â êîì-
ïëåêñíûå ïëîñêîñòè, ïîñêîëüêó ïðè âûïîëíåíèè äàííîãî óñëîâèÿ âîçìîæíî ïîëó-
÷èòü ðàâíîìåðíûé ïðè � ! 0 ïðåäåë, äàþùèé ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû.

Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ áûëè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïî-
ëóïðîñòðàíñòâà è ñëîÿ � = 2:39 � 1010H=m2, � = 2:45 � 1010H=m2,� = 1:7 �
103Kg=m3,h = 100m, áëèçêîãî ïî ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì ê ïåñ÷àíèêó. Çíà÷å-
íèÿì äàííûõ ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ñêîðîñòè ïî-
ïåðå÷íîé îáúåìíîé âîëíû vs, ïðîäîëüíîé îáúåìíîé âîëíû vp è ðåëååâñêîé âîë-
íû vr â ïîëóïðîñòðàíñòâå: vs = 1:2,vp = 2:07,vr = 1:103. Â êà÷åñòâå âåðòè-
êàëüíîãî ïîâåðõíîñòíîãî ïîäâèæíîãî èñòî÷íèêà ðàññìàòðèâàëñÿ èñòî÷íèê (3):
q3 = q(~x; y) = � 1,L x = L y = 0:1. Ïðèâåäåííûå äàëåå íà ðèñóíêå 1 ãðàôèêè âåðòè-
êàëüíûõ ñìåùåíèé ðàññ÷èòàíû ïî ôîðìóëàì (6). Èíòåãðàëû (6) ðàññ÷èòûâàëèñü
÷èñëåííî ïðè ââåäåíèè êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû ! � (7) ñ ïàðàìåòðîì �=! = 10� 2 ïî
îãðàíè÷åííûì âåùåñòâåííûì êîíòóðàì � j = [ � R; R]. Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ïðîãðàììû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò îñöèëëèðóþùèõ
ôóíêöèé ïàêåòà NAG [6]. Çàìåòèì, ÷òî óìåíüøåíèå �=! óâåëè÷èâàåò òî÷íîñòü ðàñ-
÷åòîâ, íî ïðè ýòîì âîçðàñòàþò âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû. Íà ðèñóíêå 1, a), b) èçîá-
ðàæåíû âåðòèêàëüíûå ñìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà äëÿ ñêîðîñòè
v = 1:212 = 1:1vr = 1:01vs = 0:59vp è áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû ! = 4,L x = L y = 0:1:(a)
- äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ñìåùåíèéReu3(~x; y),(b)-ìíèìàÿ ÷àñòü Imu 3(~x; y). Íà ðè-
ñóíêå 1,c),d) ïðåäñòàâëåíû âåðòèêàëüíûå ñìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ äëÿ ñêî-
ðîñòè v = 1:8 = 1:63vr = 1:5vs = 0:87vp è ÷àñòîòû ! = 4,L x = L y = 0:1 :(c)-
äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòüReu3(~x; y),(d)-ìíèìàÿ ÷àñòü Imu 3(~x; y). Íà ðèñóíêå 1,e),f)
ïîêàçàíû íîðìèðîâàííûå âåðòèêàëüíûå ñìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò ñêîðîñòè è ÷àñòîòû, (å) - îòíîøåíèå ju3(v; ! )=u3(0; 0)j â âèäå òðåõìåðíîé
ïîâåðõíîñòè, (f)-ëîãàðèôì lg ju3(v; ! )=u3(0; 0)j â âèäå ëèíèé óðîâíÿ, q3 = � (~x; y). Â
ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà 1,(f) èçîáðàæåíà øêàëà äåñÿòè÷íûõ ïîðÿäêîâ. Íà ðèñóíêå
1, a)-d) ïðè ïðåâûøåíèè ñêîðîñòè ðåëååâñêîé âîëíû vr ñôîðìèðîâàí êîíóñ Ìàõà,
óãîë êîòîðîãî ðàâåí ' = arcsin(vr =v). Â ñëó÷àå ïîëóïðîñòðàíñòâà, ðèñóíîê 1,a),b),
ãðàíèöû êîíóñà ìåíåå ÷åòêèå, ÷åì â ñëó÷àå ñëîÿ,c),d). Âíóòðè è âíå êîíóñà Ìàõà
âîëíû ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå
1, c),d) íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ âîëí âíóòðè êîíóñà ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ
äâèæåíèþ èñòî÷íèêà. Ïðè ýòîì âîëíîâûå êîëåáàíèÿ íà ãðàíèöàõ êîíóñà èìåþò
çíà÷èòåëüíóþ àìïëèòóäó. Âíå êîíóñà Ìàõà òàêæå ïðîèñõîäÿò âîëíîâûå äâèæå-
íèÿ, îäíàêî èõ àìïëèòóäà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, à ñêîðîñòü ïðîñòðàíñòâåííîãî çà-
òóõàíèÿ âûøå, ÷åì âíóòðè êîíóñà. Íà ðèñóíêå 1, e),f) äëÿ ñëó÷àÿ âåðòèêàëüíîãî
äåëüòà-èñ÷òîíèêà ôàêòè÷åñêè èçîáðàæåíà ïðèáëèæåííàÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíî-
ñêîðîñòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåìû ¾óïðóãîå îñíîâàíèå � ïîäâèæíûé èñòî÷íèê¿,
íåñóùàÿ èíôîðìàöèþ î äèíàìè÷åñêîé ðåàêöèè ñèñòåìû. Ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì
ñîîòâåòñòâóåò ðåëååâñêîé ñêîðîñòè è íóëåâîé ÷àñòîòå. Â ñèëó òîãî, ÷òî� 6= 0, ãëî-
áàëüíûé ìàêñèìóì îãðàíè÷åí. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 1, f) ìàêñèìóìû àìïëèòóäû
ëîêàëèçîâàíû ñ íåçíà÷èòåëüíûìè îòêëîíåíèÿìè â îáëàñòè ðåëååâñêîé ñêîðîñòè
âî âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Äèàïàçîí çíà÷åíèé ôóíêöèè ñîñòàâëÿåò áîëåå ÷åòûðåõ
äåñÿòè÷íûõ ïîðÿäêîâ. Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ áåç äîïîë-
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íèòåëüíûõ ìîäèôèêàöèé äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîñëîéíûõ èçîòðîïíûõ è àíèçîòðîïíûõ
ñðåä òèïà ïàêåòà ñëîåâ èëè ìíîãîñëîéíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ìåòîä èíòåãðèðî-
âàíèÿ, áëàãîäàðÿ ñâîåé ïðîñòîòå, ìîæíî ñ÷èòàòü èíæåíåðíûì, õîòÿ îí ñ óñïåõîì
ìîæåò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ èññëåäîâàòåëüñêèõ öåëåé.

Ðèñóíîê 1 � Âåðòèêàëüíûå ñìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà, ñêîðîñòü v =
1:212 = 1:1vr = 1 :01vs = 0 :59vp, : ÷àñòîòà ! = 4 , (a) Reu3(~x; y),(b) Imu 3(~x; y). Âåðòè-
êàëüíûå ñìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ, ñêîðîñòü v = 1 :8 = 1:63vr = 1 :5vs = 0 :87vp,
÷àñòîòà ! = 4 ,(a) Reu3(~x; y),(b) Imu 3(~x; y). Íîðìèðîâàííûå âåðòèêàëüíûå ñìåùåíèÿ íà
ïîâåðõíîñòè ñëîÿ â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè è ÷àñòîòû, (å)-îòíîøåíèå ju3(v; ! )=u3(0; 0)j
â âèäå òðåõìåðíîé ïîâåðõíîñòè, (f)-ëîãàðèôì lg ju3(v; ! )=u3(0; 0)j â âèäå ëèíèé óðîâíÿ
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ è àäìèíèñòðàöèè
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íîãî öåíòðà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.
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Syromyatnikov P. V., Vasilchenko A. A., Lapina O. N., Nikitin U. G. Oscillating
and moving on the surface of semi-bounded elastic body source. In this work were studied
surface perturbations of the layer and isotropic half-space, which are caused by harmonic
source of various con�gurations. The source moves at a constant speed in a �xed direction.
In the moving coordinate system the problem have been solved for �at and spatial unmixed
problem for the layer and a half-space. The problem is solved by means of Fourier integral
transformations and numerical integration methods. Surface perturbations were calculated for
isotropic elastic layer and a half-space in a plane and three-dimensional case. The calculations
were examined from zero to the speed of the longitudinal wave velocity in a wide frequency
range. Flat and spatial amplitude perturbations for layer were obtained depending on the
source rate, on the oscillation frequency and geometrical properties of the source.



ÎÁÐÀÒÍÀß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÀß ÇÀÄÀ×À
ÄËß ÓÏÐÓÃÎÃÎ ÑËÎß

Óãëè÷ Ï. Ñ.
Âëàäèêàâêàçñêèé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïëîñêèõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ óïðóãîãî ñëîÿ, ìåõàíè÷å-
ñêèå ïàðàìåòðû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû. Âûâåäåíî óðàâ-
íåíèå äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñëîÿ ïî
õàðàêòåðó âîëíîâîãî ïîëÿ íà åãî ïîâåðõíîñòè. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû åãî
ðåøåíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì óïðóãèé ñëîé f (x1; x2) : 0 < x 1 < 1 ;
0 6 x2 6 hg, íàõîäÿùèéñÿ â ñîñòîÿíèè óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé.

Ïëîñêèå êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì:
�

� 11;1 + � 12;2 + �! 2u1 = 0;
� 12;1 + � 22;2 + �! 2u2 = 0;

(1)

ãäå! � ÷àñòîòà êîëåáàíèé, � � ïëîòíîñòü ñëîÿ, ui � ïåðåìåùåíèÿ, à � ij � íàïðÿ-
æåíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó Ãóêà â âèäå:

8
<

:

� 11 = � (u1;1 + u2;2) + 2 �u 1;1

� 12 = � 21 = � (u1;2 + u2;1)
� 22 = � (u1;1 + u2;2) + 2 �u 2;2

(2)

Íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòü ñëîÿ æ¼ñòêî çàùåìëåíà, à âåðõíÿÿ ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé
(íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì òîëùèíó ñëîÿ ðàâíîé åäèíèöå):

u1(x1; 0) = u1(x1; 0) = 0; � 12jx2=1 = 0; � 22jx2=1 = p(x1): (3)

2. Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è Ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â âè-
äå

~ui (�; x 2) =

1Z

�1

ui (x1; x2)ei�x 1 dx1

ê (1)�(3), è èñêëþ÷àÿ èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé � 11, ñâåä¼ì èõ ê êàíîíè÷åñêîé
ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

~u0
1 = i� ~u2 +

~� 12

�

~u0
2 =

i�� ~u1 + ~� 22

� + 2 �

~� 0
12 =

�
4� 2 � (� + � )

� + 2�
� �! 2

�
~u1 +

i�� ~� 22

� + 2 �
~� 0

22 = � �! 2~u2 + i� ~� 12;

(4)
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Ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (4) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3) ëåãêî ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè
ïîìîùè ìåòîäà ïðèñòðåëêè. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

U1 = ~u1; U2 = ~u2; U3 = ~� 12; U4 = ~� 22:

è ôóíêöèè V j
i (x2), óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå óðàâíåíèé (4) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè V j
i (0) = � ij ; ãäå� ij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ðåøåíèå çàäà÷è (4) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3) ñòðîèòñÿ â âèäå

U0
i = � ~p(� )

V 4
3 (1)V 3

i (x2) � V 3
3 (1)V 4

i (x2)
�(1)

; �(1) = V 3
3 (1)V 4

4 (1) � V 4
3 (1)V 3

4 (1) (5)

Ïîëå ïåðåìåùåíèé ìîæåò áûòü íàéäåíî ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå:

ui (x1; x2) = �
1

2�

Z

�

~p(� )
V 4

3 (1)V 3
i (x2) � V 3

3 (1)V 4
i (x2)

�(1)
e� i�x 1 d�; i = 1; 2: (6)

3. Îáðàòíàÿ çàäà÷à Ðàçëîæèì èñêîìóþ ôóíêöèþ è ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå
èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ïàðìåòðîâ â ðÿä ïî " .

� (x2) = � 0(x2) + "� 1(x2) + :::; � (x2) = � 0(x2) + "� 1(x2) + :::
� (x2) = � 0(x2) + "� 1(x2) + :::; Ui (�; x 2) = U0

i (�; x 2) + "U 1
i (�; x 2) + :::

(7)

Ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ ", ïîëó÷àåì äâå êðàåâûå çàäà÷è âèäà:
8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

�
U0

1

� 0
= i�U 0

2 +
U0

3

� 0
;

�
U0

2

� 0
=

i�� 0U0
1 + U0

4

� 0 + 2� 0
;

�
U0

3

� 0
=

�
4� 2 � 0(� 0 + � 0)

� 0 + 2� 0
� � 0! 2

�
U0

1 +
i�� 0U0

4

� 0 + 2� 0
;

[U0
4 ]0 = � � 0! 2U0

2 + i�U 0
3 ;

U0
1 (�; 0) = U0

2 (�; 0) = U0
3 (�; 1) = 0; U0

4 (�; 1) = ~p(� ):

(8)

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

�
U1

1

� 0
= i�U 1

2 +
U1

3

� 0
+ F1(x2)

�
U1

2

� 0
=

i�� 0U1
1 + U1

4

� 0 + 2� 0
+ F2(x2);

�
U1

3

� 0
=

�
4� 2 � 0(� 0 + � 0)

� 0 + 2� 0
� � 0! 2

�
U1

1 +
i�� 0U1

4

� 0 + 2� 0
+ F3(x2);

[U1
4 ]0 = � � 0! 2U1

2 + i�U 1
3 + F4(x2);

U1
1 (�; 0) = U1

2 (�; 0) = U1
3 (�; 1) = U1

4 (�; 1) = 0:

(9)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:
F1(x2) = �

� 1

� 2
0
U0

3 ;

F2(x2) =
i�

� 0 + 2� 0

�
2

� 0(� 1 + 2� 1)
� 0 + 2� 0

� 2� 1

�
U0

1 �
� 1 + 2� 1

(� 0 + 2� 0)2 U0
4 ;
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F3(x2) =
�

4� 2

� 0 + 2� 0

�
� 0� 1 +

� 2
0(� 1 + 2� 1)
� 0 + 2� 0

�
�

� � 1! 2
o

U0
1 +

2i�
� 0 + 2� 0

�
� 0(� 1 + 2� 1)

� 0 + 2� 0
� � 1

�
U0

4 ;

F4(x2) = � � 1! 2U0
2 :

Ðåøåíèå çàäà÷è (7) èìååò âèä (5).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è (9), âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì âàðèà-

öèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è â ïåðâîì ïðèáëè-
æåíèè èìååò âèä:

U1
1 =

1Z

0

[F1(� )G31(�; � ) � F2(� )G41(�; � ) � F3(� )G11(�; � ) + F4(� )G21(�; � )] d�; (10)

U1
2 =

= �

1Z

0

[F1(� )G32(�; � ) � F2(� )G41(�; � ) � F3(� )G12(�; � ) + F4(� )G22(�; � )] d�
(11)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

Gi 1 = ~p(� )
V 4

4 (1)V 3
i (x2) � V 4

3 (1)V 4
i (x2)

�(1)
; Gi 2 = � ~p(� )

V 4
3 (1)V 3

i (x2) � V 3
3 (1)V 4

i (x2)
�(1)

;

Îáðàùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ñòðîèì óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà, êî-
òîðîå â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

4. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû äèñïåðñèîííûå êðè-
âûå â ñëó÷àå� (x) = � (0)=(1+ x2), � = � (0)e0;5x2 , � = 0; 3 [1]. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå
ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè àíàëèçà ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ (6). Íà ãðàôèêå ïî-
êàçàíû çíà÷åíèÿ � è � 2, ïðè êîòîðûõ îïðåäåëèòåëü îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíî ïîëå ïåðåìåùåíèé íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ ïðè
� 2 = 3. Ñåðàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ ïåðåìåùåíèé, ïîëó÷åííîìó ïðè ïîìî-
ùè òåîðèè âû÷åòîâ [2�4], à ÷¼ðíàÿ � ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé íåïîñðåäñòâåííûì
÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì.

Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè ïëîòíîñòè. Ãîðèçîíòàëüíàÿ
îñü ñîîòâåòñòâóåòx2, ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòêëàäûâàåòñÿ ïîïðàâêà ê ïîñòîÿííîìó
íà÷àëüíîìó ïðáëèæåíèþ. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðîäîëæàëñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà
íîðìà ïîïðàâêè íå ïðåâûøàëà 10� 4. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó ðå-
øåíèþ, òî÷êè � âîññòàíîâëåííîìó.
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Ðèñóíîê 1 � Äèñïåðñèîííûå êðèâûå â ñëó÷àå � (x2) = � (0)=(1+ x2), � = � (0)e0;5x2 , � = 0 ; 3.
Îñü àáñöèññ ñîîòâåòñòâóåò� 2, îñü îðäèíàò � �

Ðèñóíîê 2 � Ãîðèçîíòàëüíîå (ñëåâà) è âåðòèêàëüíîå (ñïðàâà) ïåðåìåùåíèå â ñëó÷àå
� (x) = � (0)=(1 + x2), � = � (0)e0:5x2 , � = 0 :3. Îñü àáñöèññ ñîîòâåòñòâóåòx1, îñü îðäè-
íàò � x2



Îáðàòíàÿ êîýôôèöèåíòíàÿ çàäà÷à äëÿ óïðóãîãî ñëîÿ 219

Ðèñóíîê 3 � Ñëåâà � ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè äëÿ � (x2) = � (0) (1 + sin �x 2) Äëÿ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ïîòðåáîâàëèñü 23 èòåðàöèè. Ñïðàâà � � (x2) = � (0) [1 + 0 :8(ex

2 � 1)] : (29 èòå-
ðàöèé)
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Uglich P.S. Inverse coe�cient problem for the elastic layer. A problem of forced plane
vibration of the transversally inhomogeneous elastic layer is considered. A calculation scheme
for the wave �eld evaluation is presented. It's based on the Fourier transform and the initial
problem is reduced to the boundary value problem. This problem can be solved numerically
using the shooting method. Then the wave �eld can be evaluated using the residual theory,
or it can be obtained using numerical integration methods.

An inverse problem of mechanical parameters reconstruction using surface wave �eld
data is also considered. The inverse problem is reduced to the iterative sequence of integral
equations. Results of both direct and inverse problem solution are presented.
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Ïðåäñòàâëåí ìåòîä ðàñ÷åòà äèíàìèêè ïëîñêèõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé íåâÿçêîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà  -ïëîñêîñòè. Òå÷åíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè óñëîâèè íàëè-
÷èÿ ñèëû Êîðèîëèñà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè è ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.
Òàêàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òåðìèíàõ çà-
âèõðåííîñòè è ôóíêöèè òîêà. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæàò àïïðîêñèìàöèÿ ïîëÿ çàâèõðåííîñòè
ïî åãî çíà÷åíèÿì íà ìíîæåñòâå æèäêèõ ÷àñòèö è âû÷èñëåíèå ôóíêöèè òîêà ãëîáàëüíûì
ìåòîäîì Áóáíîâà � Ãàëåðêèíà. Äèíàìèêà æèäêèõ ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ïñåâäî-ñèìïëåêòè÷åñêèì ìåòîäîì Ðóíãå �
Êóòòà. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ.

Ââåäåíèå.
Èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ ïëîñêèõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè
îáóñëîâëåí èõ ðàçíîîáðàçíûìè ïðèëîæåíèÿìè â çàäà÷àõ ãèäðîäèíàìèêè, äèíà-
ìèêè îêåàíà è àòìîñôåðû, ìåòåîðîëîãèè. Íàïðèìåð, äëÿ èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèé
àòìîñôåðû íåîáõîäèìûì îêàçûâàåòñÿ èçó÷åíèå äèíàìèêè ðàçëè÷íûõ âèõðåâûõ
ñòðóêòóð. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ îäíèìè èç ýôôåêòèâíûõ ÿâëÿþòñÿ âèõðåâûå
ìåòîäû [1]. Ýòè ìåòîäû îñíîâàíû íà ðåøåíèè óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ðàñïðåäå-
ëåíèå çàâèõðåííîñòè â îáëàñòè òå÷åíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
ïîëå çàâèõðåííîñòè çàäàåòñÿ äèñðåòíî çíà÷åíèÿìè â N æèäêèõ ÷àñòèöàõ, êîòî-
ðûìè çàâèõðåííîñòü ïåðåíîñèòñÿ ïàññèâíî.

Îäèí èç âàðèàíòîâ ìåòîäà âèõðåé â ÿ÷åéêàõ äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà çàäà÷ â çàìêíóòûõ è ïðîòî÷íûõ îáëàñòÿõ áûë ïðåäëîæåí è ðàçâèò â ðà-
áîòàõ [2�5]. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ìåòîä äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè âèõðåâûõ
ñòðóêòóð â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî íà ôóíêöèþ òîêà íàëîæåíû
ïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå óñëîâèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå ãåîôèçè÷åñêèå òå÷åíèÿ
íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû â ïðèñóòñòâèè ñèëû
Êîðèîëèñà [6]. Ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

D!
Dt

� ! t +  y! x �  x ! y = 0; (1)

�4  = ! +
1
2

r 2; (2)

ãäå ! = ! (x,y) � àáñîëþòíàÿ çàâèõðåííîñòü,  =  (x,y) � ôóíêöèÿ òîêà,
t � âðåìÿ. Çäåñü ïàðàìåòð Êîðèîëèñà â îêðåñòíîñòè ïîëþñà ïðåäñòàâëåí â âè-
äå f (r ) = f 0 � 1

2 r 2 + O(r 4), ãäå  = const, r =
p

x2 + y2 � ïîëÿðíûé ðàäèóñ.
Â ñëó÷àå, êîãäà = 0, óðàâíåíèå (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå
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Ýéëåðà â òåðìèíàõ çàâèõðåííîñòè è ôóíêöèè òîêà. Èç óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî
çàâèõðåííîñòü ! ïåðåíîñèòñÿ ïàññèâíî æèäêèìè ÷àñòèöàìè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Çàâèõðåííîñòü ! (x,y) è ôóíêöèÿ òîêà  (x; y) ñâÿçàíû ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè
ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

� 1 =  y; � 2 = �  x ; ! = � 2x � � 1y: (3)

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèåì:

! j t=0 = ! 0(x; y) (4)

Äèíàìèêà è âçàèìîäåéñòâèå âèõðåâûõ ñòðóêòóð ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè A = f (x; y) : jxj 6 a=2;jyj 6 b=2g â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà
ôóíêöèþ òîêà  íàëîæåíû ïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå óñëîâèÿ:

 jx= � a=2 =  jx= a=2;  jy= � b=2 =  jy= b=2 (5)

4. Àëãîðèòì ìåòîäà. Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì áåññåòî÷-
íûõ ìåòîäîâ âèõðåé-â-ÿ÷åéêàõ. Â îñíîâå ìåòîäîâ ëåæèò àïïðîêñèìàöèÿ ïîëÿ çà-
âèõðåííîñòè íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) è ðàñ÷åò äèíàìè-
êè æèäêèõ ÷àñòèö, êîòîðûå ïàññèâíî ïåðåíîñÿò çàâèõðåííîñòü. Âèõðåâûå ìåòîäû
ðàçëè÷àþòñÿ ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (2). Â äàííîé ðàáîòå ðåàëèçîâàí àë-
ãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïåðå÷èñëåííûõ íèæå âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóðàõ.
Àïïðîêñèìàöèÿ ïîëÿ çàâèõðåííîñòè. Ïîëå çàâèõðåííîñòè çàäàåòñÿ äèñêðåò-
íî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çíà÷åíèÿìè â N æèäêèõ ÷àòèöàõ. ×àñòèöà ìîãóò
áûòü ðàñïðåäåëåíû êàê ðàâíîìåðíî, òàê è ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Äàëåå, ïîëå çàâèõ-
ðåííîñòè àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì â æèäêèõ ÷àñòèöàõ íà êàæäîì âðåìåí-
íîì øàãå ñ ïîìîùüþ êóñî÷íîé àïïðîêñèìàöèåé êóáè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Äëÿ
ýòîãî îáëàñòü A ðàçäåëÿåòñÿ íàNbox = nx � ny ïðÿìîóãîëüíûõ ÿ÷ååê, â êàæäîé èç
êîòîðûõ ïîëå çàâèõðåííîñòè ! (x; y) ïðèáëèæàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè âèäà:

! (x; y) �
3X

m; l =0 ; l+ m6 3

! lm x lym ; (6)

ãäå! lm � ïîëèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ.
Àïïðîêñèìàöèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè. Ôóíêöèÿ òîêà âû÷èñëÿåòñÿ ïðè
ïîìîùè ãëîáàëüíîãî ìåòîäà Áóáíîâà � Ãàëåðêèíà. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) èùåòñÿ
â âèäå îòðåçêà ðÿäà Ôóðüå:

 �
kxX

i =1

kyX

j =1

 ij gk
ij (x; y) = gi (x)~gj (y); (7)

ãäå gi (x), ~gj (y) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèå áàçèñíûå ôóíêöèè ïî x è ïî y, ñîîòâåò-
ñòâåííî,  ij � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè òîêà â ðÿä.

Áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè gi (x) ÿâëÿþòñÿ:

1
p

a
;

p
2

p
a

sin
�

2�i (x + a
2)

a

�
;

p
2

p
a

cos
�

2�i (x + a
2)

a

�
(8)
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Áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè ~gj (y) ÿâëÿþòñÿ:

1
p

b
;

p
2

p
b

sin
�

2�j (y + b
2)

b

�
;

p
2

p
b

cos
�

2�j (y + b
2)

b

�
(9)

Âñå âîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ (8) è (9) ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè gk
ij (x; y),

óäîâëåòâîðÿþùèìè ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (5).
Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ òîêà â âèäå (7) â óðàâíåíèå (2) è ñïðîåêòèðîâàâ åãî íà

êàæäóþ èç áàçèñûõ ôóíêöèé, èñïîëüçóÿ (6) ììîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû
äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè òîêà  ij .
Ðàñ÷åò äèíàìèêè æèäêèõ ÷àñòèö. Ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó æèäêèõ ÷àñòèö, ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ (7):

8
>>><

>>>:

~� 1 = _x i =  y �
kxP

i =1

kyP

j =1
 ij

@gij
@y ;

~� 2 = _yi = �  x � �
kxP

i =1

kyP

j =1
 ij

@gij
@x :

(10)

Ñèñòåìà ÎÄÅ (10) ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïñåâäî-ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìåòîäà Ðóíãå �
Êóòòà [7].

5. Òåñòîâûå ðàñ÷åòû. Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà
äèíàìèêè èçâåñòíûõ âèõðåâûõ êîíôèãóðàöèé. Ýòè âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ
ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.
Áåçâèõðåâîå äâèæåíèå íà  -ïëîñêîñòè. Ïðè íàëè÷èè òîëüêî âëèÿíèÿ ñèëû
Êîðèîëèñà, ò. å. ! � 0;  6= 0; æèäêèå ÷àñòèöû íà ïëîñêîñòè ñîâåðøàþò êðóãî-
âûå äâèæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñóíêå 1.
Âèäíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà õîðîøî âîñïðîèçâîäèò äèíàìèêó
âíóòðè îáëàñòè, íî èñêàæåíèÿ íàðàñòàþò ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå.

Ðèñóíîê 1 � Âû÷èñëåííûå ëèíèè òîêà äëÿ ! � 0;  = 1 :

Äèíàìèêà äèïîëÿ Ëàìáà. Äèïîëü Ëàìáà ÿâëÿåòñÿ âèõðåâîé êîíôèãóðàöèåé,
ñîñòîÿùåé èç äâóõ âèõðåé ïðîüòèâîïîëîæíîé íàïðàâëåííîñòè, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ



×èñëåííûé àíàëèç äèíàìèêè âèõðåâûõ ñòðóêòóð íà  -ïëîñêîñòè 223

íà ïëîñêîñòè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, íå èçìåíÿÿ ôîðìû. Âûðàæåíèÿ äëÿ åãî
çàâèõðåííîñòè è ôóíêöèè òîêà èìåþò âèä:

! =

(
2�U

J0 (�R ) J1(�r ) cos(� ); r 6 R

0; r > R
 =

(
2U

�J 0 (�R ) J1(�r ) cos(� ); r 6 R

U(r � R2

r ) cos(� ); r > R;
(11)

r; � � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, Ji � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ i -ãî ïîðÿäêà, R � ðàäèóñ
äèïîëÿ.

a) t = 0 á) t = 200 â) t = 1100

Ðèñóíîê 2 � Äèíàìèêà Äèïîëÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè
ñî ñòîðîíàìè a = 7 è b = 6

Íà Ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíà ðàñ÷èòàííàÿ ñ ïîìîùüþ ðàçâèòîãî ìåòîäà äèíàìèêà
Äèïîëÿ (11) â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðè  = 0 â îáëàñòè ñ ïåðèîäè÷å-
ñêèìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöàõ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò õîðîøóþ
ñîãëàñîâàííîñòü ðàñ÷åòîâ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ôàêòàìè. Òàê, â îêðåñòíîñòè îáëàñòè
ñ íåíóëåâîé çàâèõðåííîñòüþ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ àíà-
ëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì (11) äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ t.

à) t = 0 á) t = 180 á) t = 180

Ðèñóíîê 3 � Äèíàìèêà âèõðåâîãî ïÿòíà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè

Äèíàìèêà êðóãëîãî âèõðåâîãî ïÿòíà. Äðóãèì êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿ-
åòñÿ êðóãëîå (ñ ðàäèóñîì r ) âèõðåâîå ïÿòíî ïîñòîÿííîé íåíóëåâîé çàâèõðåííîñòè.
Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ðàñïðåäåëåíèåì çàâèõðåííîñòè:

(
! 0(x; y) = 0 ; (x � x0)2 + ( y � y0)2 > r;

! 0(x; y) = 1 ; (x � x0)2 + ( y � y0)2 6 r;
(12)
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ãäå(x0; y0) = (0 ; 0) � êîîðäèíàòû öåíòðà êðóãà. Èçâåñòíî, ÷òî òàêîé âèõðü âðàùà-
åòñÿ âîêðóã ñâîåãî öåíòðà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ êàê òâåðäîå òåëî ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Íà Ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíà ðàñ÷èòàííàÿ äèíàìèêà âèõðåâîãî ïÿòíà ðàäèó-
ñàr = 0:5. Âèäíî, ÷òî è ðàññ÷åòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âðàùàåòñÿ,
êàê òâåðäîå òåëî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ïðè ýòîì, òðàåêòîðèè æèäêèõ ÷àñòèö,
ñîñòàâëÿþùèõ äàííîå âèõðåâîå ïÿòíî, ÿâëÿþòñÿ êðóãîâûìè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè íà
Ðèñóíêå 3 îòîáðàæåíû òðàåêòîðèè òðåõ ïðîèçâîëüíûõ æèäêèõ ÷àñòèö.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå òåñòîâûå ðàñ÷åòû äèíàìèêè êëàññè÷åñêèõ âèõðå-
âûõ êîíôèãóðàöèé äåìîíñòðèðóþò àäåêâàòíîñòü ïðåäëîæåííîãî ÷èñëåííîãî ìå-
òîäà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ, ïðîåêò 14-01-00470.
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Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èíôîðìàòèêè ÊóáÃÓ, Êðàñíîäàð

Èññëåäóþòñÿ óïðóãèå âîëíû â ñëîèñòûõ ôîíîííûõ êðèñòàëëàõ, ñîñòîÿùèõ èç êîíå÷-
íîãî íàáîðà ÿ÷ååê è ïîãðóæåííûõ â èçîòðîïíóþ ñðåäó. ß÷åéêè êðèñòàëëà îáðàçóþòñÿ
ñîïðÿæåííûìè äðóã ñ äðóãîì ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè è óïðóãèìè ñëîÿìè. Êîëåáàíèÿ â
ñëîèñòîé ñðåäå ãåíåðèðóþòñÿ ïëîñêèìè ïðîäîëüíûìè ëèáî ïîïåðå÷íûìè âîëíàìè èç ïî-
ëóïðîñòðàíñòâà. Âîëíîâîå ïîëå ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà T-ìàòðèö, â òîì ÷èñëå
ñ ïîìîùüþ ÿâíîãî âûäåëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ T-ìàòðèöû, ÷òî îáåñïå÷èâàåò
÷èñëåííóþ óñòîé÷èâîñòü ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÿ÷ååê â êðèñòàëëå. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå
òîëùèíû ñëîåâ ÿ÷åéêè è ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåíçîðà íà äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêè
è çàïðåùåííûå çîíû.

1. Ââåäåíèå.
Îäíèì èç ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ìàòåðèàëîâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñ-

ñëåäîâàíèå è ðàçðàáîòêà êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. Ìàòåðèàëû ñ èñêóññòâåííî ñî-
çäàííîé âíóòðåííåé ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé ïðàêòè÷å-
ñêèé èíòåðåñ. Ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ óïðóãèõ êîëåáàíèÿõ òàêèõ ìàòåðèàëîâ, íàçû-
âàåìûõ ôîíîííûìè êðèñòàëëàìè, â ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíàõ íàáëþäàþòñÿ çîíû, â
êîòîðûõ àìïëèòóäû âîëí, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïåðèîäè÷åñêóþ ÿ÷åèñòóþ ñòðóêòóðó
êðèñòàëëà, ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò îò ÿ÷åéêè ê ÿ÷åéêå. Â çàïðåùåííûõ çîíàõ
ïàäàþùàÿ âîëíà ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ îòðàæàåòñÿ îò êðèñòàëëà. Ýòî ÿâëåíèå
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ âèáðîèçîëÿöèè ñòðóêòóð, óïðóãîé èëè àêóñòè÷åñêîé
ôîêóñèðîâêè, à òàêæå â ðàçðàáîòêå íîâûõ òèïîâ ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ óïðóãèõ
êîëåáàíèé è ìåõàíè÷åñêèõ ðåçîíàòîðîâ [1]. Èñïîëüçîâàíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
âêëþ÷åíèé ïîòåíöèàëüíî äàåò âîçìîæíîñòü óïðàâëÿòü [2, 3] ðàñïðîñòðàíåíèåì
óïðóãèõ âîëí â ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå.

Òåîðåòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ âîëíîâûõ ïîëåé â ïåðèîäè÷åñêèõ
óïðóãèõ ñòðóêòóðàõ, êàê ïðàâèëî, îñóùåñòâëÿþòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà Ôëîêå-Áëîõà,
ïðåäïîëàãàþùåãî îïðåäåëåíèå âîëíîâûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé
ÿ÷åéêè êðèñòàëëà. Ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ýòèì ìåòîäîì, îïè-
ñûâàþò êîëåáàíèÿ â ñòðóêòóðàõ ñ áåñêîíå÷íûì íàáîðîì ÿ÷ååê. Ìåæäó òåì, íà
ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ñòðóêòóðû ñ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ÿ÷ååê. Â [4]
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ñòðóêòóðû îáëàäàþò îñîáåííîñòÿìè, â ÷àñòíîñòè, â íèõ
ñóùåñòâóþò îñîáûå òèïû çàïðåùåííûõ çîí, à òàêæå ðàçðåøåííûå çîíû, â êîòîðûõ
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó âîëíà èìååò íàñòîëüêî ìàëóþ àìïëèòóäó,
÷òî ñ èíæåíåðíîé òî÷êè çðåíèÿ òàêèå çîíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàïðåùåí-
íûå.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñëîèñòûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
ôîíîííûõ êðèñòàëëîâ íà îñíîâå ìåòîäà ìàòðèö ïåðåíîñà (T-ìàòðèö), à òàêæå
ïðîâåäåíèå íà åãî îñíîâå ÷èñëåííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ çàïðåùåí-
íûõ çîí â ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ, ñîñòîÿùèõ èç ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ è óïðóãèõ
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ñëîåâ, èññëåäîâàíèå âëèÿíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà íà çàïðåùåííûå çîíû ôîíîííûõ
êðèñòàëëîâ.

2. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíûé ôîíîííûé êðèñòàëë, êîòîðûé ñîñòîèò èç N ïî-

âòîðÿþùèõñÿ ÿ÷ååê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò â ñåáåM ñëî¼â. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî îí áåñêîíå÷íûé îòíîñèòåëüíî îñåé Ox è Oy, à åãî ñòðóêòóðà íàõîäèòñÿ
ìåæäó äâóìÿ ïîëóïðîñòðàíñòâàìè H1 è H2 (ðèñóíîê 1). Èç ïîëóïðîñòðàíñòâà H1

íà ñòðóêòóðó íàáåãàåò ïðîäîëüíàÿ ëèáî ïîïåðå÷íàÿ ïëîñêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà
ïîä óãëîì � â ïëîñêîñòè xOz è ïîä óãëîì � â ïëîñêîñòè yOz ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé
êîëåáàíèé ! . Ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé àìïëèòóäà íàáåãàþùåé âîëíû, äëÿ îïðå-
äåë¼ííîñòè ðàâíàÿ åäèíèöå. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ H1, H2, à òàê æå âíóòðåííèõ
ñëî¼âA è B çàäàþòñÿ òåíçîðîì óïðóãèõ êîíñòàíò, òåíçîðàìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
è äèýëåêòðè÷åñêèõ êîíñòàíòCijmn , enij è � in ñîîòâåòñòâåííî. Â ðàìêàõ ëèíåéíîé
òåîðèè ïüåçîóïðóãîñòè äëÿ ÷èñòî óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, êàê äëÿ ïðîâîäíèêîâ, òàê
è äëÿ äèýëåêòðèêîâ, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è äâèæåíèÿ,
âûïèñàííûå â òåíçîðíîì âèäå äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä [5]:

� ij = Cijmn "mn � enij En ; � ij;j + �! 2ui = 0;
D i = e imn "mn + � in En ; D i;i = 0; i; j; m; n 2 f 1; 2; 3g:

ãäå� ij , "mn = 1=2(um;n + un;m ) � òåíçîðû êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä óïðóãèõ íàïðÿ-
æåíèé è äåôîðìàöèé, ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ïåðåìåùå-
íèé; D i � àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè, En = � @'=@xn è ' � àìïëèòóäû
íàïðÿæåííîñòè è ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ
ïî èíäåêñàì m è n. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîõîæäåíèå ýíåðãèè óïðóãèõ êîëåáàíèé ÷å-
ðåç èíòåðôåéñ áåç ïîòåðü (ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè íåïðåðûâíà):

ez = � != 2 Im(ui � �
3i + D3� � )

çà ñ÷åò íåïðåðûâíîñòè óïðóãèõ ïåðåìåùåíèé, íàïðÿæåíèé, ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåí-
öèàëà è ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ìàòðèö ïåðåíîñà (Ò-ìàòðèö). Ïðè ýòîì ìàòðèöà ïåðåíîñà êàæäîãî ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêîãî ñëîÿ Ti õîòü è íå èìååò ÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, íî íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ

Ðèñóíîê 1 � Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
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áûñòðûõ è óñòîé÷èâûõ àëãîðèòìîâ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îáðàùå-
íèÿ è ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö 8 � 8. Òîãäà ìàòðèöà ïåðåíîñà Tcell =

Q 1
i = M Ti ÿ÷åéêè

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ T-ìàòðèö åå ñëîåâ, à äëÿ ìàòðèöû ïåðåíîñà Tstruct

âñåãî ôîíîííîãî êðèñòàëëà, ñîñòîÿùåãî èç N ÿ÷ååê ñïðàâåäëèâî

Tstruct = TN
cell = G� 1

cell �
N Gcell

Çäåñü� � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç 8-ìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé � j , óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïî óáûâàíèþ èõ ìîäóëåé; Gcell � ìàòðèöà ïåðåõîäà ê æîðäàíîâó áàçèñó ìàò-
ðèöû Tcell .

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � j îïðåäåëÿþò âîëíîâûå
÷èñëà� j = iln � j =H âîëí Ôëîêå�Áëîõà â ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå. Ñ ó÷åòîì îãðà-
íè÷åííîñòè ïî îñè z, ïðîõîäÿùåå â ïîëóïðîñòðàíñòâî H2 âîëíîâîå ïîëå ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî ðàçëîæåíèåì:

u+ =
4X

n=1

~unei � n NH ; (1)

ãäå � n òàêèå, ÷òî ëèáî Im � n > 0, ëèáî Im � n = 0 è Re� n > 0. Âåêòîðû ~un íàõî-
äÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííî óñòîé÷èâîãî àëãîðèòìà, äàæå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
êîëè÷åñòâå ÿ÷ååêN .

Äëÿ àíàëèçà çàïðåùåííûõ çîí ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ýíåðãå-
òè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ � + = e+

z =e�
z, âûðàæàþùåãîñÿ äëÿ ðàññìàò-

ðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ïëîñêèõ âîëí ÷åðåç îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ïîòîêà ýíåðãèé ïðî-
øåäøåé ÷åðåç êðèñòàëë âîëíû (e�

z) è ïðèõîäÿùåé èç ïîëóïðîñòðàíñòâà H1 ïëîñêîé
âîëíû ( e�

z).

Ðèñóíîê 2 � ×àñòîòíûå çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ çàòóõàíèÿ ìîä Ôëîêå�Áëîõà (à, á)
è ëîãàðèôìà êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ � + (â,ã); òðàíñôîðìàöèÿ ÑÇ-II â ÐÇÌÏ ïðè
èçìåíåíèè óãëîâ ïàäåíèÿ ïëîñêîé P-âîëíû ñ 0� (ïåðâûé ñòîëáåö) äî 1�
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3. Çàïðåùåííûå è ðàçðåøåííûå çîíû â ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ôîíîí-
íûõ êðèñòàëëàõ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôîíîííîé êðèñòàëë, ñîñòîÿùèé èç 16 äâóõñëîéíûõ ÿ÷ååê. Ïà-
ðàìåòðû ìàòåðèàëîâ ñòðóêòóðû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Äëÿ òåíçîðîâ óïðóãèõ è
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîíñòàíò ìàòåðèàëà B (2 è 3 èíäåêñû) èñïîëüçóåòñÿ ñâåðòêà
èíäåêñîâ ñîãëàñíî íîòàöèè Ôîéãòà. Íåóêàçàííûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà ïî óìîë÷àíèþ
ðàâíû íóëþ. Òîëùèíû âñåõ ñëîåâ ðàâíû 1.

Íà ðèñóíêå 2 ñîïîñòàâëÿþòñÿ çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ  n = Im � n çàòóõà-
íèÿ âîëí Ôëîêå�Áëîõà (à) è êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ � + (á) îò íîðìèðîâàííîé
÷àñòîòû 
 = !H= (2�c H ), cH � ñêîðîñòü S-âîëíû â ïîëóïðîñòðàíñòâå, äëÿ ïàäà-
þùåé P-âîëíû. Çàêðàøåííûå ïðÿìîóãîëüíèêè ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì òèïàì
çàïðåùåííûõ çîí. Â çîíàõ ïåðâîãî òèïà (CÇ-I) âñå âîëíû Ôëîêå�Áëîõà ÿâëÿþòñÿ
çàòóõàþùèìè. Çîíû âòîðîãî òèïà (CÇ-II), â êîòîðûõ çàòóõàåò òîëüêî ïñåâäî-P-
âîëíà Ôëîêå�Áëîõà ( � p), à àìïëèòóäû îñòàëüíûõ âîëí Ôëîêå ðàâíû íóëþ, íà-
áëþäàþòñÿ òîëüêî äëÿ íóëåâûõ óãëîâ ïàäåíèÿ ( � = 0 èëè � = 0). Ñ óâåëè÷åíèåì
óãëîâ ïàäåíèÿ îíè òðàíñôîðìèðóþòñÿ â ðàçðåøåííûå çîíû íèçêîãî ïðîõîæäåíèÿ
(ÐÇÌÏ). Ïîäðîáíîñòè î CÇ-II è ÐÇÌÏ ìîæíî íàéòè â [4].

Òàáëèöà 1 � Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëîâ

Îáîçíà÷åíèå Èìÿ Ñâîéñòâà
A; H1; H2 Àëþìèíèé � = 2:7, � = 51:1, � = 26:3

B Òèòàíàò áàðèÿ � = 7:5, C11 = C22 = 166, C33 = 162,
(BaTiO3) C44 = C55 = 43, C66 = 44, C12 = C13 = C23 = 78,

e13 = e23 = � 4:4, e33 = 18:6, e42 = e51 = 11:6,
� 11 = � 22 = 11:2, � 33 = 12:6.

Ðàçìåðíîñòè âåëè÷èí: [� ] = êã/ì 3, [� ] = [ � ] = [ Cij ] = ÃÏà.

(à) (á)

Ðèñóíîê 3 � Òðàíñôîðìàöèÿ çàïðåùåííûõ çîí (òåìíàÿ îáëàñòü) ïðè íåïðåðûâíîì èçìå-
íåíèè òîëùèíû hA ñëîåâ A ÿ÷ååê êðèñòàëëà (à) è âëèÿíèå òåíçîðà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
êîíñòàíò ke � eo

nij íà ôîðìèðîâàíèå çàïðåùåííûõ çîí â ôîíîííîì êðèñòàëëå (á)
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Ýôôåêò âëèÿíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òîëùèíàìè ñëîåâ ÿ÷ååê íà ðàñïîëîæåíèå
è ðàçìåð çàïðåùåííûõ çîí ïîêàçàí íà ðèñóíêå 3(à), ãäå òåìíûìè îáëàñòÿìè îáî-
çíà÷åíû çàïðåùåííûå çîíû (I è II òèïîâ) äëÿ íîðìàëüíîãî óãëà ïàäåíèÿ ïëîñêîé
P-âîëíû. Íà ôîðìèðîâàíèå çàïðåùåííûõ çîí òàêæå îêàçûâàåò âëèÿíèå ñâîéñòâà
ìàòåðèàëîâ, â ÷àñòíîñòè òåíçîðû ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ enij è äèýëåêòðè÷åñêèõ� ij

êîíñòàíò. Íà ðèñóíêå 3(á) â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâîäÿòñÿ ãðàôèêè ln � + äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé òåíçîðà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîíñòàíò. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå õà-
ðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåòñÿ êîýôôèöèåíòke òàêîé, ÷òî enij = keeo

nij , ãäåeo
nij �

çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà èç òàáëèöû 1.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêè ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ MK-7154.2015.1
è ãðàíòîâ ÐÔÔÈ 16-51-53043, 16-41-230769.
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ÎÒ ÒÐÅÍÈß È ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÎÃÎ ÒÅÏËÎÎÁÌÅÍÀ

×åáàêîâ Ì. È., Ëÿïèí À. À., Êîëîñîâà Å. Ì.
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Ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïîëèìåðíûõ ïîäøèïíèêîâ ñêîëüæåíèÿ ¾ñóõîãî òðåíèÿ¿ çàâèñèò
îò ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âàëà, êîýôôèöèåíò òðå-
íèÿ, òåðìî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ ïîäøèïíèêîâîé ñèñòåìû è, êàê ñëåäñòâèå,
âåëè÷èíû ðåçóëüòèðóþùèõ êîíòàêòíûõ òåìïåðàòóð. Öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ðàçðàáîòêà ðàñ÷¼òíîé ìîäåëè ðàáîòû áèíàðíîãî ïîäøèïíèêà ñêîëüæåíèÿ ¾ñóõîãî
òðåíèÿ¿ ñ ïîëèìåðíûìè öèëèíäðè÷åñêèìè âñòàâêàìè, îïðåäåëåíèÿ íà å¼ îñíîâå ðàñïðå-
äåëåíèÿ òåìïåðàòóð, ýêâèâàëåíòíûõ è êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé â ýëåìåíòàõ ïîäøèïíè-
êîâîé ñèñòåìû è ïîäáîð îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïîäøèïíèêîâîé ñèñòåìû, ïðè êîòîðûõ
äîñòèãàåòñÿ òåïëîâîé áàëàíñ.

1. Ââåäåíèå.
Âûÿñíåíèå îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ ìåòàëëîïîëèìåðíî-

ãî òåðìîóïðóãîãî òðèáîêîíòàêòà � îäíà èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷ â òðèáîòåõíèêå.
Ïîýòîìó äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîçíàíèÿ ïðîöåññîâ íà êîíòàêòå íåîáõîäèìî ðàç-
ðàáàòûâàòü íå òîëüêî ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäû äèàãíîñòèêè, íî è àäåêâàòíûå
òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ óñòàíîâèëàñü åäèíàÿ òî÷êà çðåíèÿ, ÷òî
îïðåäåëÿþùèì ôàêòîðîì ýêñïëóàòàöèîííîãî ðåæèìà ìåòàëëîïîëèìåðíîãî ñîïðÿ-
æåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåïëîâàÿ íàïðÿæåííîñòü â óçëå òðåíèÿ. Â ïîñëåäíèå ãîäû â îòå÷å-
ñòâåííîé è çàðóáåæíîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òåîðåòè-
÷åñêèì (÷èñëåííûì, àíàëèòè÷åñêèì) è ýêñïåðèìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèÿì ðàáî-
òîñïîñîáíîñòè ïîëèìåðíûõ ïîäøèïíèêîâ ñêîëüæåíèÿ ¾ñóõîãî òðåíèÿ¿ [1�4]. Ïðè
èçãîòîâëåíèè ïîäøèïíèêîâûõ âòóëîê øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ïîëèìåð ôòîðîïëàñò-4.
Îñíîâíîé ïðè÷èíîé, âûçâàâøåé èíòåðåñ ê ýòîìó ìàòåðèàëó, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè
¾ñóõîì òðåíèè¿ ìåòàëëîâ ïî ôòîðîïëàñòó-4 ïðè ìàëîé ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ êî-
ýôôèöèåíò òðåíèÿ î÷åíü ìàë è íå ïðåâûøàåò îáû÷íî íîðìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
òðåíèÿ â ìåòàëëè÷åñêèõ ïîäøèïíèêàõ ïðè íàëè÷èè ñìàçêè. ×èñòûé ôòîðîïëàñò
îáëàäàåò õîðîøåé õèìè÷åñêîé ñòîéêîñòüþ, ìàëûì êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ, øè-
ðîêèì äèàïàçîíîì ðàáî÷èõ òåìïåðàòóð, îäíàêî îí ïîäâåðæåí äåôîðìàöèè ïîä
íàãðóçêîé è èíòåíñèâíîìó èçíîñó. Íàïîëíèòåëè, ââîäèìûå âî ôòîðîïëàñò, ïî-
âûøàþò ñîïðîòèâëåíèå èçíîñó ïðèìåðíî â òûñÿ÷ó ðàç, ñîïðîòèâëåíèå íàãðóçêå
äàâëåíèåì � â 2�5 ðàçà, òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ñíèæàåòñÿ â 2�3 ðàçà. Èññëåäîâà-
íèÿì âëèÿíèÿ ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ, îïîðíîãî äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû íà òðåíèå
è èçíîñ ïîäøèïíèêîâ ñêîëüæåíèÿ èç ôòîðîïëàñòà ñ íàïîëíèòåëÿìè â óñëîâèÿõ
îêðóæàþùåé ñðåäû ïîñâÿùåíà ðàáîòà [5].

Â îòëè÷èå îò îòìå÷åííûõ âûøå ðàáîò â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ìåòàë-
ëîôòîðîïëàñòîâûé ïîäøèïíèê ñêîëüæåíèÿ ïðè íåñòàöèîíàðíîì âçàèìîäåéñòâèè
äåòàëåé ïîäøèïíèêà ñ ó÷åòîì òðåíèÿ, òåïëîâûäåëåíèÿ îò òðåíèÿ è êîíâåêòèâíîãî
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òåïëîîáìåíà íà îñíîâå ïðîñòðàíñòâåííîé ìîäåëè. Â êà÷åñòâå àíòèôðèêöèîííîãî
ìàòåðèàëà èñïîëüçóåòñÿ ôòîðîïëàñò-4 áåç íàïîëíèòåëåé.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñâÿçàííàÿ êîíòàêòíàÿ çà-äà÷à

òåðìîóïðóãîñòè î âçàèìîäåéñòâèè óïðóãîãî îäíîðîäíîãî öèëèíäðà (äàëåå � âà-
ëà) ñ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòüþ äâîéíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ êîíå÷íîé äëèíû
(äàëåå � ïîäøèïíèêà) â ïðîñòðàíñòâåííîé ïîñòàíîâêå. Ãåîìåòðèÿ öèëèíäðè÷å-
ñêîãî ñëîÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äâîéíîé öè-
ëèíäðè÷åñêèé ñëîé, ñîñòîÿùèé èç âíóòðåííåãî ñëîÿ ( R1 6 r 6 Rs, 0 6 � 6 2� ,
� l=2 6 z 6 l=2) è âíåøíåãî ñëîÿ ( Rs 6 r 6 R2, 0 6 � 6 2� , � l=2 6 z 6 l=2),
êîòîðûå æåñòêî ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé ïî ïîâåðõíîñòè ( r = Rs, 0 6 � 6 2� ,
� l=2 6 z 6 l=2). Íà ðèñ. 1, à) ïðåäñòàâëåí òð¼õìåðíûé èññëåäóåìûé îáúåêò, à íà
ðèñ. 1, á) - ïîñòàâêà çàäà÷è â ðàçðåçå ïëîñêîñòüþO1xy .

Íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ïîäøèïíèêà Sâíåø (r = R2, 0 6 � 6 2� ,� l=2 6
z 6 l=2) çàäàíû óñëîâèÿ, çàïðåùàþùèå êàêèå-ëèáî ïåðåìåùåíèÿ êðîìå âðàùåíèÿ.
Ïóñòü â ïîâåðõíîñòü r = R1 âäàâëèâàåòñÿ âàë ðàäèóñàR0 = R1 � � ( � � ìàëàÿ
âåëè÷èíà), çàíèìàþùèé îáëàñòü ( � l=2 � d 6 z 6 l=2 + d) ñ öåíòðîì â òî÷êå O2,
îñü êîòîðîãî ïàðàëëåëüíà îñè ïîäøèïíèêà, ñ ëèíèåé ïåðâîíà÷àëüíîãî êàñàíèÿ
(r = R1, � = 0 ,� l=2 6 z 6 l=2). Âäàâëèâàíèå îðãàíèçóåòñÿ çà ñ÷åò çàäàíèÿ íà
âûñòóïàþùèõ ïîâåðõíîñòÿõ âàëà âåðòèêàëüíûõ óñèëèé P=2 ñ êàæäîé ñòîðîíû.

Â ëîêàëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò O2r1�z (ðèñ. 1) íà ïîâåðõíî-
ñòÿõ S1 = ( r1 = R0; 0 6 � 6 2�; � l=2 � d 6 z 6 � l=2) è S2 = ( r1 = R0; 0 6 � 6
2�; l= 2 6 z 6 l=2 + d) âàëà çàäàíû ðàñïðåäåë¼ííûå íàãðóçêè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ñóììàðíî ðàâíà P=2 è íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç. Âàë âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ! (îá/ñåê) â òå÷åíèå T ñåêóíä. Ìåæäó âàëîì
è ïîäøèïíèêîì äåéñòâóþò ñèëû Êóëîíîâñêîãî òðåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ � .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sòîð

� ïîâåðõíîñòè òîðöîâ âàëà, ëåæàùèå ñîîòâåòñòâåííî â ïëîñ-
êîñòÿõ z = � l=2 � d.

(à) (á)

Ðèñóíîê 1 � Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå èññëåäóåìîé ìîäåëè
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïîâåðõíîñòÿõ âàëà è ïîäøèïíèêà, êîòîðûå ãðàíè÷àò
ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, îïðåäåëåíû óñëîâèÿ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà ñ êîýôôè-
öèåíòîì êîíâåêòèâíîé òåïëîîòäà÷è a. Ïóñòü â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè òåìïåðàòóðà
âàëà, ïîäøèïíèêà è îêðóæàþùåé ñðåäû ñîâïàäàþò è ðàâíû 0 � C. Â ðåçóëüòàòå
ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ íåñòàöèîíàðíîé ñâÿçàííîé êîíòàêò-íîé çàäà÷è òåðìîóïðó-
ãîñòè ñ êëàññè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ òåðìî-óïðóãîé ñðåäû [6] (èíäåêñ k
ñâÿçàí ñ íîìåðîì òåëà: (1) � âàë, (2) � ïîäøèïíèê, (3) � ôòîðîïëàñòîâûå âñòàâ-
êè):

(� i + 2� i )rr � u (k) � (� i + � i )r � r � u (k) �  i r � (k) � � i •u (k) = 0;

� i r � r � (k) � Ci
_� (k) � t0i  i r � _u (k) = 0;

(1)

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè èìåþò âèä

� (k)
ij = 2� k" (k)

ij + � ij (� k"nn �  k � ); k = 1; 2; 3; (2)

ãäå  k = (3 � k + 2� k)� k , � k � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, � k � êîýô-
ôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, Ck � òåïëîåìêîñòü, t0k � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ òåëà, � k � ïëîòíîñòü, � k ; � k � êîýôôèöèåíòû Ëaìå, u (k) �
âåêòîð ñìåùåíèé ñðåäû, � (k) � òåìïåðàòóðà, � (k)

ij ; " (k)
ij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íà-

ïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé.
3. Ðåøåíèå çàäà÷è.
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíå÷íîãî ýëåìåíòà

ñ ïðèìåíåíèåì ïàêåòà Abaqus. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ
çàäà÷è è óìåíüøåíèÿ âðåìåíè ðàñ÷åòà, èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòà-
ïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøàåòñÿ ñòàòè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè î
âäàâëèâàíèè âàëà âî âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü ïîäøèïíèêà, íà âòîðîì � ñâÿçàí-
íàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè î âðàùåíèè âàëà.

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ðàçáèåíèå ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ 8-óçëîâîãî ñâÿçàííîãî òåð-
ìîóïðóãîãî ýëåìåíòà C3D8T. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü ïîäøèïíèêà è âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü âàëà ïîêðûâàþòñÿ
êîíòàêòíûìè ïàðàìè ýëåìåíòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è çàäàþòñÿ
ìèíèìàëüíûé è ìàêñèìàëüíûé øàãè ïî âðåìåíè, à òàêæå îïöèè, äàþùèå âîç-
ìîæíîñòü ïàêåòó Abaqus âûáèðàòü îïòèìàëüíûé øàã ïî âðåìåíè ïðè ïðîâåäåíèè
ðàñ÷¼òîâ.

4. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ.
Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëè çàäàíû ñëåäóþùèå çíà÷å-

íèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Âíóòðåííèé ðàäèóñ ïîäøèïíèêà
R1 = 0:023ì, âíåøíèé ðàäèóñ ïîäøèïíèêà 0:03 ì, ïðîìåæóòî÷íûé ðàäèóñ ìåæäó
ñëîÿìè ïîäøèïíèêà Rs = 0:026ì. Çàçîð ìåæäó âàëîì è ïîäøèïíèêîì � = 9 � 10� 5

ì, äëèíà ïîäøèïíèêà l = 0:03 ì, âûñòóï âàëà d = 0:005 ì.
Îñíîâíîé ñëîé ïîäøèïíèêà ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì èç áðîíçû, à âíóò-

ðåííèå àíòèôðèêöèîííûå âñòàâêè � èç ôòîðîïëàñòà. Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷¼òîâ
âàë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòàëüíûì. Äëÿ áðîíçû èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ìàòåðèàëü-
íûå êîíñòàíòû: ïëîòíîñòü � 1 = 8800 êã/ì 3, êîýôôèöèåíòû Ëàìå � 1 = 6:3� 1010 Ïà,
� 1 = 4:2 � 1010 Ïà, êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè � 1 = 76 Âò/(ì Ê), êî-
ýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ � 1 = 1:8 � 10� 5 K � 1, óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü
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C1 = 435 Äæ/(êã Ê); äëÿ ôòîðîïëàñòà - � 2 = 2200 êã/ì 3, � 2 = 2:3 � 108 Ïà,
� 2 = 1:54� 108 Ïà, � 2 = 0:25 Âò/(ì Ê), C2 = 1040 Äæ/(êã Ê); äëÿ ñòàëè - � 3 = 7800
êã/ì 3, � 3 = 1:21 � 1011 Ïà, � 3 = 8:1 � 1010 Ïà, � 3 = 50:2 Âò/(ì Ê), � 3 = 1:1 � 10� 5

K � 1, C3 = 462 Äæ/(êã Ê).
Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ äëÿ ôòîðîïëàñòà îò òåìïå-

ðàòóðû ïðèâåäåíà â òàá. 1.

Òàáëèöà 1 � Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ äëÿ ôòîðîïëàñòà.

t, C0 -10 20 50 110 120 200 210 280
� 2(t) � 104; K � 1 0.8 2.5 1.1 1.1 1.5 1.5 2.1 2.1

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû â
òî÷êàõ âàëà è ïîäøèïíèêà, èìåþùèõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîîðäèíàòû
r = R1; � = � �= 2; z = 0. Ñêà÷êîîáðàçíîå ïîâåäåíèå òåìïåðàòóðû äëÿ ïîäøèïíèêà
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî òî÷êà ïîäøèïíèêà, ïðîõîäÿ ÷åðåç çîíó êîíòàêòà, ïîëó÷àåò
íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òåïëà çà ñ÷åò òåïëîâûäåëåíèÿ îò òðåíèÿ, à â äàëüíåéøåì,
âûõîäÿ èç çîíû êîíòàêòà, òåðÿåò òåïëî çà ñ÷åò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âãëóáü ïîäøèï-
íèêà è êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé.

Ðèñóíîê 2 � Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå èññëåäóåìîé ìîäåëè

(à) (á)

Ðèñóíîê 3 � Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (à) è êîíòàêòíûõ äàâëåíèé (á) ïî ïîâåðõíîñòè
ïîäøèïíèêà ïîñëå 5 c âðàùåíèÿ
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Çîíó êîíòàêòà ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 3 (á), ðèñ. 3 (à) � ðàñïðåäåëåíèå òåìïå-
ðàòóðû ïî ïîâåðõíîñòè ïîäøèïíèêà.

5. Çàêëþ÷åíèå. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî áîëüøîå çíà÷åíèå â äîñòèæåíèè
òåïëîâîãî áàëàíñà â ðàññìîòðåííîé ìîäåëè ïîäøèïíèêîâîé ñèñòåìû èãðàåò òåïëî-
îòâîä ñ ïîâåðõíîñòåé âàëà è ïîäøèïíèêà, à ïðè óâåëè÷åíèè òàêèõ ïàðàìåòðîâ, êàê
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âàëà, çíà÷åíèå íàãðóçêè, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, äîñòèæåíèå
òåïëîâîãî áàëàíñà â ïîäøèïíèêîâîé ñèñòåìå çàìåäëÿåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûé ìåòîä ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà Abaqus äëÿ äàííîé çàäà÷è îêàçàëñÿ
äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì è ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èññëåäîâàòü ïîäîáíûå çàäà÷è
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âõîäíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå âíóòðåííåãî ãðàíòà ÞÔÓ Á× 213.01-2014/03-
ÂÃ è ãðàíòà ÐÔÔÈ 16-08-00852 À.
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ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ

Øâåä Î. Ë.
Îáúåäèíåííûé èíñòèòóò ïðîáëåì èíôîðìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè, Ìèíñê

Äëÿ îïèñàíèÿ ðîñòà óïðóãîé àíèçîòðîïèè ïðè óñëîâèè åãî ìèíèìèçàöèè ïîëó÷åíî
îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëüíîì âèäå. Ñ öåëüþ åãî ïðîâåðêè èñïîëüçîâà-
ëàñü çàâèñèìîñòü óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè îò ïàðàìåòðîâ
àíèçîòðîïèè äëÿ òðèêëèííîãî ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà. Â îñîáîì ñëó÷àå ïðè ïðîñòîì ðàñ-
òÿæåíèè è ïðîñòîì ñæàòèè íàéäåíû íåîáõîäèìûå äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ â êî-
íå÷íîì âèäå. Â ñëó÷àå êóáè÷åñêè-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà äîïîëíåíèÿ ê îïðåäåëÿþùåìó
óðàâíåíèþ òàêæå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè óñëîâèè, åñëè êóáè÷åñêàÿ àíèçîòðîïèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííîé.

1. Òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå ðîñòà óïðóãîé àíèçîòðîïèè â ðåçóëüòàòå ïëàñòè÷å-
ñêîé äåôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ïðîáëåìîé. Ìîäåëü ìàòåðèàëà, ïðåäëîæåííàÿ
â [1] èñïîëüçóåò çàêîí óïðóãîñòè Ìóðíàãàíà [2, 3], êîòîðûé ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü
ðîñò óïðóãîé àíèçîòðîïèè. Êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ [4] íå òðåáóåò ââåäåíèÿ ïàðà-
ìåòðà ïîâðåæäàåìîñòè è âûòåêàåò èç ñóòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè [1]. Ïðè÷èíîé
ðàçðóøåíèÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ ÿâëÿåòñÿ ðîñò óïðóãîé àíèçîòðîïèè, ïîýòîìó ïðà-
âèëüíîå åãî îïèñàíèå èìååò âàæíîå çíà÷åíèå. Âîçðàñòàþùóþ ïî ñëîæíîñòè àíè-
çîòðîïèè èåðàðõèþ ìîäåëåé óïðóãîïëàñòè÷íîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî, îðòîòðîïíîãî, ìîíîêëèííîãî, òðè-
êëèííîãî ìàòåðèàëîâ. Òðàíñâåðñàëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ ðåàëèçóåòñÿ ïðè îäíîîñíûõ
íàãðóæåíèÿõ íà ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè ýêñïåðèìåíòà-
ìè. Èçâåñòåí åùå êóáè÷åñêè-èçîòðîïíûé ìàòåðèàë [2]. Îäíàêî ìîäåëüíûé ïðèìåð
óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, â êîòî-
ðîì ìîãëà áû âîçíèêíóòü êóáè÷åñêàÿ àíèçîòðîïèÿ, îáíàðóæèòü â äàííîé ðàáîòå
íå óäàëîñü. Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííîé àíèçîòðîïèåé.
Áóäåì èñõîäèòü èç îáùèõ çàâèñèìîñòåé äëÿ òðèêëèííîãî ìàòåðèàëà ïðè ïîëó÷å-
íèè âîçìîæíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû àíèçîòðîïèè â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Îíè
áóäóò íåñêîëüêî îòëè÷àòüñÿ îò òåõ ñîîòíîøåíèé, â êîòîðûõ ÷àñòü ïàðàìåòðîâ àíè-
çîòðîïèè íå ó÷èòûâàëàñü. Ïîñêîëüêó ìîäåëü óïðóãîïëàñòè÷íîñòè ñâÿçàíà ñ êîí-
êðåòíûì ñëîæíûì çàêîíîì, òî ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïðè ðàñ÷åòå
óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìûì òðåáîâàíèåì ÿâëÿ-
åòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ðîñòà óïðóãîé àíèçîòðîïèè.

2. Ïóñòü c1; c2; c3 íåïîäâèæíûé îðòîíîðìèðîâàííûé òðèýäð, ñ ïîìîùüþ êî-
òîðîãî áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ àíèçîòðîïèè. Ââåäåì óäåëüíóþ
ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ óïðóãîé äåôîðìàöèè â ôîðìå Ìóðíàãàíà [3]:

ý = ý0 + ý2 + ý3 + c; (1)
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ý2 =
X

(� i (ci � C � ci )2 + � 3+ i c1 � C � c2ci � C � ci + � 11+ i c1 � C � c3ci � C � ci +

+ � 15+ i c2 � C � c3ci � C � ci ) + � 7(c1 � C � c2)2 + � 11(c1 � C � c3)2 + � 15(c2 � C � c3)2+

+ � 8c1 �C �c1c2 �C �c2 + � 9c2 �C �c2c3 �C �c3 + � 10c1 �C �c1c3 �C �c3 + � 19c2 �C �c1c1 �C �c3+

+ � 20c1 � C � c2c2 � C � c3 + � 21c1 � C � c3c3 � C � c2;

ý3 =
X

� 21+ i (ci � C � ci )3 + � 25(c1 � C � c1)2c2 � C � c2 + � 26(c1 � C � c1)2c3 � C � c3+

+ � 27(c2 � C � c2)2c1 � C � c1 + � 28(c2 � C � c2)2c3 � C � c3 + � 29(c3 � C � c3)2c1 � C � c1+

+ � 30(c3 �C �c3)2c2 �C �c2+ � 31c1 �C �c1c2 �C �c2c3 �C �c3+( c1 �C �c3)2
X

� 31+ i ci � C � ci +

+ � 35(c1 � C � c2)2c1 � C � c3 + � 36(c1 � C � c2)2c2 � C � c3 + � 37(c1 � C � c3)2c2 � C � c1+

+ � 38(c1 � C � c3)2c2 � C � c3 + � 39(c2 � C � c3)2c1 � C � c2 + � 40(c2 � C � c3)2c1 � C � c3+

+ � 41c1 �C �c2c1 �C �c3c2 �C �c3+ � 42(c1 �C �c1)2c1 �C �c2+ c1 �C �c3

X
� 40+3 i (ci � C � ci )2+

+ c2 � C � c3

X
� 41+3 i (ci � C � ci )2 + � 45(c2 � C � c2)2c1 � C � c2 + � 48(c3 � C � c3)2c1 � C � c2+

+ � 51c1 � C � c1(c1 � C � c2)2 + � 52c2 � C � c2(c1 � C � c2)2 + � 53c3 � C � c3(c1 � C � c2)2+

+ � 54(c1 � C � c2)3 + � 55(c1 � C � c3)3 + � 56(c2 � C � c3)3 + ( c2 � C � c3)2
X

� 56+ i ci � C � ci +

+ � 60c1�C �c1c2�C �c2c1�C �c2+ � 61c1�C �c1c2�C �c2c1�C �c3+ � 62c1�C �c1c2�C �c2c2�C �c3+

+ � 63c1�C �c1c3�C �c3c1�C �c2+ � 64c1�C �c1c3�C �c3c1�C �c3+ � 65c1�C �c1c3�C �c3c2�C �c3+

+ � 66c2�C �c2c3�C �c3c1�C �c2+ � 67c2�C �c2c3�C �c3c1�C �c3+ � 68c2�C �c2c3�C �c3c2�C �c3+

+ c1 � C � c2c1 � C � c3

X
� 66+3 i ci � C � ci + c1 � C � c2c2 � C � c3

X
� 67+3 i ci � C � ci +

+ c1 � C � c3c2 � C � c3

X
� 68+3 i ci � C � ci (i = 1; 2; 3);

ãäå ý2; ý3 � àíèçîòðîïíûå ñòðóêòóðû âòîðîé è òðåòüåé ñòåïåíè ïî êîìïîíåíòàì
òåíçîðà óïðóãîé äåôîðìàöèè Êîøè�Ãðèíà C = 2 � 1(G � E), c � ìèíèìàëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ óñëîâèå ý > 0. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ àíè-
çîòðîïèè � j = 0 ( j = 1; 2; :::; 77), è òîãäà ý ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé ïåðåõîäèò â
èçîòðîïíûé ïîòåíöèàë Ìóðíàãàíà ý0.

Èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ñêàëÿðà ý, èíâàðèàíòíîãî â ãðóïïàõ ñèììåòðèè ïðè
óêàçàííûõ âèäàõ àíèçîòðîïèè [2]. Ïóñòü òåíçîð C0 ïîëó÷åí îðòîãîíàëüíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì (ïðåîáðàçîâàíèåì ïîâîðîòà) òåíçîðà C. Ñêàëÿð èíâàðèàíòíûé â
ãðóïïå ñèììåòðèè èçîòðîïèè îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ( ý0(C) � ý0(C0) = 0 ) ïðè ïðå-
îáðàçîâàíèè ïîâîðîòà íà ëþáîé óãîë äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ. Ñêàëÿð èíâàðè-
àíòíûé â ãðóïïå ñèììåòðèè òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì
(ý(C)� ý(C0) = 0 ) ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîâîðîòà íà ëþáîé óãîë âîêðóã íàïðàâëåíèÿ
îñè c1 èëè c2 èëè c3. Ñêàëÿð èíâàðèàíòíûé â ãðóïïå ñèììåòðèè êóáè÷åñêîé èçî-
òðîïèè îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîâîðîòà íà óãîë �= 2 âîêðóã íà-
ïðàâëåíèÿ îñåé c1; c2; c3. Ñêàëÿð èíâàðèàíòíûé â îðòîòðîïíîé ãðóïïå ñèììåòðèè
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîâîðîòà íà óãîë � âîêðóã íàïðàâëå-
íèÿ îñåé c1; c2. Ñêàëÿð èíâàðèàíòíûé â ìîíîêëèííîé ãðóïïå ñèììåòðèè îñòàåòñÿ
íåèçìåííûì ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîâîðîòà íà óãîë � âîêðóã íàïðàâëåíèÿ îäíîé
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èç îñåé c1; c2; c3. Ñêàëÿð èíâàðèàíòíûé â òðèêëèííûé ãðóïïå ñèììåòðèè îñòàåòñÿ
ïîñòîÿííûì òîëüêî ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè, çàäàâàåìîì åäèíè÷íûì
òåíçîðîì E. Ïóñòü xn ; ym êîìïîíåíòû â òåíçîðíîì ïðåäñòàâëåíèè C, C0. Èñïîëü-
çóÿ (1) è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè xnxm , xnxmxk ôîðì ý2(C) � ý2(C0),
ý3(C)� ý3(C0), óñòàíàâëèâàåì âîçìîæíûå íåíóëåâûå ïàðàìåòðû àíèçîòðîïèè, à àê-
æå âîçìîæíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ýòè ïàðàìåòðû.

Äëÿ êóáè÷åñêè-èçîòðîïíîãî, òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî, îðòîòðîïíîãî ìàòå-
ðèàëîâ íåíóëåâûõ ïàðàìåòðîâ àíèçîòðîïèè � j ìîæåò áûòü 29 (9+20), ãäå j 2 f 1� 3;
7 � 11; 15; 22� 34; 41; 51� 53; 57� 59g: Äëÿ ìîíîêëèííîãî ìàòåðèàëà òàêèõ ïàðà-
ìåòðîâ áóäåò 45 (13+32). Äëÿ òðèêëèííîãî âñå 77 (21+56) ïàðàìåòðîâ ìîãóò áûòü
íåíóëåâûìè. Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñ îñüþ c1, c2 è c3 ñîîò-
âåòñòâåííî íàõîäèì

� 3 = � 2; � 8 = � 10; � 24 = � 23; � 30 = � 28; � 26 = � 25; � 29 = � 27;

� 11 = � 7; � 41 = 2( � 34 � � 33); � 51 = � 32; � 53 = � 33; � 52 = � 34; (2)

� 15 = 2� 2 � � 9; � 59 = � 58 = 3� 23 � � 28; � 57 = 2� 27 � � 31;

� 1 = � 3; � 9 = � 8; � 22 = � 24; � 29 = � 26; � 28 = � 27; � 30 = � 25;

� 7 = � 15; � 41 = 2( � 51 � � 57); � 52 = � 58; � 53 = � 57; � 59 = � 51; (3)

� 11 = 2� 3 � � 10; � 34 = � 32 = 3� 24 � � 26; � 33 = 2� 25 � � 31;

� 2 = � 1; � 10 = � 9; � 23 = � 22; � 27 = � 25; � 28 = � 26; � 30 = � 29;

� 15 = � 11; � 41 = 2( � 32 � � 33); � 57 = � 33; � 58 = � 32; � 59 = � 34; (4)

� 7 = 2� 1 � � 8; � 52 = � 51 = 3� 22 � � 25; � 53 = 2� 26 � � 31:

Äëÿ êóáè÷åñêè-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïîëó÷àåì âîçìîæíûå íåíóëåâûå ïàðà-
ìåòðû � j , êîòîðûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà 9 ãðóïï: j 2 f 1; 2; 3g, j 2 f 8; 9; 10g,
j 2 f 22; 23; 24g, j 2 f 25; 26; 27; 28; 29; 30g, j 2 f 7; 11; 15g, j 2 f 32; 34; 51; 52; 58; 59g,
j 2 f 33; 53; 57g, j = 31, j = 41. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èç ïåðâûõ ñåìè ãðóïï äîëæíû
ñîâïàäàòü. Äëÿ îðòîòðîïíîãî, ìîíîêëèííîãî è òðèêëèííîãî ìàòåðèàëîâ îãðàíè-
÷åíèÿ òèïà (2)�(4) îòñóòñòâóþò.

3. Èç (1) ïîëó÷àåì îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå â êîíå÷íîì âèäå äëÿ òåíçîðà
íàïðÿæåíèé Êîøè:

T = 2L � 1
3 Fe �

@ý
@G

� FT
e = T 0 +

X

j

� j T j (5)

(T 0 = 2L � 1
3 Fe �

@ý0

@G
� FT

e ; T j = 2L � 1
3 Fe �

@(ý2 + ý3)
@G

� FT
e );

ãäåG = FT
e � Fe, íåîñîáåííûé òåíçîð Fe = V � OT çàìåíÿåò äåôîðìàöèîííûé ãðà-

äèåíò, O � ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé òåíçîð ïîâîðîòà, ñîïðîâîæäàþùèé óïðó-
ãóþ äåôîðìàöèþ, L3 � òðåòèé ãëàâíûé èíâàðèàíò ìåðû óïðóãèõ èñêàæåíèé V .
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Ïîñòóëèðóåì äèôôåðåíöèàëüíîå îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðîâ àíèçî-
òðîïèè, â êîòîðîì âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

_� j = kj � N � �T j (
p

T j � �T j )� 1(T j 6= 0; � > 0; kj = � 1); _� j = 0( T j = 0) : (6)

Ðàíåå â [1] ðàññìàòðèâàëñÿ òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé. Â (6)N � íîðìèðîâàííûé
âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè äåâèàòîðíîãî ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè, ïðè
âåêòîðíîé èíòåðïðåòàöèè äåâèàòîðà ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà. Åãî âûáîð äëÿ àíè-
çîòðîïíîãî ìàòåðèàëà îñóùåñòâÿòñÿ, êàê óêàçàíî â [1, 5]. Òåíçîðû T j âû÷èñëÿþò-
ñÿ èç (1), (5) ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû @cn �G �cm

@G = 2 � 1(cncm + cncm ) è áåðóòñÿ
íîðìèðîâàííûìè, ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû àíèçîòðîïèè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîïðàâíûìè.
Íàïðèìåð, èìååì T i = L � 1

3 (ci � G � ci � 1)V � C i C i � V , C i = OT � ci = ci � O. Ñêà-
ëÿðû kj âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè ïàðàìåòðà ðîñòà àíèçîòðîïèè � .
Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ïðîöåäóðû ìèíèìèçàöèè çàïèøåì îñòàëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ äëÿ òåíçîðà T è ïîòåíöèàëà íàïðÿæåíèé ý:



T = K (Q � Q � �NN ); (L � 1

3 ý_) = (1 � � )T � �D ; (7)

ãäå


T � îáúåêòèâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè òåíçîðà T , 
 = _OT � O � êî-

ñîñèììåòðè÷íûé òåíçîð óïðóãîãî ñïèíà [1], Q = Q(D ) � äåâèàòîð, îïðåäåëÿ-
þùèé êðèòåðèé òå÷åíèÿ (Q � �N > 0), D � òåíçîð ñêîðîñòè äåôîðìàöèé, K �
ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ñêàëÿð íå çàâèñÿùèé îò D . Ñêàëÿð � � áëèçêàÿ ê åäèíèöå
îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòü âåëè÷èíû ðàññåèâàåìîé ðàáîòû äåôîðìàöèè, îïðåäåëÿåòñÿ
â áàçîâîì îäíîîñíîì ýêñïåðèìåíòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëüíîãî êðèòåðèÿ ðàçðó-
øåíèÿ [4]. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèÿ (1), (5) è ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèÿ (7),
ñ èñïîëüçîâàíèåì (6) ïîëó÷àåì ñèñòåìó îäíîãî òåíçîðíîãî è îäíîãî ñêàëÿðíî-

ãî óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà


V è ñêàëÿðà � .

Îíà ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ñåìè ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî øåñòè êîìïî-
íåíò â áàçèñå c1; c2; c3 ïðîèçâîäíîé ìåðû óïðóãèõ èñêàæåíèé è ïàðàìåòðà ðîñòà
àíèçîòðîïèè. Ðåøåíèå ñèñòåìû íàõîäèì ïî ìåòîäó Êðàìåðà. Ñ÷èòàåì, ÷òî îïðå-
äåëèòåëü ñèñòåìû � 6= 0. Äëÿ � ïîëó÷àåì � � 1 = (� 7)� 1� . Åñëè � 7 = 0, òî
ïîëó÷àåì � = 0. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ � 7 6= 0. Ýëåìåíòû ñåäüìîãî ñòîëáöà ìàò-
ðèöû ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ai 7 =

P
j B ij kj , à îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû

� =
P

i A i 7ai 7; (i = 1; 7), ãäåA i 7 � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ñåäüìî-
ãî ñòîëáöà. Èìååì � � 1(� 7)� 1

P
i A i 7

P
j B ij kj =

P
j ((� 7)� 1

P
i A i 7B ij )kj . Ïîëàãàåì

kj = 1, åñëè (� 7)� 1
P

i A i 7B ij > 0 è kj = � 1, åñëè (� 7)� 1
P

i A i 7B ij < 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, âåëè÷èíà îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû âûáðàíà ìàêñèìàëüíîé ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå, ÷òî ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ � 6= 0. Çíà÷åíèå � ïîëó÷àåòñÿ
ìèíèìàëüíûì ïî âñåì íàáîðàì kj = � 1.

4. Ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðîâåðÿëàñü ïðèãîäíîñòü
îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (6) äëÿ îïèñàíèÿ íàéäåííûõ íóëåâûõ ïàðàìåòðîâ àíè-
çîòðîïèè è ïîëó÷åííûõ îãðàíè÷åíèé íà âîçìîæíûå íåíóëåâûå ïàðàìåòðû. Ïåð-
âîå óòâåðæäåíèå ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàåòñÿ äëÿ âñåõ âèäîâ àíèçîòðîïèè. Âòîðîå
óòâåðæäåíèå ïîëíîñòüþ íå ïîäòâåðæäàåòñÿ. Äëÿ êóáè÷åñêè-èçîòðîïíîãî ìàòåðèà-
ëà îãðàíè÷åíèé áóäåò 20. Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà â êàæäîì èç
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òðåõ ñëó÷àåâ íàãðóæåíèÿ (2)�(4) îãðàíè÷åíèé áóäåò 15. Èç íèõ íå âûïîëíÿþòñÿ 4,
îíè çàïèñàíû â ïîñëåäíèõ ñòðî÷êàõ ýòèõ ñîîòíîøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (6) â öåëîì ïðèãîäíî äëÿ îïèñàíèÿ ðîñòà àíèçîòðîïèè,
íî åãî ñëåäóåò äîïîëíèòü ñîîòíîøåíèÿìè â êîíå÷íîì âèäå. Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-
èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ýòî áóäóò 4 ñîîòíîøåíèÿ â êàæäîì èç òðåõ âîçìîæíûõ
ñëó÷àåâ, çàïèñàííûå â ïîñëåäíèõ ñòðî÷êàõ (2)�(4).
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Shved O. L. The de�ning equation for anisotropic parameters in the model triclinic
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ÏËÈÒ Ñ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÌÈ ÍÀÏÐßÆÅÍÈßÌÈ

Øåéäàêîâ Ä. Í., Ôåäîðåíêî À. Ã.
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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ áèôóðêàöèè ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíî óïðóãèõ
ïëèò ñ ïîâåðõíîñòíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè òðåõìåð-
íûõ òåë èññëåäîâàíî âûïó÷èâàíèå êðóãëîé ïëèòû ïðè ðàäèàëüíîì ñæàòèè. Ïðè ýòîì
ïîëàãàëîñü, ÷òî íà åå ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ äåéñòâóþò ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ è ïî-
âåäåíèå ïëèòû îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Ãåðòèíà�Ìåðäîêà. Äàííàÿ ìîäåëü ñ ìå-
õàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýêâèâàëåíòíà äåôîðìèðóåìîìó òåëó, íà ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî
ïðèêëååíà óïðóãàÿ ìåìáðàíà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçîòðîïíîãî ñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà
ïîëó÷åíû òî÷íûå óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è ñôîðìóëèðîâàíû ëèíåàðèçî-
âàííûå êðàåâûå çàäà÷è, ïóòåì ðåøåíèÿ êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíî
óïðóãîé êðóãëîé ïëèòû ñ ïîâåðõíîñòíûìè íàïðÿæåíèÿìè.

1. Ðàâíîâåñèå êðóãëîé ïëèòû ïðè ðàäèàëüíîì ñæàòèè. Â ðàìêàõ ìîäå-
ëè Ãåðòèíà�Ìåðäîêà ñèñòåìà óðàâíåíèé ñòàòèêè íåëèíåéíî óïðóãîãî òåëà ñ ïî-
âåðõíîñòíûìè íàïðÿæåíèÿìè ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë ñîñòîèò èç óðàâíåíèé
ðàâíîâåñèÿ

�
r �D = 0; (1)

óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ íà ÷àñòè ïîâåðõíîñòè òåëà 
 s, ãäå äåéñòâóþò ïîâåðõíîñòíûå
íàïðÿæåíèÿ �

n � D �
�
r s � D s

� �
�
�

 s

= t ; (2)

óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ

D = P � C; P = 2
@W(G)

@G
; D s = P s � Cs; P s = 2

@Ws(G s)
@G s

; (3)

è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé

G = C � CT ; C =
�
r R; G s = Cs � CT

s ; Cs =
�
r sR

�
�
�

 s

: (4)

ÇäåñüD è P � òåíçîðû íàïðÿæåíèé Ïèîëû è Êèðõãîôà, ñîîòâåòñòâåííî,
�
r �

òðåõìåðíûé íàáëà-îïåðàòîð â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ,
�
r s � ïîâåðõíîñòíûé

íàáëà-îïåðàòîð, D s è P s � òåíçîðà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé òèïà Ïèîëû è
òèïà Êèðõãîôà, n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè íåäåôîðìèðîâàí-
íîãî òåëà, t � âåêòîð ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè, W è Ws � ïëîòíîñòè îáúåìíîé
è ïîâåðõíîñòíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâåííî, G è G s �
ìåðû äåôîðìàöèè Êîøè�Ãðèíà â îáúåìå è íà ïîâåðõíîñòè, C è Cs � ãðàäèåíòû
äåôîðìàöèè, R � ðàäèóñ-âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå ÷àñòèö òåëà â äåôîð-
ìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.
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Ñ ó÷åòîì (3), â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî îäíîðîäíîãî òåëà äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé
Êèðõãîôà P ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

P =
3X

k=1

� kdk 
 dk ; � k = 2
@W(G1; G2; G3)

@Gk
; G =

3X

k=1

Gkdk 
 dk ; (5)

ãäå Gk ; dk (k = 1; 2; 3) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìåðû äå-
ôîðìàöèè Êîøè�Ãðèíà G. Â òîæå âðåìÿ, âûðàæåíèå òåíçîðà ïîâåðõíîñòíûõ íà-
ïðÿæåíèé òèïà Êèðõãîôà P s èìååò âèä:

P s = � 1Es + 2� 2G s; � m = 2
@Ws(j 1; j 2)

@jm
; m = 1; 2; j 1 = tr G s; j 2 = tr G2

s: (6)

Çäåñüj 1; j 2 � èíâàðèàíòû ìåðû ïîâåðõíîñòíîé äåôîðìàöèè òèïà Êîøè�Ãðèíà G s,
E è Es = E � n 
 n � òðåõìåðíûé è ïîâåðõíîñòíûé åäèíè÷íûå òåíçîðà, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ðàññìîòðèì êðóãëóþ ïëèòó ðàäèóñà r0 è òîëùèíû 2h. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà
åå âåðõíåé
 + (z = h) è íèæíåé 
 � (z = � h) ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ äåéñòâóþò
ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ, ò. å. 
 s = 
 + [ 
 � . Â ñëó÷àå ðàäèàëüíîãî ñæàòèÿ
ïëèòû ðàäèóñ-âåêòîð R îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

R = ReR + ZeZ ; (7)

R = �r; 0 6 r 6 r0; � = '; 0 6 ' 6 2�; Z = f (z); jzj 6 h;

ãäå r; '; z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè (ëàãðàíæå-
âû êîîðäèíàòû), R; � ; Z � ýéëåðîâû öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, f er ; e' ; ezg è
f eR ; e� ; eZ g � îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå áàçèñû ëàãðàíæåâûõ è ýéëåðîâûõ
êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâåííî, � � êîýôôèöèåíò ðàäèàëüíîãî ñæàòèÿ, f (z) � íåèç-
âåñòíàÿ ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ òîëùèííóþ äåôîðìàöèþ ïëèòû.

Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (4), (7), ãðàäèåíòû äåôîðìàöèè â îáúåìå è íà ïîâåðõ-
íîñòè ðàâíû:

C = � er 
 eR + � e' 
 e� + f 0ez 
 eZ ; C � = � er 
 eR + � e' 
 e� : (8)

Çäåñü è äàëåå0 îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî z, èíäåêñàìè ¾+¿ è ¾�¿ îáîçíà÷àþòñÿ
ïîâåðõíîñòíûå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê âåðõíåé è íèæíåé ëèöåâûì ïîâåðõíîñòÿì
êðóãëîé ïëèòû, ñîîòâåòñâåííî.

Èç ñîîòíîøåíèé (4), (8) ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåð äåôîð-
ìàöèè Êîøè�Ãðèíà

G = � 2er 
 er + � 2e' 
 e' + f 02ez 
 ez; G � = � 2er 
 er + � 2e' 
 e' : (9)

Ñîãëàñíî (9), â ñëó÷àå ðàññìîòðåííîé íà÷àëüíîé äåôîðìàöèè ñîáñòâåííûå âåê-
òîðà dk (k = 1; 2; 3) ìåðû äåôîðìàöèè Êîøè�Ãðèíà G ñîâïàäàþò ñ âåêòîðíûì
áàçèñîì ëàãðàíæåâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, ò. å. d1 = er ; d2 = e' ; d3 = ez,
à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû: G1 = G2 = � 2; G3 = f 02. Òîãäà, ñ ó÷åòîì (5), (6),
äëÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé Êèðõãîôà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

P = � 1er 
 er + � 2e' 
 e' + � 3ez 
 ez; P � =
�
� �

1 + 2� 2� �
2

�
(er 
 er + e' 
 e' ) :



242 Øåéäàêîâ Ä. Í., Ôåäîðåíêî À. Ã.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (3), íàéäåì ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðà íà-
ïðÿæåíèé Ïèîëû D è òåíçîðîâ ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé òèïà Ïèîëû D + è D �

â ñëó÷àå äåôîðìàöèè ðàäèàëüíîãî ñæàòèÿ êðóãëîé ïëèòû

D = �� 1er 
 er + �� 2e' 
 e' + f 0� 3ez 
 ez;

D � = � (� �
1 + 2� 2� �

2 ) (er 
 er + e' 
 e' ) :
(10)

Ñ ó÷åòîì (10), èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî � 1 = � 2 ïðè ðàñ-
ñìîòðåííîé íà÷àëüíîé äåôîðìàöèè, à íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ f (z) óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

� 3f 00+ � 0
3f 0 = 0 (11)

Ñîãëàñíî (2), (10), óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëèòû 
 + è

 � ïðè îòñóòñòâèè ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê èìåþò âèä:

� 3f 0jz= � h = 0 (12)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå-
ôîðìàöèè W íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ f (z) íàõîäèòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ êðàåâîé çà-
äà÷è (11), (12) ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì f (0) = 0 , âûðàæàþùèì îòñóòñòâèå
âåðòèêàëüíûõ ñìåùåíèé íà ñåðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëèòû.

2. Âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîìèìî îïèñàííîãî âûøå
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïëèòû ñ ïîâåðõíîñòíûìè íàïðÿæåíèÿìè ïðè òåõ æå âíåø-
íèõ íàãðóçêàõ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî áëèçêîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, îïðåäåëÿå-
ìîå ðàäèóñ-âåêòîðîì R + � v. Çäåñü� � ìàëûé ïàðàìåòð, v � âåêòîð äîáàâî÷íûõ
ïåðåìåùåíèé.

Âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíî óïðóãîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè:

�
r � D � = 0 (13)

D � = P � � C + P �
�
r v

ÇäåñüD � è P � � ëèíåàðèçîâàííûå òåíçîðû íàïðÿæåíèé Ïèîëû è Êèðõãîôà, ñî-
îòâåòñòâåííî. ×òîáû íàéòè âûðàæåíèå ïîñëåäíåãî, ïðîâåäåì ëèíåàðèçàöèþ îïðå-
äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (5)

P � =
3X

k=1

(� �
kdk 
 dk + � kd �

k 
 dk + � kdk 
 d �
k)

G � =
3X

k=1

(G�
kdk 
 dk + Gkd �

k 
 dk + Gkdk 
 d �
k)

(14)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåêòîðû dk è d �
k (k = 1; 2; 3) âçàèìíîîðòîãîíàëüíû, ò. å. dk � d �

k = 0,
èç (14) ïîëó÷èì (m = 1; 2; 3; k 6= m)

dk � P � � dk = � �
k ; dk � P � � dm =

� k � � m

Gk � Gm
dk � G � � dm ; (15)
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ãäå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ � �
k èìåþò âèä:

� �
k =

3X

n=1

� kn G�
n ; � kn =

@�k(G1; G2; G3)
@Gn

; G�
n = dn � G � � dn : (16)

Ôîðìóëû (15), (16) äàþò ïðåäñòàâëåíèå âñåõ êîìïîíåíò ëèíåàðèçîâàííîãî òåí-
çîðà íàïðÿæåíèé Êèðõãîôà P � â áàçèñåf d1; d2; d3g ÷åðåç êîìïîíåíòû ëèíåàðèçî-
âàííîé ìåðû äåôîðìàöèè Êîøè�Ãðèíà G � , à ñàì òåíçîð G � ðàâåí

G � =
�
r v � CT + C �

�
r v

T
:

Ñîãëàñíî (2), ëèíåàðèçîâàííûå óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ
ïëèòû 
 + è 
 � , ãäå äåéñòâóþò ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ, èìåþò âèä:

�
n � D � �

�
r � � D �

�

� �
�
�
z= � h

= 0 (17)

ÇäåñüD �
+ è D �

� � ëèíåàðèçîâàííûå òåíçîðû ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé òèïà Ïèî-
ëû, äëÿ êîòîðûõ ñ ó÷åòîì (3), (6) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

D �
� = P �

� � C � + P � �
�
r � v � ; P �

� = � �
1

� E � + 2� �
2

� G � + 2� �
2 G �

� ;

� �
m

� =
2X

n=1

� �
mn j �

n
� ; � �

mn =
@��m (j �

1 ; j �
2 )

@j�n
; m = 1; 2

j �
1

� = tr G �
� ; j �

2
� = 2tr

�
G � � G �

�

�
; G �

� =
�
r � v � � CT

� + C � �
�
r � v �

T
:

ÇäåñüP �
+ è P �

� � ëèíåàðèçîâàííûå òåíçîðû ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé òèïà
Êèðõãîôà, G �

+ è G �
� � ëèíåàðèçîâàííûå ìåðû ïîâåðõíîñòíîé äåôîðìàöèè òè-

ïà Êîøè�Ãðèíà, à v � = vjz= � h � âåêòîðû äîáàâî÷íûõ ïåðåìåùåíèé ëèöåâûõ
ïîâåðõíîñòåé.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà êðàå ïëèòû (r = r0) çàäàíî ïîñòîÿííîå ðàäèàëüíîå ïå-
ðåìåùåíèå, îòñóòñòâóåò àçèìóòàëüíîå è íåò òðåíèÿ ïðè âåðòèêàëüíîì ñìåùåíèè.
Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ëèíåàðèçîâàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

er � D � � eZ jr = r 0
= 0; v � eR jr = r 0

= v � e� jr = r 0
= 0: (18)

Çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà äîáàâî÷íûõ ïåðåìåùåíèé v â áàçèñå ýéëåðî-
âûõ êîîðäèíàò:

v = vReR + v� e� + vZ eZ :

Âûðàæåíèÿ (13), îïèñûâàþùèå âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ êðóãëîé
ïëèòû, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó 3 óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíî-
ñèòåëüíî 3 íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ïåðåìåííûõ r; '; z . Ïîäñòàíîâêà

vR = VR (r; z) cosn'; v � = V� (r; z) sinn'; v Z = VZ (r; z) cosn'; n = 0; 1; 2:::

ïðèâîäèò ê îòäåëåíèþ ïåðåìåííîé ' â ýòèõ óðàâíåíèÿõ, ñâîäÿ èññëåäîâàíèå óñòîé-
÷èâîñòè ê ðåøåíèþ îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (13), (17), (18) äëÿ ñèñòåìû 3 óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ r; z.
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé (n = 0) èñïîëüçîâàíèå áîëåå
ïðîñòîé ïîäñòàíîâêè

vR = VR (z) J1 (�r ) ; v� = V� (z) J1 (�r ) ; vZ = VZ (z) J0 (�r ) ;

� = � m=r0; J1 (� m ) = 0 ; m = 1; 2; :::

ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðèòü ëèíåàðèçîâàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (18) è ñâåñòè èñ-
ñëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (13), (17)
äëÿ ñèñòåìû 3 îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè óïðóãèå ñâîéñòâà âåðõíåé
 + è íèæíåé 
 � ëèöåâûõ
ïîâåðõíîñòåé ïëèòû îäèíàêîâû (W+ � W� ), òî êðàåâàÿ çàäà÷à (13), (17) èìååò äâà
íåçàâèñèìûõ êëàññà ðåøåíèé. Ïåðâûé êëàññ îáðàçîâàí ðåøåíèÿìè, äëÿ êîòîðûõ
ïðîãèá ïëèòû ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàòû z:

VR(z) = VR(� z); V� (z) = V� (� z); VZ (z) = � VZ (� z):

Äëÿ ðåøåíèé âòîðîãî êëàññà , íàîáîðîò, ïðîãèá � ÷åòíàÿ ôóíêöèèÿ z:

VR(z) = � VR(� z); V� (z) = � V� (� z); VZ (z) = VZ (� z):

Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó êðàåâîé çàäà÷è ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè äî-
ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü ïîëîâèíó ïëèòû, íàïðèìåð, âåðõíþþ (0 6 z 6 h).
Èç ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé VR ; V� ; VZ ñëåäóþò ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ ïðè z = 0:

V 0
R(0) = V 0

� (0) = VZ (0) = 0 (ïåðâûé êëàññ ðåøåíèé) ; (19)

VR(0) = V� (0) = V 0
Z (0) = 0 (âòîðîé êëàññ ðåøåíèé) : (20)

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îäèíàêîâûõ ëèöåâûõ ïîâåðõîñòåé èññëåäîâàíèå óñòîé-
÷èâîñòè êðóãëîé ïëèòû ñ ïîâåðõíîñòíûìè íàïðÿæåíèÿìè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
äâóõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ êðàåâûõ çàäà÷ � (13), (17), (19) è (13), (17), (20) �
äëÿ ïîëîâèíû ïëèòû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 16-08-00802-à,
16-01-00647-à).

Sheydakov D. N., Fedorenko A. G. On stability of nonlinear elastic circular plates
with surface stresses. The present research is dedicated to the buckling analysis of nonlinearly
elastic plates with surface stresses. In the framework of a general stability theory for three-
dimensional bodies, we have studied the stability of a circular plate under radial compression.
It was assumed that the surface stresses are acting on its faces and the plate behavior is
described by the Gurtin�Murdoch model. From the mechanical point of view, this model
is equivalent to a deformable body with glued elastic membrane. For an arbitrary isotropic
compressible material the exact neutral equilibrium equations are derived and the linearized
boundary value problems are formulated by solving which the stability of nonlinear elastic
circular plate with surface stresses is analyzed.
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Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïëàíàðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ìàòåðèàëüíûå ïîñòîÿííûå
óðàâíåíèé ïüåçîýôôåêòà òîíêèõ ïëåíîê òèòàíàòà áàðèÿ-ñòðîíöèÿ x = 0 :65. Èññëåäî-
âàíèå âûïîëíåíî ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âûíóæäåííîé äåôîðìàöèè äëÿ îáëàñòè ïà-
ðàôàçû. Ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå äîñòèãàþò ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïðè
èçìåíåíèè ïîëÿ. Íàèáîëåå óïðàâëÿåìûå ïëåíêè ñîîòâåòñòâóþò äåôîðìàöèÿì âáëèçè ãðà-
íèöû ñ ïëàíàðíîé ôàçîé.

Ðàçðàáîòêà ñîâðåìåííûõ àêóñòè÷åñêèõ óñòðîéñòâ íåâîçìîæíà áåç ïðåäâàðè-
òåëüíûõ ðàñ÷åòîâ. Êàê ïðàâèëî, ïîäîáíûå ðàñ÷åòû äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé
âûïîëíÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ òèïà ANSYS, COMSOL
è îñíîâàíû íà ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ïüåçîýôôåêòà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè â óñòðîé-
ñòâàõ â êà÷åñòâå àêòèâíîãî ýëåìåíòà ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ïëåíîê íåîáõîäèìî
çíàíèå ìàòåðèàëüíûõ ïîñòîÿííûõ � êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé. Êîýôôèöèåíòû
äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû, ê êîòîðîé îòíîñÿòñÿ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèå òîíêèå ïëåí-
êè, ìîãóò çíà÷èòåëüíî ìåíÿòüñÿ [1, 2].

Ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì èñïîëüçîâàíèÿ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ àêóñòè÷å-
ñêèõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ïîòåðè. Ãèñòåðåçèñíûå ÿâëåíèÿ, íàáëþäàåìûå â ñåãíåòî-
ýëåêòðèêàõ, îçíà÷àþò ñóùåñòâîâàíèå ïîòåðü, ïðîïîðöèîíàëüíûõ ïëîùàäè ïåòëè.
Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé óìåíüøåíèÿ ïîòåðü � óõîä â âûñîêîñèì-
ìåòðè÷íóþ ôàçó, ãäå â îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ íåò ñïîíòàííîé ïîëÿðèçàöèè,
è ïîýòîìó îòñóòñòâóþò ãèñòåðåçèñíûå ÿâëåíèÿ [3].

Êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå íåëèíåéíûõ ñâîéñòâ ñåãíåòîýëåêòðèêîâ øèðîêî ïðè-
ìåíÿåòñÿ òåîðèÿ Ëàíäàó ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, èñïîëüçóþùàÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèå
ïîòåíöèàëû âûñîêèõ ñòåïåíåé. Ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèå òâåðäûå ðàñòâîðû òèòàíàòà
áàðèÿ-ñòðîíöèÿ óäàëîñü óñïåøíî êîëè÷åñòâåííî îïèñàòü íà îñíîâå òåðìîäèíàìè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà øåñòîé è âîñüìîé ñòåïåíè [4, 5], êîòîðûé çàâèñèò îò äâóõ
òðåõêîìïîíåíòíûõ ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà � ïîëÿðèçàöèè è àíòèôàçíûõ âðàùåíèé
îêòàýäðîâ. Ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå ôàçû, ñâÿçàííûå ñ àíòèôàçíûìè âðàùåíè-
ÿìè íå íàáëþäàþòñÿ, ïîýòîìó ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà �
òðåìÿ êîìïîíåíòàìè ïîëÿðèçàöèè. Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë â ýòîì ñëó÷àå
óïðîùàåòñÿ. Çàïèøåì åãî â âèäå

� = G(p1; p2; p3) � Q11 (t1p2
1 + t2p2

2 + t3p2
3) � Q44 (t4p2p3 + t5p1p3 + t6p1p2) �

� Q12 (t1(p2
2 + p2

3) + t2(p2
1 + p2

3) + t3(p2
1 + p2

2)) �

� 1
2s11 (t2

1 + t2
2 + t2

3) � 1
2s44 (t2

4 + t2
5 + t2

6) � s12 (t1t2 + t1t3 + t2t3) :

(1)

ÇäåñüG(p1; p2; p3) � ïîòåíöèàë Ëàíäàó, pi � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè, uk

è tk � òåíçîðû äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèé ñîîòâåòñòâåííî â îáîçíà÷åíèÿõ Ôîéãòà.
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Â (1) îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå òåïëîâîìó ðàñøèðåíèþ, òàê êàê
òåìïåðàòóðà ôèêñèðîâàíà (êîìíàòíàÿ òåìïåðàòóðà, T = 300� K). Äëÿ òâåðäûõ
ðàñòâîðîâ òèòàíàòà áàðèÿ-ñòðîíöèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå G(p1; p2; p3)
ïîòåíöèàë èç [5].

Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñåãíåòîýëåêòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

E i =
@�
@pi

; uk =
@�
@tk

; (2)

ãäå íàïðÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè. Ðåøåíèÿ (2) äîëæ-
íû ñîîòâåòñòâîâàòü ìèíèìóìó ïîòåíöèàëà (1).

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýïèòàêñèàëüíóþ òîíêóþ ïëåíêó, ðàñïîëîæåííóþ
íà (001) ñðåçå êóáè÷åñêîé ïîäëîæêè. Ðåøåíèå îäíîðîäíîé ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è
ïðè óñëîâèÿõ çàæàòèÿ: u1 = um ; u2 = um ; u6 = 0; t3 = 0; t4 = 0; t5 = 0 ïðèâîäèò
ê èçâåñòíîé ïåðåíîðìèðîâêå êîýôôèöèåíòîâ ïîòåíöèàëà (1) âî âòîðîé è ÷åòâåðòîé
ñòåïåíè ïî ïîëÿðèçàöèè [6].

Ðàññìîòðèì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, íàïðàâëåííîå â ïëîñêîñòè ïëåíêè âäîëü îä-
íîãî èç êóáè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé ïîäëîæêè. Îáîçíà÷èì ýòî íàïðàâëåíèå êàê x.
Äåéñòâèå ïîëÿ ïîíèæàåò òåòðàãîíàëüíóþ ñèììåòðèþ íåñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîé âû-
ñîêîñèììåòðè÷íîé ôàçû ïëåíêè äî ìîíîêëèííîé. Òàê êàê ïîëå Ex ñ íåîáõîäèìî-
ñòüþ âûçûâàåò ïîÿâëåíèå êîìïîíåíòû ïîëÿðèçàöèè p1 = px , òî ýòîìó ñîñòîÿíèþ
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòüa-ôàçà ñèììåòðèè Pmm2(C1

2v) [5]. Äëÿ ýòîé ôàçû èìååì
îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè

Ex = 2
�

@G
@(p2

1)
�

Q11 + Q12

s11 + s12
um

�
px + 2

(Q2
11 + Q2

12) s11 � 2Q11Q12s12

s2
11 � s2

12
p3

x ;

u1 = u2 = um ; u3 = 2
s12

s11 + s12
um �

Q11s12 � Q12s11

s11 + s12
p2

x ; u4 = u5 = u6 = 0;

t1 =
um

s11 + s12
+

Q12s12 � Q11s11

s2
11 � s2

12
p2

x ; t2 =
um

s11 + s12
+

Q11s12 � Q12s11

s2
11 � s2

12
p2

x ;

t3 = t4 = t5 = t6 = 0:

(3)

Âàðüèðóÿ óðàâíåíèÿ (2) âáëèçè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (3), ïîëó÷èì ëèíåéíûå
óðàâíåíèÿ ïüåçîýôôåêòà â ïåðåìåííûõ pi è t i . Èñïîëüçóÿ ñâÿçü D i = "0E i + pi ,
çàìåíèì ïîëÿðèçàöèþ pi íà èíäóêöèþ D i â ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèÿõ. Ïîñëå ÷åãî
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ (

E i = � gi;k tk + � T
i;j D j ;

um = sD
m;k tk + gi;m D i :

(4)

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (4) îïðåäåëÿþò ìàòåðèàëüíûå ïîñòîÿííûå â ïåðå-
ìåííûõ (D; t ). Îáðàùàÿ óðàâíåíèå (4) îòíîñèòåëüíî âûáðàííûõ ïàð ïåðåìåííûõ,
ìîæíî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûé íàáîð ìàòåðèàëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

Ìû ðàññìîòðèì ìàòåðèàëüíûå ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèìè óðàâ-
íåíèÿìè (

D i = ei;k uk + "S
i;j E j ;

tm = cE
m;k uk � ei;m E i :

(5)
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Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ òâåðäûõ ðàñòâîðîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷å-
ñòâå ïîòåíöèàëà G(p1; p2; p3) ïîòåíöèàë âîñüìîé ñòåïåíè ñòåïåíè [5]

G(p1; p2; p3) = a1(p2
1 + p2

2 + p2
3) + a11(p4

1 + p4
2 + p4

3) + a12(p2
1p2

2 + p2
1p2

3 + p2
2p2

3)+

+ a111(p6
1 + p6

2 + p6
3) + a112[p4

1(p2
2 + p2

3) + p4
2(p2

1 + p2
3) + p4

3(p2
1 + p2

2)]+

+ a123p2
1p2

2p2
3 + a1111(p8

1 + p8
2 + p8

3)+

+ a1112[p6
1(p2

2 + p2
3) + p6

2(p2
1 + p2

3) + p6
3(p2

1 + p2
2)]+

+ a1122(p4
1p4

2 + p4
1p4

3 + p4
2p4

3) + a1123(p4
1p2

2p2
3 + p2

1p4
2p2

3 + p2
1p2

2p4
3): (6)

Êîýôôèöèåíòû â (6) äëÿ òâåðäîãî ðàñòâîðà òèòàíàòà áàðèÿ�ñòðîíöèÿ îïðå-
äåëåíû â [5], äëÿ íåêîòîðûõ êîíöåíòðàöèé ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ïðèâåäåíû â [7]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïî-
òåíöèàëà äëÿ òâåðäîãî ðàñòâîðà BST65 ñ êîíöåíòðàöèåé áàðèÿx = 0:65.

Òîíêàÿ ïëåíêà òâåðäîãî ðàñòâîðà ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå â çàâèñèìîñòè
îò âåëè÷èíû âûíóæäåííîé äåôîðìàöèè um ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç òðåõ
îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé: c-ôàçà ñèììåòðèè 2m(C 2v) ïðè um < � 1:33� 10� 3 ñ íàïðàâëå-
íèåì ñïîíòàííîé ïîëÿðèçàöèè ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ïëåíêè (0; 0; p3); aa-ôàçà
ñèììåòðèè m(C s) ïðè um > 1:41 � 10� 3 ñ íàïðàâëåíèåì ñïîíòàííîé ïîëÿðèçàöèè
â ïëîñêîñòè ïëåíêè (p1; p1; 0); ïàðàýëåêòðè÷åñêàÿ ôàçà ñèììåòðèè 4/mmm(D4h)
ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì ñïîíòàííîé ïîëÿðèçàöèè ïðè � 1:33� 10� 3 < u m < 1:41� 10� 3.
Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ïëàíàðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ex íà ìàòåðèàëüíûå ïî-
ñòîÿííûå â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïàðàýëåêòðè÷åñêîé ôàçû.

Ïîâåäåíèå ïîëÿðèçàöèè ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ Ex ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1. Ëèíèè
íà ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóþò ðàâíîìåðíîìó èçìåíåíèþ âûíóæäåííîé äåôîðìàöèè
um îò çíà÷åíèÿ um = � 1:24 � 10� 3 äî çíà÷åíèÿ um = 1:32 � 10� 3. Ãðàíè÷íûå êðè-
âûå çäåñü è íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ ãðàôèêàõ îáîçíà÷åíû ñèìâîëàìè. Íà ðèñóíêå 1
ïðèâåäåíû òàê æå äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè âäîëü òðåõ îñíîâíûõ íàïðàâ-
ëåíèé. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ãðàíèöå ñ aa-ôàçîé (ïî
ñòðåëêå), äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü â ïëîñêîñòè ïëåíêè ñòàíîâèòñÿ áîëüøå,
à ìàêñèìóìû îñòðåå, òî åñòü óïðàâëÿåìîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ.

Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíû íåíóëåâûå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ìîäóëè. Êàê âèäíî èç
ðèñóíêà, âñå ìîäóëè âåäóò ñåáÿ ýêñòðåìàëüíî, ïðè÷åì îñòðîòà ýêñòðåìóìîâ âîç-
ðàñòàåò ñ ïðèáëèæåíèåì ê aa-ôàçå. Íàèáîëüøåìó èçìåíåíèþ ïîäâåðæåí ìîäóëü
e11, íàèìåíüøåìó � e12.

Âñå óïðóãèå ìîäóëè, çà èñêëþ÷åíèåì cE
44, ïîäâåðæåíû èçìåíåíèþ ïîä äåéñòâè-

åì ïîëÿ Ex . Îäíàêî íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäÿò ñ ìîäóëåì cE
11,

÷òî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò íàïðàâëåíèå ïîèñêà ïëåíîê ñ íàèáîëåå èí-

òåðåñíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü óñòðîéñòâà ñ ýôôåêòèâíûì
óïðàâëåíèåì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì.
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Ðèñóíîê 1

Ðèñóíîê 2
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Ðèñóíîê 3

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà,
ãðàíò • 14-19-01676.
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïîòîêîâ, âîçíèêàþùèõ íà ãîð-
íûõ ñêëîíàõ è ìîãóùèõ ïðåäñòàâëÿòü îïàñíîñòü äëÿ ëþäåé è ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ. Ïðè-
ìåðàìè òàêèõ ïîòîêîâ ÿâëÿþòñÿ áûñòðûå îïîëçíè, ñåëè, ëàâèíû, ëàâîâûå ïîòîêè. Äà-
åòñÿ êðàòêàÿ õàðàêòåðèñòèêà èñïîëüçóþùèõñÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ìîäåëåé, à òàêæå
ïðåäñòàâëåíû íîâûå, áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè. Â ýòèõ ìîäåëÿõ ó÷èòûâàþòñÿ íåëèíåéíûå
ðåîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà äâèæóùåéñÿ ñðåäû, çàõâàò è âîâëå÷åíèå â äâèæåíèå ìàòåðèà-
ëà, ëåæàùåãî íà ñêëîíå, è òóðáóëåíòíûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ äâèæåíèÿ ïîòîêîâ ïî äëèííûì îäíîðîäíûì ñêëîíàì, ïîêàçûâàþùèå
âëèÿíèå ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ, òóðáóëåíòíîñòè è çàõâàòà ìàññû íà ïîâåäåíèå ïîòîêà.

1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçíîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè äëÿ ñêëîíî-
âûõ ïîòîêîâ. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó è ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ
ïðèðîäíûõ ïîòîêîâ, äâèæóùèõñÿ ïî ñêëîíàì ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, òàêèõ
êàê ñíåæíûå ëàâèíû, ñåëè, áûñòðûå îïîëçíè. Ñâåäåíèÿ îá èõ äèíàìè÷åñêèõ ïà-
ðàìåòðàõ è ãðàíèöàõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåîáõîäèìû äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè
ëþäåé, ñòðîåíèé, äîðîã, òðóáîïðîâîäîâ è ëèíèé ýëåêòðîïåðåäà÷ â ãîðàõ, äëÿ ïðî-
åêòèðîâàíèÿ çàùèòíûõ ñîîðóæåíèé. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìîæåò áûòü
îäíèì èç èñòî÷íèêîâ òàêèõ ñâåäåíèé. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå è ðàñøèðåíèå
âîçìîæíîñòåé êîìïüþòåðîâ äåëàåò ýòîò ïîäõîä âñå áîëåå èñïîëüçóåìûì â èíæå-
íåðíîé ïðàêòèêå.

Ïðåäëîæåííûå è èñïîëüçóþùèåñÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-
äåëè ñêëîíîâûõ ïîòîêîâ â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè ñëîæíîñòè ìîæíî ðàçäåëèòü
íà òðè òèïà. Â ïðîñòåéøèõ ìîäåëÿõ âåñü ïîòîê ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàòåðèàëü-
íàÿ òî÷êà, äâèæóùàÿñÿ ïî ñêëîíó ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè è ñîïðîòèâëåíèÿ
îêðóæàþùåé ñðåäû, êîòîðîå îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ÷ëåíîâ � êó-
ëîíîâñêîãî òðåíèÿ è ñîïðîòèâëåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîãî ñêîðîñòè èëè êâàäðàòó
ñêîðîñòè. Íåñìîòðÿ íà ÷ðåçìåðíî óïðîùåííûé ïîäõîä, ìîäåëü ñêëîíîâîãî ïîòîêà
êàê ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîñëå êàëèáðîâêè äëÿ äàííîãî ðåãèîíà è äàííîãî òèïà
ñêëîíîâ ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîðÿäîê âåëè÷èí ñêîðîñòåé ïîòîêà è ðàññòîÿíèÿ äî
ìåñòà îñòàíîâêè (äàëüíîñòè âûáðîñà).

Â áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëÿõ ïîòîê ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê äâèæåíèå ñïëîøíîé ñðå-
äû, íî ïðèìåíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ, îñðåäíåííûå ïî ãëóáèíå èëè ïî ïîïåðå÷íîìó ñå-
÷åíèþ ïîòîêà, àíàëîãè÷íî ïîäõîäó, ïðèíÿòîìó â ãèäðàâëèêå. Äëÿ çàìûêàíèÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé íåðàçðûâíîñòè è äâèæåíèÿ íåîáõîäèìû ôîðìóëû äëÿ òðåíèÿ íà
íèæíåé ïîâåðõíîñòè ïîòîêà è äëÿ ñêîðîñòè âîâëå÷åíèÿ ïîòîêîì ïîäñòèëàþùåãî
ìàòåðèàëà, êîòîðîå îáû÷íî èìååò ìåñòî. Ýòè ôîðìóëû ïîñòóëèðóþòñÿ ïî àíàëîãèè
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ñ ôîðìóëàìè, óñòàíîâëåííûìè ýìïèðè÷åñêè äëÿ ïîòîêîâ ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé
ïðèðîäû [1], à âõîäÿùèå â íèõ êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ïîäáîðîì ñ ïîìîùüþ
îáðàòíûõ ðàñ÷åòîâ ïîòîêîâ, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ èçìåðåíèÿ. Ìîäåëè ãèäðàâëè÷å-
ñêîãî òèïà ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü òîëùèíó (ãëóáèíó) ïîòîêà, ó÷åñòü áîêîâîå ðàñòå-
êàíèå, áîëåå äåòàëüíî ðàññ÷èòàòü ãðàíèöû çîí,ïîäâåðãàþùèõñÿ äåéñòâèþ ïîòîêà.
Ýòè ìîäåëè íàøëè äîñòàòî÷íî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Îä-
íàêî íà ïðàêòèêå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îíè îêàçûâàþòñÿ íåäîñòàòî÷íî ïîäðîáíûìè.
Íàïðèìåð, äëÿ ðàñ÷åòà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà îáúåêòû ïðè óäàðå ñêëîíîâîãî ïî-
òîêà, âàæíî çíàòü ñòðóêòóðó ïîòîêà â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ñêëîíó íàïðàâëåíèè,
êîòîðàÿ óðàâíåíèÿìè, îñðåäíåííûìè ïî ãëóáèíå, íå îïèñûâàåòñÿ.

Íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ ñêëîíîâûõ ïîòîêîâ, íàõîäÿùèåñÿ â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ â ñòàäèè ðàçâèòèÿ � ýòî ìîäåëè ñëåäóþùåãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè. Îíè
òàêæå îñíîâàíû íà óðàâíåíèÿõ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, íî áåç èñïîëüçîâàíèÿ
îñðåäíåíèÿ ïî ãëóáèíå. Ìîäåëè òàêîãî óðîâíÿ äàþò âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü âåëè-
÷èíû ñêîðîñòè íà ðàçíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò äíà, áîëåå òî÷íî ðàññ÷èòàòü ðàñïðåäåëå-
íèå óäàðíîãî äàâëåíèÿ íà ñòåíå, ïîäâåðãøåéñÿ óäàðó ñêëîíîâîãî ïîòîêà, à òàêæå
ñâÿçàòü ïðîèñõîäÿùèé, êàê ïðàâèëî, çàõâàò è âîâëå÷åíèå ïîòîêîì â äâèæåíèå
ëåæàùåãî íà ñêëîíå ìàòåðèàëà ñ ïðîöåññàìè, ïðîèñõîäÿùèìè â ïðèäîííîé çîíå
ïîòîêà.Îäíà èç îñíîâíûõ òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðîåíèè òàêèõ ìîäå-
ëåé, ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü íåäîñòàòî÷íî çàäàòü òðåíèå òîëüêî íà äíå, êàê
ýòî äåëàåòñÿ â ìîäåëÿõ ãèäðàâëè÷åñêîãî òèïà, à íåîáõîäèìû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
íàïðÿæåíèÿìè è õàðàêòåðèñòèêàìè äåôîðìèðîâàíèÿ âî âñåõ ÷àñòèöàõ ïîòîêà �
òàê íàçûâàåìûå ðåîëîãè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äâèæóùåãîñÿ ìàòåðèàëà. Ðåîëîãè÷å-
ñêèå ñîîòíîøåíèÿ, ðàçíûå äëÿ ïîòîêîâ ðàçíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû, ìîãóò áûòü
ïîñòðîåíû íà îñíîâå èçìåðåíèé ïàðàìåòðîâ ïîòîêîâ â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ëîòêàõ
è íà ðåàëüíûõ ñêëîíàõ.

Â ïðåäñòàâëåííûõ â ýòîé ðàáîòå ìîäåëÿõ ó÷èòûâàþòñÿ ñëåäóþùèå òðè ôàêòî-
ðà: ñëîæíûå íåëèíåéíûå ðåîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà äâèæóùåéñÿ ñðåäû, çàõâàò è âî-
âëå÷åíèå â äâèæåíèå ìàòåðèàëà, ëåæàùåãî íà ñêëîíå, è âîçìîæíûé òóðáóëåíòíûé
õàðàêòåð äâèæåíèÿ. Äëÿ çàäàíèÿ ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ äâèæóùåãîñÿ ìàòåðèàëà
ïðèíèìàåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ìîäåëü Õåðøåëÿ�Áàëêëè, êîòîðàÿ ïðè ðàçëè÷íîì
âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ îïèñûâàåò ëèíåéíî è íåëèíåéíî âÿçêèå (ñòåïåííûå) æèä-
êîñòè, à òàêæå ñðåäû ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè, êîòîðûå ïðåäëàãàëèñü ðàçëè÷íûìè
èññëåäîâàòåëÿìè â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ ñíåæíûõ ëà-
âèí, ñåëåâûõ, ëàâîâûõ, îïîëçíåâûõ ïîòîêîâ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàõâàòà äîííîãî
ìàòåðèàëà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà: çàõâàò ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà êà-
ñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà äíå ïîòîêà äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà
ñäâèã ñëîÿ, ïî êîòîðîìó äâèæåòñÿ ïîòîê [2]. Âåëè÷èíà ñêîðîñòè âîâëå÷åíèÿ ïðè
ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà äíå ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷è. Äëÿ îïèñàíèÿ òóðáóëåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíàÿ òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè, ïðåäëîæåííàÿ
è ïðèìåíåííàÿ ðàíåå â ðàáîòàõ Â. Ã. Ëóùèêà, À. À. Ïàâåëüåâà è À. Å. ßêóáåíêî [3]
äëÿ ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ æèäêîñòåé âäîëü ïðîíèöàåìûõ è íåïðîíèöàåìûõ ñòåíîê
â ïðèñóòñòâèè ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, ìàññîîáìåíà è äðóãèõ ïðîöåññîâ è îáîáùåí-
íàÿ òàê, ÷òîáû ó÷åñòü íåñòàöèîíàðíîñòü, íàëè÷èå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, íåíüþ-
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òîíîâñêèå ñâîéñòâà ñðåäû è çàõâàò äîííîãî ìàòåðèàëà.
2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå

ñêëîíîâîãî ïîòîêà ïî äëèííîìó îäíîðîäíîìó ñêëîíó. Ðàññìîòðèì îäíî-
ðîäíûé ïîòîê íà áåñêîíå÷íî äëèííîì îäíîðîäíîì ñêëîíå ñ ïîñòîÿííûì óãëîì
íàêëîíà � . Äâèæóùàÿñÿ ñðåäà ñ÷èòàåòñÿ íåñæèìàåìîé ñ ïëîòíîñòüþ � . Íà÷àëî
êîîðäèíàò âûáðàíî íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîòîêà, îñü x ïàðàëëåëüíà ñêëîíó,
îñü z ïåðïåíäèêóëÿðíà ñêëîíó è íàïðàâëåíà âíèç. Îñðåäíåííûå ïî Ðåéíîëüäñó
ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè çàâèñÿò òîëüêî îò z è âðåìåíè t,
ãëóáèíà ïîòîêà h(t) ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ, åñëè ïîòîê çàõâàòûâàåò äîííûé ìà-
òåðèàë. Óðàâíåíèå Ðåéíîëüäñà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîòîêà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

@vx
@t

= gsin� +
1
�

@Txz

@z
; 0 6 z 6 h(t) : (1)

ÇäåñüTxz � ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèå, ñóììà îñðåäíåííîãî ìîëåêóëÿðíîãî íàïðÿ-
æåíèÿ h� xz i è òóðáóëåíòíîãî íàïðÿæåíèÿ �T , T = h� v0

xv0
zi . Øòðèõîì îòìå÷å-

íû ïóëüñàöèîííûå ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè, óãëîâûìè ñêîáêàìè � îñðåäíåíèå ïî
Ðåéíîëüäñó. Â äàëüíåéøåì â îáîçíà÷åíèè îñðåäíåííûõ âåëè÷èí óãëîâûå ñêîáêè
îïóñêàþòñÿ. Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè z = 0 ñòàâèòñÿ óñëîâèåTxz = 0, à íà äíå
z = h(t) � óñëîâèå vx = 0 è, ïðè íàëè÷èè çàõâàòà ïîäñòèëàþùåãî ìàòåðèàëà,
äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå Txz = � c. Çäåñü� c � ïðåäåë ïðî÷íîñòè íà ñäâèã äîííî-
ãî ìàòåðèàëà. Ýòî äîáàâî÷íîå óñëîâèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ðàñòóùóþ ñî âðåìå-
íåì ãëóáèíó ïîòîêà. Óðàâíåíèå (1) äîïîëíÿåòñÿ âûðàæåíèåì äëÿ îñðåäíåííîãî ïî
Ðåéíîëüäñó ìîëåêóëÿðíîãî íàïðÿæåíèÿ h� xz i (îñðåäíåííûì ðåîëîãè÷åñêèì ñîîò-
íîøåíèåì), à òàêæå óðàâíåíèÿìè äëÿ T è äðóãèõ òóðáóëåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê,
âõîäÿùèõ â ôîðìóëèðîâêó ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè.

Ðåîëîãè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ðàçëè÷íû äëÿ ïîòîêîâ ðàçíîé ôèçè÷åñêîé ïðè-
ðîäû: ñóõèõ è ìîêðûõ ñíåæíûõ ëàâèí, ñíåæíî-ïûëåâûõ ëàâèí, ñåëåé, îïîëçíåé,
ïîòîêîâ âóëêàíè÷åñêîé ëàâû, âîäíûõ ïîòîêîâ è ò. ä. Ïðîñòåéøèì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî-
ëîæåíèå, ÷òî ïîòîê ìîæíî îïèñàòü êàê äâèæåíèå ëèíåéíî-âÿçêîé (íüþòîíîâñêîé)
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áîëüøîé âåëè÷èíîé êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè. Îäíàêî èç-
ìåðåíèÿ ïðîôèëåé ñêîðîñòè, â ÷àñòíîñòè, â ïëîòíûõ ñíåæíûõ ëàâèíàõ è â ñåëåâûõ
ïîòîêàõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ïîòîêè ãëèíèñòîé ñóñïåíçèè ñ áîëüøîé êîíöåí-
òðàöèåé ãëèíû, ïîêàçûâàþò íåîáõîäèìîñòü áîëåå ñëîæíûõ, íåëèíåéíûõ (íåíüþòî-
íîâñêèõ) ìîäåëåé. Ê òîìó æå ëàâèíû è îïîëçíè ìîãóò îñòàíàâëèâàòüñÿ íà íàêëîí-
íûõ ñêëîíàõ, ÷òî äëÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè íåâîçìîæíî. Îäíîé èç ìîäåëåé,
ïðåäëîæåííûõ äëÿ îïèñàíèÿ ïîòîêîâ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé, ÿâëÿåòñÿ ìî-
äåëü Õåðøåëÿ�Áàëêëè, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðèãîäíîé äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãèõ
ïîòîêîâ, êàê ãåîôèçè÷åñêèõ, òàê è ïîòîêîâ ñ âçâåøåííûìè òâåðäûìè ÷àñòèöàìè,
øèðîêî èñïîëüçóåìûõ â ãîðíîäîáûâàþùåé è äðóãèõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè.
Ëàìèíàðíûå íåñòàöèîíàðíûå ñêëîíîâûå ïîòîêè ñðåä, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ìîäåëÿì
Õåðøåëÿ�Áàëêëè, ñ ó÷åòîì çàõâàòà ñêëîíîâîãî ìàòåðèàëà ðàññìàòðèâàëèñü â [5];
òóðáóëåíòíûå â [4]. Ñîãëàñíî ìîäåëè Õåðøåëÿ�Áàëêëè â ïðîñòîì ñäâèãîâîì ïî-
òîêå ïðè ëàìèíàðíîì ðåæèìå âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

åñëèj� xz j < � 0, òî
@vx
@z

= 0; åñëèj� xz j < � 0, òî j� xz j = � 0 + K
�

@vx
@z

� n

.
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Çäåñü� 0 � ïðåäåë òåêó÷åñòè (ñðåäà íå äåôîðìèðóåòñÿ, ïîêà êàñàòåëüíîå íàïðÿ-
æåíèå ìåíüøå � 0 = 0); K; n � ïîñòîÿííûå. Ïðè � 0 = 0; n = 1 ýòè ñîîòíîøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíî-âÿçêîé (íüþòîíîâñêîé) æèäêîñòè. Ïðè � 0 6= 0; n = 1 ñðåäà
íàçûâàåòñÿ áèíãàìîâñêîé æèäêîñòüþ, ïðè � 0 = 0; n 6= 1 � ñòåïåííîé.

Äëÿ ðàñ÷åòà òóðáóëåíòíîãî íàïðÿæåíèÿ è äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíò-
íîñòè â ýòîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåííàÿ òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü òóð-
áóëåíòíîñòè, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [3]. Ìîäåëü ñîäåðæèò äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ äëÿ òðåõ ïàðàìåòðîâ: äåëåííîãî íà ïëîòíîñòü òóðáóëåíòíîãî íàïðÿæå-
íèÿ T, ïëîòíîñòè òóðáóëåíòíîé ýíåðãèè E è ïàðàìåòðà ! , ñâÿçàííîãî ñ ìàñøòàáîì
òóðáóëåíòíîñòè L ôîðìóëîé ! = E=L2. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü ñäâèãîâîãî
ïîòîêà óðàâíåíèÿ äëÿ T; E; ! èìåþò ñëåäóþùèé âèä
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, � � êèíåìà-

òè÷åñêèé êîýôôèöèåíò ìîëåêóëÿðíîé âÿçêîñòè. Çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ ñëåäóþùèå: c = 0:3, c1 = 5�= 4, c4 = 0:04, c5 = 3c, c6 = 9c, c7 = 0:2,
aE = a! = 0:06, aT = aE c5=c, � E = � T = 1, � ! = 1:4.

Äëÿ ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1, 2) áûëà ñîñòàâ-
ëåíà ïðîãðàììà è áûëè ïðîâåäåíû ñåðèè ðàñ÷åòîâ íåñòàöèîíàðíûõ òóðáóëåíò-
íûõ ïîòîêîâ ëèíåéíî-âÿçêèõ, ñòåïåííûõ (ñ ïîêàçàòåëåì n = 2) è áèíãàìîâñêèõ
ñðåä. Èññëåäîâàëèñü è ñðàâíèâàëèñü ïðîôèëè ñêîðîñòè, òóðáóëåíòíîãî íàïðÿæå-
íèÿ è òóðáóëåíòíîé ýíåðãèè, èõ ïîâåäåíèå ñî âðåìåíåì, à òàêæå âåëè÷èíû ñêîðî-
ñòè çàõâàòà äîííîãî ìàòåðèàëà.

Îñíîâíûå âûâîäû, ïîëó÷åííûå ïðè àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïîòîêîâ íà
îäíîðîäíûõ ñêëîíàõ, ñëåäóþùèå.

1. Çà ñ÷åò çàõâàòà äîííîãî ìàòåðèàëà ñêîðîñòü è òîëùèíà ïîòîêà óâåëè÷èâà-
þòñÿ.

2. Ïðè äâèæåíèè ñ çàõâàòîì äîííîãî ìàòåðèàëà ïî äëèííîìó îäíîðîäíîìó
ñêëîíó, íåçàâèñèìî îò ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîòîêà, ñêîðîñòü íà ïîâåðõíîñòè
ïîòîêà, ñðåäíÿÿ ïî ñå÷åíèþ ñêîðîñòü è ãëóáèíà ïîòîêà ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ
ðàñòóò ñî âðåìåíåì ëèíåéíî.

3. Ñêîðîñòü çàõâàòà äîííîãî ìàòåðèàëà ñòðåìèòñÿ ñî âðåìåíåì ê êîíñòàíòå,
âåëè÷èíà êîòîðîé çàâèñèò ëèøü îò óãëà ñêëîíà è ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ
ïîòîêà è ñêëîíà, íî íå îò òåêóùåãî çíà÷åíèÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè èëè ãëóáèíû.

4. Ïðè äâèæåíèè ñ çàõâàòîì äîííîãî ìàòåðèàëà âåëè÷èíû òóðáóëåíòíûõ íà-
ïðÿæåíèé è ýíåðãèè ïî÷òè âñþäó ñî âðåìåíåì óìåíüøàþòñÿ; ïðè ýòîì âåëè÷èíû
èõ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå èìåþò ìåñòî âáëèçè äíà, ðàñòóò.

5. Â ïîòîêàõ áèíãàìîâñêèõ è ñòåïåííûõ æèäêîñòåé ñ n > 1 , çàõâàòûâàþùèõ
ìàòåðèàë äíà, òóðáóëåíòíûå õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò èìåòü â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè
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íå îäèí, à äâà ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìà � îäèí âáëèçè äíà è âòîðîé â öåíòðàëüíîé
÷àñòè ñå÷åíèÿ ïîòîêà.

6. Âåëè÷èíà ìîëåêóëÿðíîé âÿçêîñòè âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå òóðáóëåíòíûõ
õàðàêòåðèñòèê ïî ñå÷åíèþ ïîòîêà.

7. Ïðîôèëè òóðáóëåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê â ïîòîêàõ ñ ðàçíûìè ðåîëîãè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íû.

8. Â ïîòîêàõ áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè âáëèçè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ãäå êà-
ñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ìàëû è ñðåäà äâèæåòñÿ êàê òâåðäàÿ êîðêà, òóðáóëåíòíûå
íàïðÿæåíèÿ è ýíåðãèÿ, à òàêæå ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè ìàëû íå òîëüêî âáëèçè
òâåðäîãî äíà, íî è âáëèçè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 15-01-00361, 15-01-08023).
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû â ìèêðîíåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ óïðó-
ãèõ ñðåäàõ, â ÷àñòíîñòè, êîìïîçèòàõ, à òàêæå â òîíêèõ ïëàñòèíàõ è ñòåðæíÿõ. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå " ìàñøòàáà íåîäíîðîäíîñòè, òîëùèíû ïëàñòèíû è ñòåðæíÿ ê òè-
ïè÷íîé äëèíå âîëí ìàëî. Ýôôåêòèâíûì ïîäõîäîì ïðè èçó÷åíèè òàêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåò-
ñÿ ïðèìåíåíèå íåêîòîðîãî îñðåäíåíèÿ. Â ðàáîòå äåìîíñòðèðóþòñÿ ðàçëè÷íûå àñèìïòîòè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà äëÿ ìèêðîíåîäíîðîäíûõ
ñðåä, òîíêèõ ïëàñòèí è ñòåðæíåé, âûâåäåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äâóõìàñøòàáíûõ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïî " , è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ èõ ñâîéñòâ.

1. Ââåäåíèå. Èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ â ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ, íàïðè-
ìåð, â êîìïîçèòàõ, êîãäà îòíîøåíèå " ìàñøòàáà íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû ê ãëîáàëü-
íîìó ìàñøòàáó ïðîöåññà ìàëî, ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé, êîòîðûå âîçíèêà-
þò â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî îñðåäíåíèÿ. Äëÿ ñðåä ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû îä-
íèì èç ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé, íå òðåáóþùèé
êàêèõ-ëèáî ïðåäâàðèòåëüíûõ ãèïîòåç î âîçìîæíûõ âèäàõ ëîêàëüíîãî íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äâóõìàñøòàáíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ", ðàçâèòûé â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îñðåä-
íåíèÿ [1]. Ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïîñòðîèòü óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ
ïî ïåðèîäó âåëè÷èí, íî è íàéòè â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè ëîêàëüíûå ïîëÿ. Ïî-
ñëå íåêîòîðûõ ìîäèôèêàöèé ìåòîä äâóõìàñøòàáíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-
íèé ìîæåò áûòü ïðèìåíåí òàêæå äëÿ âûâîäà îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé ïëàñòèí
è ñòåðæíåé, åñëè äëèíû èçó÷àåìûõ âîëí ìíîãî áîëüøå òèïè÷íîé òîëùèíû ïëà-
ñòèíû èëè ñòåðæíÿ.

Îáû÷íî îñðåäíåííûìè óðàâíåíèÿìè íàçûâàþò óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ â íó-
ëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî " . Äëÿ ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ëèíåéíî-óïðóãèõ ñðåä ýòè óðàâ-
íåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò óïðóãèì (â îáùåì ñëó÷àå àíèçîòðîïíûì) ñðåäàì ñ íåêîòî-
ðûìè ýôôåêòèâíûìè ïîñòîÿííûìè óïðóãèìè ìîäóëÿìè. Îäíàêî â ìèêðîíåîäíî-
ðîäíûõ ñðåäàõ ñóùåñòâóþò ýôôåêòû, íå îïèñûâàþùèåñÿ îáû÷íûìè óðàâíåíèÿìè
òåîðèè óïðóãîñòè. Îäíèì èç òàêèõ ýôôåêòîâ ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ âîëí â áåçãðà-
íè÷íîé ñðåäå. Äëÿ îïèñàíèÿ äèñïåðñèè âîëí íåîáõîäèì ó÷åò ÷ëåíîâ áîëåå âû-
ñîêîãî ïîðÿäêà ïî " ; â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå âûñøåãî
ïîðÿäêà îò ïåðåìåùåíèé ïî êîîðäèíàòàì è âðåìåíè [1]. Äðóãèì ýôôåêòîì, äëÿ
îïèñàíèÿ êîòîðîãî òðåáóþòñÿ óðàâíåíèÿ âûñîêîé òî÷íîñòè ïî " , ÿâëÿåòñÿ òàê íà-
çûâàåìûé ìàñøòàáíûé ýôôåêò: ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà ñðåäû çàâèñÿò îò ðàçìåðà
íåîäíîðîäíîñòåé, äàæå êîãäà ýòîò ðàçìåð ìíîãî ìåíüøå ðàçìåðà òåëà. Óðàâíå-
íèÿ âûñîêîé òî÷íîñòè ïî " íåîáõîäèìû äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ â óçêèõ çîíàõ,
íàïðèìåð, ñòðóêòóðû óäàðíîé âîëíû. Óðàâíåíèÿ ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè îò
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ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû ïî âðåìåíè è êîîðäèíàòàì ââîäèëèñü ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêè, â ÷àñòíîñòè, â ìîäåëÿõ ñæèìàåìûõ æèäêîñòåé è â ìîäåëÿõ ìîìåíòíîé
òåîðèè óïðóãîñòè. Ìåòîä äâóõìàñøòàáíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ óðàâíåíèé â ÿâíîé ôîðìå, åñëè
ìèêðîñòðóêòóðà ñðåäû èçâåñòíà.

2. Ìåòîä âûâîäà îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé ìèêðîíåîäíîðîäíûõ óïðó-
ãèõ ñðåä. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ñ òèïè÷íîé äëèíîé âîëí l , ìíîãî áîëüøåé ïåðè-

îäà ñâîéñòâ ñðåäûd, òàê ÷òî " =
d
l

� 1, ââîäÿòñÿ ìåäëåííûå ïåðåìåííûå x j = �x j =l

è áûñòðûå ïåðåìåííûå yj = �x j =d , x j � ðàçìåðíûå êîîðäèíàòû. Âåêòîð ïåðåìåùå-
íèÿ u ñ÷èòàåòñÿ ôóíêöèåé áûñòðûõ è ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ, u = u(t; x j ; yj ; "),
è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì " . Äîêàçûâàåòñÿ [1],
÷òî ðÿä èìååò âèä

u � v +
1X

m=1

"mN q
l1 l2 l3 (yj )

@mv

@tq@xl11 @xl22 @xl33
; (1)

ãäå m = q + l1 + l2 + l3, N q
l1 l2 l3 � ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè áûñòðûõ ïåðåìåí-

íûõ,îïðåäåëÿþùèåñÿ ÷åðåç ñòðóêòóðó ñðåäû, v = v(x1; x2; x3; t) íå çàâèñèò îò
áûñòðûõ ïåðåìåííûõ è ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå N q

l1 l2 l3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðå-
ìåùåíèå, îñðåäíåííîå ïî ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè. Ïîäñòàíîâêà ðÿäà (1) â èñõîäíîå
óðàâíåíèå äàåò

1X

m=0

"m� 2H q
l1 l2 l3 (y1; y2; y3)

@mv

@tq@xl11 @xl22 @xl33
� 0; (2)

ãäåH q
l1 l2 l3 âûðàæàþòñÿ ÷åðåçN q

l1 l2 l3 è èõ ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî yj . Ìîæ-
íî íàéòè N q

l1 l2 l3 òàê, ÷òîáû â âûðàæåíèè (2) êîýôôèöèåíòû ïðè îòðèöàòåëüíûõ
ñòåïåíÿõ " îáðàòèëèñü â íóëü, à ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ áûëè áû ðàâíû íåêîòîðûì
êîíñòàíòàì:

H q
l1 l2 l3 (y1; y2; y3) = hq

l1 l2 l3 = const =


H q

l1 l2 l3

�
ïðè m > 2: (3)

Çäåñü è äàëåå óãëîâûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷àåòñÿ ñðåäíåå ïî ÿ÷åéêå. Äîïîëíèòåëüíî
ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû



N q

l1 l2 l3

�
= 0 : Òîãäà v � h ui . Îñðåäíåííîå óðàâíåíèå

áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî " èìååò âèä

X

m> 2

"m� 2hq
l1 l2 l3

@mv

@tq@xl11 @xl22 @xl33
� 0; m = q+ l1 + l2 + l3 : (4)

Çäåñühq
l1 l2 l3 � ìàòðèöû ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ, îíè âû÷èñëÿþòñÿ

ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíû N q
l1 l2 l3 , ïî ôîðìóëàì hq

l1 l2 l3 =


H q

l1 l2 l3

�
. Äëÿ íàõîæäåíèÿ

N q
l1 l2 l3 ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (3) íàäî ðåøàòü ñòàòè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè óïðó-

ãîñòè íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè ñ íåêîòîðûìè ñïåöèàëüíûìè ìàññîâûìè ñèëàìè
è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïðè ñëîæíîé ñòðóêòóðå ÿ÷åéêè îíè ðåøàþòñÿ òîëü-
êî ÷èñëåííî. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ýòè çàäà÷è íå çàâèñÿò îò ãëîáàëüíûõ íà÷àëüíûõ
è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äëÿ äàííîé ñòðóêòóðû îíè äîëæíû áûòü ðåøåíû îäèí ðàç,
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ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé è äàëüøå ìîæíî
ðåøàòü êîíêðåòíûå çàäà÷è î ïîâåäåíèè ñðåäû â òåõ èëè èíûõ óñëîâèÿõ.

3. Ïðèìåðû ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé âûñ-
øåãî ïîðÿäêà. Äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ óïðóãèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñðåä [2].

1. Îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæàò íå÷åòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè.
2. Ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ïðè ÷åòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì ñèììåò-

ðè÷íû, ïðè íå÷åòíûõ � àíòèñèììåòðè÷íû (hq
l1 l2 l3 )T = ( � 1)l1+ l2+ l3 hq

l1 l2 l3 :
3. Ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå àñèìòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ôîðìû óðàâíå-

íèé âûñøåãî ïîðÿäêà ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè êîýôôèöèåíòîâ, èñïîëüçóÿ
îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè è êîîðäèíàòàì è óðàâíåíèÿ íèçøåãî
ïðèáëèæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî èñêëþ÷èòü ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ïîðÿäêà
âûøå âòîðîãî. Ïðè ýòîì ìîæíî ëèáî îñòàâèòü ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ïî t, x i ,
ëèáî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ïî t, x i .

Äëÿ îïèñàíèÿ ðÿäà ýôôåêòîâ, â ÷àñòíîñòè, äèñïåðñèè âîëí, äîñòàòî÷íî äî-
ïîëíèòåëüíî ê ÷ëåíàì íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî " ó÷åñòü â óðàâíåíèÿõ (4) ÷ëåíû
ïîðÿäêà " è "2, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îò ïå-
ðåìåùåíèé. Êîýôôèöèåíòû ïðè ýòèõ ïðîèçâîäíûõ â çàâèñèìîñòè îò èçó÷àåìûõ
ïðîöåññîâ è ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ñðåäû ìîãóò áûòü ëèáî âû÷èñëåíû è èññëåäîâàíû
àíàëèòè÷åñêè, ëèáî ïîëó÷åíû ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Íàïðèìåð, äëÿ
ïëîñêèõ âîëí â àíèçîòðîïíûõ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ñðåäàõ è ïëàñòèíàõ [3], â êîòî-
ðûõ ïëîòíîñòü è óïðóãèå ìîäóëè � ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè áûñòðîé êîîðäèíàòû
y1, à âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì îòíîñèòåëüíî ñëîåâ íàïðàâëåíèè
x, óðàâíåíèå òî÷íîñòè O("4), âûâåäåííîå íåïîñðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà
äâóõìàñøòàáíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, èìååò âèä ( v = vx (t; x ))

h� i
@2v
@t2

= H2
@2v
@x2

+ "(h2
1

@3v
@t2@x

+ h0
3
@3v
@x3

) + "2(h4
0
@4v
@t4

+ h2
2

@4v
@t2@x2

+ h0
4
@4v
@x4

):

Îäíà èç àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ôîðì ýòîãî óðàâíåíèÿ òàêîâà

h� i
@2v
@t2

= H2
@2v
@x2

+ "H 3
@3v
@x3

+ "2H4
@4v
@x4

:

Ìàòðèöû H i çàâèñÿò îò ñâîéñòâ ñðåäû è íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. Äî-
êàçàíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìàòðèö H i :

1) H2 > 0;
2) H2 è H4 � ñèììåòðè÷íû, H3 � àíòèñèìåòðè÷íà;
3) H3 = 0, åñëè ïëîòíîñòü è óïðóãèå ìîäóëè � ÷åòíûå ôóíêöèè y1. Ïîñëåäíåå

âåðíî, íàïðèìåð, äëÿ äâóñëîéíîé ñðåäû ñ ïðîèçâîëüíîé àíèçîòðîïèåé, à òàêæå
äëÿ ïëàñòèíû èç òðåõ àíèçîòðîïíûõ ñëîåâ, ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé
ïëîñêîñòè.

4) H3 6= 0, åñëè óñëîâèå ÷åòíîñòè íå âûïîëíåíî, íàïðèìåð, äëÿ äâóñëîéíîé
ïëàñòèíû.

Ìàòðèöû H3 è H4 îïðåäåëÿþò âèä çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè âîëí îò èõ ÷àñòî-
òû. Àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Â ñëîèñòîé ñðåäå



258 Ýãëèò Ì. Ý., ßêóáåíêî Ò. À., ßêóáåíêî À. Å.

ñ ïðîèçâîëüíîé àíèçîòðîïèåé ñëîåâ ñêîðîñòè âñåõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ îð-
òîãîíàëüíî ñëîÿì, óáûâàþò ñ âîçðàñòàíèåì ÷àñòîòû (îòðèöàòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ).
Äëÿ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïàðàëëåëüíî ñëîÿì, ïî êðàéíåé ìåðå îäíà îáíà-
ðóæèâàåò îòðèöàòåëüíóþ äèñïåðñèþ. Äëÿ âîëí â ïëàñòèíàõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà
îáíàðóæèâàåò ïîëîæèòåëüíóþ äèñïåðñèþ.

Ïðèâåäåì åùå ïðèìåðû óðàâíåíèé âûñøåãî ïîðÿäêà äëÿ êðóãëûõ îäíîðîäíûõ
èçîòðîïíûõ ñòåðæíåé è ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ èõ ñâîéñòâ. Â ýòîì ñëó÷àå çà-
äà÷è íà ÿ÷åéêå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé N q

l1 l2 l3 ðåøàþòñÿ â ÿâíîì âèäå, è ìîæíî
ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé ëþáîãî ïîðÿäêà â âèäå
ôîðìóë [4]. Åñëè èõ îòíîñèòü ê âåëè÷èíå ìîäóëÿ ñäâèãà � , òî îíè áóäóò âûðà-
æàòüñÿ òîëüêî ÷åðåç êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � . Óðàâíåíèÿ òî÷íîñòè O("n ), ïîëó-
÷åííûå ìåòîäîì äâóõìàñøòàáíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, ñîäåðæàò ïðîèç-
âîäíûå ïåðåìåùåíèé ïî t, x äî n-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Îäíàêî ñ ïîìîùüþ
íèçøèõ ïðèáëèæåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ òîé æå òî÷íîñòè â äðóãèõ ôîð-
ìàõ, â òîì ÷èñëå ñ ìåíüøèì ïîðÿäêîì âõîäÿùèõ ïðîèçâîäíûõ. Íàïðèìåð, äëÿ
ñâîáîäíûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ âîçìîæíû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíûå áåçðàçìåðíûå ôîðìû óðàâíåíèé òî÷íîñòè O("6)

@2v
@t2

= h0
2
@2v
@x2

+ "2h0
4
@4v
@x4

+ "4h0
6
@6v
@x6

;

@2v
@t2

= h0
2
@2v
@x2

+ "2h0
4
@4v
@x4

+ "2h2
2

@4v
@t2@x2

;

@2v
@t2

= h0
2
@2v
@x2

+ "2h2
2

@4v
@t2@x2

+ "4h2
4

@6v
@t2@x4

:

Çäåñü

h0
2 = 2(1 + � ); h2

2 =
� 2

2
; h2

4 = �
� 2(12� 4 + 4 � 3 � 20� 2 � 4 � + 7)

48(1� � 2)
:

Èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðâûå äâå ôîðìû óðàâíåíèé íå óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ êîððåêòíîñòè çàäà÷è Êîøè. Äëÿ òðåòüåé ôîðìû çàäà÷à Êîøè êîððåêòíà.

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà ïðèâåäåì îñðåäíåííîå óðàâíåíèå òî÷íîñòè
O("8) äëÿ ñâîáîäíûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé êðóãëîãî èçîòðîïíîãî ñòåðæíÿ. Óðàâ-
íåíèå, ïîëó÷åííîå íåïîñðåäñòâåííî ìåòîäîì äâóõìàñøòàáíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé, ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå äî âîñüìîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ýòî
óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ òîé æå òî÷íîñòè
O("8),êîòîðîå ïî ôîðìå àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ Òèìîøåíêî [5]

@2v
@t2

= "2(Q4
0
@4v
@t4

+ Q2
2

@4v
@t2@x2

+ Q0
4
@4v
@x4

): (5)

Çäåñü

Q0
4 = �

� + 1
2

; Q2
2 =

4� 2 + 15 � + 10
12(� + 1)

; Q4
0 =

96� 4 � 4� 3 � 419� 2 � 494� � 167
576(� + 1) 3

: (6)
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Óðàâíåíèå Òèìîøåíêî [5], çàïèñàííîå â òåõ æå áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, îòëè-
÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (5) òîëüêî çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïðîèçâîäíûõ:

@2v
@t2

= "2(T4
0

@4v
@t4

+ T2
2

@4v
@t2@x2

+ T0
4

@4v
@x4

); ãäå

T0
4 = Q0

4; T2
2 =

1
4K 2

+
� + 1
2K 3

; T4
0 = �

1
4K 1

;
(7)

ïðè÷åì K 1 = K 2 = K 3 = K . Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü óðàâíåíèþ (5) òî÷íîñòè O("8),
óðàâíåíèå (7) èìååò òî÷íîñòü O("4). Îäíàêî ìîæíî ïîäîáðàòü K 1 è K 2 = K 3 òàê,
÷òî R2

2 = max
06 � 6 1=2

jT2
2 =Q2

2 � 1j è R4
0 = max

06 � 6 1=2
jT4

0 =Q4
0 � 1j áóäóò ìàëû. À èìåííî,

ïðè K 1 = 0:90459121è K 2 = K 3 = 0:936486487ïîëó÷èì R2
2 � 0:038961039; R4

0 �
0:046778875. Òàêèì îáðàçîì, çà ñ÷åò âûáîðà K 1; K 2; K 3 ìîæíî ñóùåñòâåííî ïîâû-
ñèòü òî÷íîñòü óðàâíåíèÿ Òèìîøåíêî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 15-01-00361, 15-01-08023).
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The ratio " of the medium inhomogeneity scale or the thickness of plates and rods to the
typical wave length is supposed to be small.The mathematical homogenization method based
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The averaged equations in zeroth approximaton on" cannot describe many e�ects taking
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paper various asymptotically equivalent forms of the higher order averaged e�ective equations
are derived and investigated.



ÄÈÑÏÅÐÑÈÎÍÍÛÅ ÑÎÒÍÎØÅÍÈß ÄËß
ÏÜÅÇÎÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÃÎ ÂÎËÍÎÂÎÄÀ

Þðîâ Â. Î.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè íà îñíîâå ìåòîäà ïðèñòðåëêè ðàçðàáîòàí ñïîñîá èññëåäî-
âàíèÿ äèñïåðñèîííûõ ñâîéñòâ íåîäíîðîäíûõ ïî òîëùèíå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ
ñ çàòóõàíèåì. Äëÿ ó÷åòà çàòóõàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåé êîìïëåêñíûõ ìîäó-
ëåé óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè è ïüåçîìîäóëè çàìåíåíû êîìïëåêñíûìè ôóíêöèÿìè ÷àñòî-
òû. Àíàëèòè÷åñêè èçó÷åíû íåêîòîðûå çàêîíîìåðíîñòè ñòðîåíèÿ äèñïåðñèîííûõ ñîîòíî-
øåíèé ïðè êîìïëåêñíîì è âåùåñòâåííîì âîëíîâîì ÷èñëå. Ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå
ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ñòðóêòóðó äèñïåðñèîííîãî ìíîæåñòâà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
ñïåêòðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïîñòðîåíà ïðîñòàÿ ïðèêëàä-
íàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü äèñïåðñèîííûå âåòâè â íèçêî÷àñòîòíîì
äèàïàçîíå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ èçäåëèÿ èç ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ êîì-
ïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, ñîñòîÿùèõ èç ïüåçîêåðàìè÷åñêîé îñíîâû è ïîëèìåðíîãî íà-
ïîëíèòåëÿ. Îòëè÷èòåëüíûìè ñâîéñòâàìè òàêèõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿþò-
ñÿ çíà÷èòåëüíîå çàòóõàíèå, íèçêàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü è âûñîêèå êîýôôèöèåíòû
ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí è çàòó-
õàíèÿ â ïðîòÿæåííûõ ñòðóêòóðàõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàíà êîíöåïöèÿ
êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé [1] áàçèðóþùàÿñÿ íà îáîáùåíèè ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî âÿç-
êîóïðóãîãî òåëà [2]. Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà èññëåäîâàíû âîëíû â íåîäíîðîäíîì
ïüåçîýëåêòðè÷åñêîì âîëíîâîäå ïðè íàëè÷èè çàòóõàíèÿ, îáóñëîâëåííîì êîìïëåêñ-
íîé ñòðóêòóðîé ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê.

Ñðåäè ðàáîò, âûïîëíåííûõ â ïîñëåäíèå ãîäû ïî èññëåäîâàíèþ ñòðóêòóðû âîë-
íîâûõ ïðîöåññîâ äëÿ âÿçêîóïðóãèõ âîëíîâîäîâ, îòìåòèì [3], ãäå îñóùåñòâëåí àíà-
ëèç íà îñíîâå ÿâíîãî âèäà äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîëîñû [4, 5], ãäå
âÿçêîóïðóãîñòü ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ Þ. Í. Ðàáîòíîâà [6].

Îñîáåííîñòè ñòðîåíèÿ äèñïåðñèîííîãî ìíîæåñòâà â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî âîë-
íîâîäà èçó÷åíû â ãîðàçäî ìåíüøåé ñòåïåíè è îïèðàþòñÿ êàê íà òåîðèþ ñïåêòðàëü-
íûõ ïó÷êîâ, òàê è íà ÷èñëåííûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû [7, 8].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìîòðèì âîëíû â íåîäíîðîäíîì ïî òîëùèíå áåñêîíå÷íîì ïüåçîýëåêòðè÷å-

ñêîì ñëîå òîëùèíû h, ãäåx3/ h = x 2 [0; 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u1 (x1; x3), u3 (x1; x3),
u2 � 0, ' = ' (x1; x3), E i = � @'

@xi
; i = 1; 3 Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöû ñëîÿ ñâîáîä-

íû îò íàãðóçîê, ýëåêòðîäèðîâàíû è çàêîðî÷åíû.
Ðåøåíèå çàäà÷è ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå áåãóùåé âîëíû, ÷òî îçíà÷àåò èçìåíåíèå

âñåõ ôóíêöèé ïî çàêîíó f = f 0ei (kx 1 � !t ) .
Îñóùåñòâèì îáåçðàçìåðèâàíèå çàäà÷è: � 2 = �! 2h2=� 0,  = kh, u1 = � ihX 1,

u3 = hX 2, � 13 = � i� 0X 3, � 33 = � 0X 4, Cij = � 0cij , eij = e0~eij , ' = ' 0X 5, Ýii = Ý0ýii ,
D3 = D0X 6.
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Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ: ' � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, D i � êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè, E i � êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåí-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, Cij � ìîäóëè óïðóãîñòè, èçìåðåííûå ïðè ïîñòîÿííîì
ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, eij � ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ïîñòîÿííûå, Ýii � äèýëåêòðè÷åñêèå
ïðîíèöàåìîñòè ïðè ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèÿõ.

Ïðè ýòîì ðàçìåðíûå ìíîæèòåëè äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáðàíû ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: ' 0e0 = h� 0, e0 = D0 = 1 Êë/ì 2, � 0 = 1010 Í/ì 2, Ý0 = 10� 10 Ô/ì.

X 0 = AX ; X = ( X 1; X 2; X 3; X 4; X 5; X 6)T (1)

X 3 (0) = X 3 (1) = X 4 (0) = X 4 (1) = X 5 (0) = X 5 (1) = 0 (2)

A = A 0 � � 2A 01 +  A 1 +  2A 2 (3)

Ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè (2), ïåðåìåííîé x 2 [0; 1] è çàâèñÿùåå îò áåçðàçìåðíûõ ñïåê-
òðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ: �;  .

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ çàòóõàíèÿ ìàòðèöà (3) ïîðîæäàåò êâàäðàòè÷íûé ïó÷îê
îò ñïåêòðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ �;  è èìååò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå áåçðàçìåðíûå
êîìïîíåíòû:

A 0 : a0
13 = 1

c44
; a0

24 = M 33
e2

33 + ý33 c33
; a0

26 = e33
e2

33 + ý33 c33
; a0

54 = a0
26; a0

56 = � c33
e2

33 + ý33 c33

A 01 : a01
31 = 1; a01

42 = 1
A 1 : a1

12 = 1; a1
15 = e15

c44
; a1

21 = � ý33 c13 + e33 e31
e2

33 + ý33 c33
; a1

34 = � a1
21; a1

36 = e33 c13 � e31 c33
e2

33 + ý33 c33
;

a1
43 = � 1; a1

51 = � a1
36; a1

63 = � a1
15

A 2 : a2
31 = c11 � ý33 c2

13 +2 c13 e33 e31 � c33 e2
31

e2
33 + ý33 c33

; a2
65 = �

�
ý11 + e2

15
c44

�

Äëÿ ó÷åòà çàòóõàíèÿ ïðèíèìàåòñÿ êîíöåïöèÿ êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé [1]. Áóäåì
çàìåíÿòü ckj (x) ! ckj (x) G (� ), ekj (x) ! ekj (x) G (� ), ýkk (x) ! ýkk (x) G (� ), ãäå
G (� ) = 1� in�M

1� in� .
Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà A èìååò âèä A = A 0 (� )� � 2A 01+  A 1 (� )+  2A 2 (� ) è õà-

ðàêòåðèçóåò ñïåêòðàëüíûé ïó÷îê ìàòðèö: ïî  � êâàäðàòè÷íûé, ïî � � äðîáíî-
ðàöèîíàëüíûé.

Èçó÷èì òèïè÷íóþ ôóíêöèþ çàòóõàíèÿ G (� ) = 1� in�M
1� in� = ReG (� ) + i ImG (� ),

êîòîðàÿ áóäåò îòðàæàòü çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòû óïðóãèõ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê, ïðè÷åì

ReG (� ) =
�
1 + n2� 2M

� � �
1 + n2� 2

�
; ImG (� ) = ( n� � n�M )

� �
1 + n2� 2

�

è èìååò ðÿä ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ: lim
� ! 0

ImG (� ) = 0 , lim
� !1

ImG (� ) = 0 , lim
� ! 0

ReG (� ) = 1 ,

lim
� !1

ReG (� ) = M .

Ïîñòàâèì çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó  è � , ïðè êîòîðûõ ñôîð-
ìóëèðîâàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(2) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ýòè ñîîò-
íîøåíèÿ ôîðìèðóþò äèñïåðñèîííîå ìíîæåñòâî çàäà÷è. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ çà-
òóõàíèÿ ñòðóêòóðà ýòîãî ìíîæåñòâà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíà è ïîõîæà íà
ñòðóêòóðó â óïðóãîì ñëó÷àå [7].
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×èñëåííûé àíàëèç äèñïåðñèîííîãî ìíîæåñòâà.
Äëÿ ÷èñëåííîãî îòûñêàíèÿ äèñïåðñèîííîãî ìíîæåñòâà ïðè ëþáîì (äàæå êó-

ñî÷íî-ðàçðûâíîì) âèäå íåîäíîðîäíîñòè ïðåäñòàâëåí ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è (1)�(2). Îí çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçäåëåíèè âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòè â ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé, ïîñëå ÷åãî ñèñòåìà óäâîåííîé ðàçìåðíîñòè ðåøàåòñÿ ìåòîäîì
ïðèñòðåëêè ïóòåì ñâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ê ðåøåíèþ íàáîðà çàäà÷ Êîøè. Èç-
âåñòíî, ÷òî ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ïðè îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ â ñëó÷àå, êîãäà îïðåäåëèòåëü ïðèñòðåëî÷íîé ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â íóëü,
à íóëè îïðåäåëèòåëÿ, îïðåäåëÿþùèå òî÷êè äèñïåðñèîííîãî ìíîæåñòâà, íàéäåíû
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñâîéñòâà ïüåçîñëîÿ ìîäåëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
cij (x; � ) = cij f (x) G (� ), eij (x; � ) = eij f (x) G (� ), ýij (x; � ) = ýij f (x) G (� ), ãäå
f (x) = 3 (1 + x2) =4, n = 0:01; M = 1:5.

Çàìåòèì, ÷òî çàòóõàíèå îòñóòñòâóåò, êîãäàn = 0 èëè M = 1.

Ðèñóíîê 1 � Îáùèé âèä äèñïåðñèîííîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è áåç çàòóõàíèÿ

Ðàñ÷åò ïðîâåäåí äëÿ c11 = 11:22, c13 = 6:22, c33 = 10:6, c44 = 2:49, e31 = � 3:4,
e33 = 15:1, e31 = 9:45, ý11 = 72:57, ý33 = 82:74 áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà
ÖÒÑ-19.

Äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà.
Ïðîñòåéøåå èññëåäîâàíèå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ïüåçîñëîÿ ïîêàçàëî, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò 2 ìîäû, âûõîäÿùèå èç íóëÿ äèñïåðñèîííîé ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà, â ñëó-
÷àå êîìïëåêñíîãî  ), ïðîäîëüíàÿ è èçãèáíàÿ. Áóäåì ðàçûñêèâàòü  (� ) â âèäå:
 = d1� + d2� 2 + :::

Âûïîëíèì ðàçëîæåíèå çàäà÷è (1)�(2) ïî ñòåïåíÿì � , äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ôóíê-
öèè è ïåðåìåííûå êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû ïî ïàðàìåòðó � ñëåäóþùèì îáðàçîì
X = X 0+ X 1� + X 2� 2+ :::, A (� ) = A 0+ A1� + A 2� 2+ :::(ak

ij (� ) = aij 0+ aij 1� + aij 2� 2+ :::).
Çàäà÷à ïðè � â íóëåâîé ñòåïåíè èìååò 2 íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèÿ: X 0 =

= (1 ; 0; 0; 0; 0; 0)T è X 0 = (0 ; 1; 0; 0; 0; 0)T ïîðîæäàþùèå ñèììåòðè÷íóþ è àíòèñèì-
ìåòðè÷íóþ ìîäû êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâåííî. Âûáðàâ ïåðâîå ðåøåíèå, ðåøèì çàäà-
÷ó ïðè � , ïðè óäîâëåòâîðåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â çàäà÷àõ ïðè � 2 è � 3 ïîëó÷èì
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ñîîòâåòñòâåííî d1 è d2. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè äàëåå ââåä¼ì îïåðàòîð èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî îòðåçêó: T (h (x)) =

R1
0 h (x) dx è êîíñòàíòó l = T (a510 (x)) ( T (a560 (x))) � 1.

d1 = ( T (a310 (x)) � lT (a360 (x))) � 2

d2 = id1 (T (Im (a311 (x))) � lT (Im (a361 (x))) + ( lT (Im (a561 (x))) � T (Im (a511 (x))))) �

�
�
T (a360 (x)) T � 1 (a560 (x))

�
=

�
2T (a510 (x)) T (a360 (x)) T � 1 (a560 (x)) � 2T (a310 (x))

�

Ïîñòðîèì ãðàôèê âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ � (d1 + d2� ) è ÷èñëåí-
íî ðàñ÷èòàííóþ äèñïåðñèîííóþ êðèâóþ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé.

Ðåçóëüòèðóþùèå êðèâûå èìåþò ðàçíèöó íå áîëåå 1% â îáëàñòè � 6 1. Ìîæ-
íî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïîëó÷åííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ

Ðèñóíîê 2 � Âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè 1 âåòâè äèñïåðñèîííîãî ìíîæåñòâà
(àñèìïòîòèêè � òî÷êàìè, ÷èñëåííîå ðåøåíèå � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)

Ðèñóíîê 3 � Ïåðâûå 2 êðèâûå äèñïåðñèîííîãî ìíîæåñòâà (ìåòîä Ãàëåðêèíà � òî÷êè,
ìåòîä ïðèñòðåëêè � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, 1 � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü, 2 � ìíèìàÿ)
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îïèñûâàåò âåùåñòâåííóþ ÷àñòü â îáëàñòè � 6 5. Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ íåîäíî-
ðîäíûõ õàðàêòåðèñòèê è ïðè íàëè÷èè çàòóõàíèÿ.

Ìåòîä Ãàëåðêèíà.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèêëàäíîé òåîðèè, ïîçâîëÿþùåé äàòü ïðèáëèæåííûå îöåíêè

äèñïåðñèîííîãî ìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè, èñïîëüçîâàí ìåòîä Ãàëåð-
êèíà.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ïîäõîäà âûáðàíû ñëåäóþùèå íàáîðû êîîðäèíàòíûõ
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2):

1: X 1 = c1 (x � 1=2), X 2 = c2, X 3 = c3x (x � 1), X 4 = c4x (x � 1=2) (x � 1),
X 5 = c5x (x � 1), X 6 = c6.

2: X 1 = c1, X 2 = c2 (x � 1=2), X 3 = c3x (x � 1), X 4 = c4x (x � 1),
X 5 = c5x (x � 1), X 6 = c6.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ìåòîä Ãàëåðêèíà ïîçâîëÿåò
ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ñòðîèòü ïåðâûå 2 êðèâûå.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À. Î. Âàòóëüÿíó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 16-01-00354).
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Yurov O. V. Dispersion relations for piezoelectric inhomogeneous waveguide. The dispersion
relations for piezoelectric inhomogeneous waveguide in the presence of damping are investigated.
To account damping, the concept of complex modules is used. A short wave asymptotic
analysis of the dispersion relation is applied. A simple applied theory is built with the help of
Galerkin method.


