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ИОСИФ ИЗРАИЛЕВИЧ ВОРОВИЧ (1920–2001): 

К СТОЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ 

 

JOSIF IZRAILEVICH VOROVICH (1920-2001): 

TOTHECENTURYOFBIRTHDAY 

 

 
21 июня 2020 г. исполняется 100 лет со дня 

рождения Иосифа Израилевича Воровича − выда-

ющегося российского ученого, обогатившего науку 

многими достижениями в области механики и ма-

тематики, замечательного педагога, создавшего 

школу механиков, широко известную не только в 

России, но и за ее пределами. 

И.И. Ворович родился в старинном городке 

Стародубе на Брянщине, где и окончил среднюю 

школу. 

В 1937 г. он поступил в Московский государ-

ственный университет (МГУ) на отделение механи-

ки, где преподавали ученые, являющиеся гордостью 

русской и советской науки. Первую научную работу 

в области контактных задач молодой ученый вы-

полнил во время обучения под руководством буду-

щего академика А.И. Ишлинского. 

С начала Великой Отечественной войны 

И.И. Ворович в числе других студентов МГУ был 

призван в ряды Красной армии и направлен на уче-

бу в Военно-воздушную инженерную академию 

им. Н.Е. Жуковского. Курсанты, помимо приобре-

тения инженерных знаний, проходили производ-

ственную практику на прифронтовых аэродромах. 

И.И. Ворович в 1942 г. был авиамехаником на Вол-

ховском фронте. В 1944 г., окончив академию с 

отличием, был оставлен для прохождения службы, 

далее направлен в строевую часть для приобрете-

ния практического опыта, затем участвовал в войне 

с Японией на Забайкальском фронте в качестве 

авиатехника и авиаинженера. В 1945 г. в составе 

подразделения академии был участником Парада 

Победы. 

В 1947 г. он был отозван из строевой части для 

продолжения учебы в академии, где под руковод-

ством выдающегося ученого академика В.С. Пуга-

чева выполнил специальную научную работу по 

закрытой тематике и защитил кандидатскую дис-

сертацию.  

После демобилизации в 1950 г. – переезд в Ро-

стов-на-Дону вместе со своим товарищем Н.Н. Мо-

исеевым (будущим академиком) и начало педаго-

гической работы на кафедре теоретической меха-

ники Ростовского госуниверситета. Здесь Иосиф 

Израилевич формируется как преподаватель, ак-

тивно занимается научной деятельностью.  

Еще во время войны его заинтересовали некото-

рые вопросы интенсивно развивающейся теории 

оболочек, имеющей многочисленные приложения в 

авиастроении и ракетостроении. Этот интерес 

трансформировался в ряд первоклассных результа-

тов в математической теории оболочек, и в 1958 г. 

И.И. Ворович  блестяще защитил докторскую дис-

сертацию в Ленинградском университете на тему 

«Некоторые математические вопросы нелинейной 

теории оболочек».  

Диссертация получила высокую оценку оппонен-

тов – академика Ю.Н. Работнова и член-кор-

респондента В.В. Новожилова, профессоров 

С.Г. Михлина и О.А. Ладыженской. При этом для 

анализа сложных нелинейных операторных урав-

нений  были использованы новые топологические 

методы, позволившие доказать важные  результаты 

в теории оболочек. Были доказаны теоремы разре-

шимости  для нелинейных краевых задач теории 

тонкостенных конструкций, обоснованы прибли-

женные методы как для расчета деформирования, 

так и для оценки устойчивости, в том числе и при 

учете случайных факторов.  

В 1961 г. кафедра теоретической механики была 

реформирована; образована кафедра теории упру-

гости на физико-математическом факультете, кото-

рую возглавил И.И. Ворович.  Он активно продол-

жает заниматься математическими аспектами тео-

рии оболочек, в первую очередь приложениями 

теории случайных процессов при оценке влияния 

случайных факторов на устойчивость оболочек.   В 

то же время на кафедре был заключен первый хо-

зяйственный договор практического характера, 

привлечены к его выполнению молодые сотрудни-

ки, дан импульс развитию других направлений в 

механике. 

К концу 60-х гг. ХХ в. на кафедре теории упру-

гости наряду с глубокими теоретическими разра-

ботками в области теории плит и оболочек, кон-

тактных задач уже выполнялись и эксперименталь-

ные исследования в области устойчивости тонко-

стенных оболочек, механики полимеров и др. Был 
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сформирован коллектив механиков-теоретиков и 

инженеров, активно участвующих не только в об-

разовательном процессе, но и в выполнении раз-

личных  работ для нужд народного хозяйства.  

Новый этап в жизни И.И. Воровича связан с  

тем периодом, когда в 1971 г. был создан Научно-

исследовательский институт механики и приклад-

ной математики (НИИМиПМ), директором которо-

го он был назначен. В институте получили разви-

тие многие фундаментальные направления кафед-

ры теории упругости, но вместе с тем продолжа-

лись исследования прикладных задач в области 

прочности подшипников, механики полимеров и 

сегнетоэлектриков, дефектоскопии, фундаменто-

строения и сейсморазведки, гидроэкологии и дру-

гих направлений. В области прикладной математи-

ки по инициативе И.И. Воровича, имевшего боль-

шой опыт исследований сложных механических 

систем, было создано новое для Ростовской мате-

матической школы научное направление − матема-

тическое моделирование сложных экологических и 

экономических систем. 

Тридцать лет И.И. Ворович успешно руководил 

институтом, привлекая к исследованиям не только 

опытных сотрудников, но и молодых исследовате-

лей – выпускников мехмата.  Здесь выросли как 

исследователи и руководители лучшие ученики 

Иосифа Израилевича, сформировалась преемствен-

ность научных поколений. 

 Остановимся на научном наследии И.И. Воро-

вича. Оно многогранно. Отметим ряд направлений, 

где вклад Иосифа Израилевича особенно весом.  

 Во-первых, это проблема перехода от трехмер-

ной задачи теории упругости к двумерной; разра-

ботка нового варианта асимптотического метода, 

на базе которого построены уточненные методы 

расчета пластин, оболочек и плит, широко исполь-

зуемые в настоящее время.  

 Во-вторых, это существенный вклад в изучение 

смешанных статических и динамических задач тео-

рии упругости для полуограниченных тел  на осно-

ве асимптотических методов, получивших развитие 

в трудах его учеников. 

 В-третьих, это формулировка принципа устой-

чивости естественного ненапряженного состояния, 

на основе которого установлены ограничения на 

способы описания реологических свойств полиме-

ров. В этом направлении  был решен ряд связанных 

задач термовязкоупругости в теории оболочек, 

проведено исследование критериев потери устой-

чивости вязкоупругих тонкостенных конструкций.  

Широкую известность получили исследования 

Иосифа Израилевича по математическому модели-

рованию экологических систем. Он был одним из 
инициаторов разработки эколого-математической 

модели Азовского моря,  которая по адекватности и 

анализу учтенных факторов считается пионерской 

в мировой практике. В 1983 г. за создание этой мо-

дели коллективу, который возглавлял И.И. Во-

рович, была присуждена Государственная премия 

СССР. 

Научная и педагогическая деятельность 

И.И. Воровича по достоинству оценена научным 

сообществом. В 1970 г. он был избран членом-

корреспондентом АН СССР по отделению проблем 

машиностроения, механики и процессов управле-

ния, а в 1990 г. – действительным членом АН 

СССР. 

За цикл работ по фундаментальным проблемам 

тонкостенных конструкций И.И. Ворович в составе 

группы исследователей был в 1998 г. удостоен Го-

сударственной премии РФ. 

В течение 50 лет выдающийся ученый и талант-

ливый педагог И.И. Ворович вел преподавательскую 

работу в Ростовском государственном университете. 

Большим авторитетом в России и за ее пределами 

пользуется созданная им научно-педагогическая 

школа ученых-механиков, среди которых около 

50 докторов и более 160 кандидатов наук.  

На протяжении многих лет он возглавлял редак-

ционную коллегию журнала «Известия вузов. Севе-

ро-Кавказский регион. Естественные науки» («Изве-

стия СКНЦ ВШ»). 

Из научной школы И.И. Воровича вышел ряд рек-

торов и заведующих кафедрами ведущих вузов Рос-

сии, ученых, создавших новые научные направления 

и свои научные школы.  

За боевые и трудовые заслуги он был награжден 

орденами и медалями СССР и Российской Федера-

ции, удостоен медалей академиков П.Л. Капицы и 

А.А. Благонравова. 

Иосифа Израилевича нет с нами около 20 лет, 

но живет память о нем в сердцах  учеников, серд-

цах студентов мехмата; имя И.И. Воровича носит 

Институт математики, механики и компьютерных 

наук Южного федерального университета. Ростов-

чане гордятся человеком, который около 50 лет 

прожил в этом городе, сделав очень много для раз-

вития науки и образования; в 2017 г. на «Аллее 

звезд» г. Ростова-на-Дону, состоящей  из звездочек 

знаменитых и уважаемых горожан, зажглась звезда 

Иосифа Израилевича Воровича. 

Изданы 2 тома монументального труда «Лекции 

по динамике Ньютона. Современный взгляд», 

написанию которого Иосиф Израилевич посвятил 

последние годы жизни.  

Об И.И. Воровиче смело можно сказать, что ему 

свойствен такой уровень научной оценки, что грань 

между его талантом и гениальностью практически 
незаметна. Порожденными им идеями будут пи-
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таться и развивать их многие поколения ученых. 

Иосифу Израилевичу благодаря его таланту и обра-

зованию (фундаментальному математическому и 

инженерному) свойственна поразительная широта 

кругозора. Он с легкостью не только входил в но-

вые научные направления, но и обогащал их новы-

ми идеями, получал новые результаты.  

Вот несколько примеров. Прибыв в Ростов-на-

Дону с блестящими результатами по нелинейным 

тонкостенным конструкциям, описанными выше, 

он продолжал успешно развивать их и дальше. Ба-

зируясь на некоторых общих идеях принципа сжи-

мающих отображений, он сформировал направле-

ние по смешанным и контактным задачам, внѐс в 

их теорию неоценимый вклад.  Впоследствии, ана-

лизируя динамические контактные задачи, подго-

товил научный фундамент, позволивший зареги-

стрировать едва ли не единственное в механике 

научное открытие «Явление высокочастотного ре-

зонанса в полуограниченных телах с неоднородно-

стями», приоритет которого (1987 г.) был подтвер-

жден американскими учеными. Именно эти разра-

ботки  И.И. Воровича были подхвачены исследова-

телями всего мира. Его идеи в приложениях  к са-

мым разным задачам звучали в пленарных докла-

дах на научных конференциях и конгрессах в 

США, Японии, Италии, Канаде, Франции, Австрии. 

Докладывались новейшие результаты о типе земле-

трясений, которые можно прогнозировать, о явле-

ниях самосборки наноматериалов, о природных 

явлениях, таких как математически обоснованное 

«бабье лето», о топологической дискретизации ре-

шений граничных задач и другие, обязанные своим 

происхождением идеям И.И. Воровича. Высочай-

ший уровень его исследований как ученого и та-

лант учителя подтверждается и тем, что среди его 

учеников выросли и члены Российской академии 

наук, и лауреаты Государственной премии России. 

Память об этом выдающемся человеке надолго 

сохранится в наших сердцах. Огромное научное 

наследие академика РАН И.И. Воровича продолжа-

ет служить науке. 
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Существуют несколько подходов, направленных на упрощение сложных уравнений в частных производных (или их 

систем), участвующих в постановках граничных задач, введением более простых, но в большем количестве диффе-
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рый, имея топологическую основу, вскрывает как глобальные, так и локальные свойства решений граничных задач 

для дифференциальных уравнений в частных производных. 

 Вместе с этим он может применяться для исследования и решения более сложных граничных задач с помощью 

соотношений, описывающих некоторые задачи механики сплошной среды посредством относительно простых 

уравнений, например Гельмгольца. Для этого надо строить такие решения уравнения Гельмгольца, которые удовле-

творяют граничным условиям, содержащим не частные значения задаваемых на границе функций, а совершенно 

произвольные. Применительно к уравнению Гельмгольца это достигается использованием метода блочного элемен-

та. Примеры решений граничных задач Дирихле и Неймана для уравнения Гельмгольца и сравнительный анализ ре-

шений приводятся в настоящей статье. 
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Ключевые слова: метод блочного элемента, граничная задача, топология, псевдодифференциальные уравнения. 

 

There are several approaches aimed at simplifying complex partial differential equations or their systems involved in the 

formulation of boundary value problems by introducing simpler, but in a larger number of differential equations. Their solu-

tions allow us to describe solutions to complex boundary value problems. However, to implement this approach, it is neces-

sary to construct solutions of simplified boundary value problems for arbitrary boundary conditions in solvability spaces 

boundary value problem. In some cases, this can be done using the block element method. The block element method, which 

has a topological basis, reveals both global and local properties of solutions to boundary value problems for partial differen-

tial equations. 

At the same time, it can be used to study and solve more complex boundary value problems by applying relations that de-

scribe certain equations of the continuum by means of relatively simple equations, for example, Helmholtz. To do this, we 

need to construct solutions of the Helmholtz equations that satisfy boundary conditions that contain completely arbitrary val-

ues, rather than partial values, set at the boundary of functions. In relation to the Helmholtz equations, this is achieved using 

the block element method. Examples of constructing solutions to boundary value problems for Helmholtz equation for Di-

richlet and Neumann problems and a comparative analysis of solutions are given in this article. 

 
Keywords: block element method, boundary value problem, topology, pseudo differential equation. 

 
Введение 

 

Исследованию краевых задач для уравнения 

Гельмгольца посвящено большое количество работ, 

часть из которых вместе с применяемыми метода-

ми приведена в [1–10]. Метод блочного элемента 

впервые для решения граничной задачи Неймана 

для уравнения Гельмгольца рассмотрен в [11]. В 

этой работе построено точное решение в виде упа-

кованных блочных элементов при произвольных 

граничных условиях в области типа неограничен-

ного прямоугольного клина. Также произведен не-

который анализ акустических свойств среды в этой 

области. 

В настоящей работе исследуется граничная за-

дача Дирихле для уравнения Гельмгольца в сопо-

ставлении с задачей Неймана. Решения этих задач 

являются исходными для применения подхода [8–

10], состоящего в представлении операторов 

сложных граничных задач через посредство опе-

раторов Гельмгольца и более простых, и могут 

служить целям нового способа проектирования 

материалов мозаичной структуры [12]. Представ-

ления решений граничных задач в виде упакован-

ных блочных элементов [13] открывают возмож-

ность исследования и решения граничных задач 

практически любой сложности и в любых обла-

стях. Это связано с тем, что произвольную об-

ласть всегда можно реально или виртуально 

представить в виде некоторой блочной структу-

ры, блоки которой можно формировать из усло-

вия удобства решения поставленных на них гра-

ничных задач [12]. Применяя подходы [8–10] и 

решения уравнения Гельмгольца, основываясь на 

аналитических решениях, можно осуществлять 

глубокий анализ операторов сложных граничных 

задач методом, разработанным академиком 
И.И. Воровичем в [14]. 

Основные уравнения 

 

Введем правую прямоугольную систему коор-

динат, направив оси 1оx , 3ox  горизонтально, а ось 

2оx  – вертикально вверх. Рассматривается гранич-

ная задача для трехмерного уравнения Гельмгольца 

в прямоугольной области )0,0,( 213  xxx .  

Для применения метода блочного элемента к 

граничной задаче в блочной структуре необходимо 

выполнить три алгоритма: внешней алгебры, внеш-

него анализа и построение фактор-топологии. Вви-

ду рассмотрения лишь одного блочного элемента 

необходимость в последнем алгоритме отпадает.  

Рассмотрим для этого уравнения граничные за-

дачи Дирихле и Неймана. 

В первом случае считаем, что граничные усло-

вия имеют вид 

),(),0,( 31131 xxfxxu  , ),(),,0( 32232 xxfxxu  .   (1) 

Здесь произвольные функции nf  обладают 

свойствами, достаточными для разрешимости со-

ответствующих граничных задач в пространствах 

медленно растущих обобщенных функций. По-

скольку область   содержит бесконечно удален-

ные точки, то в случае, если в граничной задаче 

появляются волновые функции, ищется решение с 

применением принципа излучения. 

 

Метод решения 

 

Применением преобразования Фурье к трехмер-

ному дифференциальному уравнению Гельмгольца 
2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 0( x x x p )u( x ,x ,x )        

 по параметру 3x  в обеих граничных задачах по-

лучаем дифференциальное уравнение с парамет-
ром вида 
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2  xxukxx ,     (2) 

2
3

22  pk .  

Используем один из способов касательного рас-

слоения границы. После применения двумерного 

преобразования Фурье и введения внешних форм 

приходим к функциональным уравнениям вида 
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dddeUxxxu
i

R
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 . 

Правую часть в функциональном уравнении 

можно представить в виде 
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 . 

Вычислив одномерные интегралы, которые яв-

ляются преобразованиями Фурье соответствующих 

функций, можно функциональное уравнение пред-

ставить в форме 

 ),,()( 321
22

2
2
1  Uk  





 ),0(

),0(
3

3 ,
,

21

1

2 


Ui
x

U
 

)0,(
)0,(

3
3 ,

,
12

2

1 


Ui
x

U





 . 

В дальнейшем прописной буквой будут обозна-

чаться преобразования Фурье, вычисленные от 

функций, представленных соответствующей строч-

ной буквой. 

1. Рассмотрим случай задачи Дирихле. Внесем в 

правую часть значения функций (1). Имеем 

 ),,()(
321

22
2

2
1 1  Uk 





1

21 ),0( 3,

x
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– ),0( 3,221  Fi )0,(
)0,(

3
3 ,

,
112

2

11 


Fi
x

U





. 

Для выполнения алгоритма внешнего анализа 

факторизуем коэффициент функционального урав-

нения по каждому параметру: 

))(())(()( 22221111
22

2

2

1     k , 

 ,, 22

1

22

2 21 kk ii      

0Im,0Im 21    . 

Условие автоморфизма для носителя и функций 

на нем приводит к псевдодифференциальным 

уравнениям вида 
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Неизвестными в (3) являются функции 

1

21 ),0( 3,

x

U



  
, 

2

11 )0,( 3,

x

U



  
, 

1

21 ),0( 3,

x

U



 
, 

2

11 )0,( 3,

x

U



 
. 

Решение псевдодифференциальных уравнений, 

найденное с требованием обращения в нуль псев-

додифференциальных уравнений вне области  , 

приводит после преобразований к следующему ви-

ду функционального уравнения: 

 ),,()( 3211
22

2
2
1  Uk  

    )()0,()0,( 221111 33 ,,  FF  

  )(),0(),0( 112222 33 ,,    FF . 

Решение, представляющее упакованный блоч-

ный элемент, принимает вид 

32132113321
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1
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  )(),0(),0( 112222 33 ,,    FF . 

Функцию ),,( 3211 U  можно представить в виде 

),,( 3211 U
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 FF
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11

322322 ,,












 FF
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Если на одной из граней функция ),,( 321 xxxu  

обращается в нуль, например, 2F =0, то решение 

упрощается и принимает вид 
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22

311311
3211
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FF
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Если на поверхности акустической среды зада-

ется дельта-функция ),( 303101 xxxx  , то в этом 

случае  
)(

311
303101)0,( , xxi

eF
 

 ,  

 
)(

),,(
22

)()(

3211

303101303101















 xxixxi
ee

iU . 

Учитывая,  что   ,2
3

22
21   pi  

2
3

22
12   pi , получаем представление 

решения граничной задачи в виде 

),,( 321 xxxu  
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xipxi
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321

)()( 3033221011 
ddde

xxxxxi 
 . 

Построенные решения топологически представ-

ляют упакованные блочные элементы. Функции в 

области   имеют эту область в качестве носителя, 

т.е. вне еѐ они обращаются в нуль. Упакованные 

блочные элементы нужны при исследовании и ре-

шении граничных задач, поставленных для блочных 

структур (для каждого еѐ блока). С их помощью вы-

полняется алгоритм построения фактор-топологии, 

когда в качестве соотношений эквивалентности вы-

ступают межблоковые граничные условия. Для 

осуществления аналитического или численного ана-

лиза решения, представленного упакованным блоч-

ным элементом, его надо распаковать [14], вычислив 

по теории вычетов интеграл, что всегда возможно. 

Получившееся в результате выражение, представ-

ленное с участием интегралов или без них, во внут-

ренности области   дает решение граничной зада-

чи. Оно для 0, 21 xx  имеет вид  

),,( 321 xxxu
22

i
× 

31

)(

101

30332

2

3

22

111

2

)(sin 


ddex
xxxpixi

R









 

 . 

С помощью внутренних односторонних преде-

лов на границе можно убедиться в выполнении за-

данных граничных условий.  

2. Рассмотрим граничную задачу Неймана [11] 

для уравнения (2). 

Считаем, что граничные условия имеют вид 

),(
),,0(

322

1

32 xxf
x

xxu





,  .),(

),0,(
311

2

31 xxf
x

xxu





  

Здесь произвольные функции nf  обладают 

свойствами, достаточными для разрешимости со-

ответствующих граничных задач в пространствах 

медленно растущих обобщенных функций.  

Повторяя выполненные выше построения, по-

лучаем в преобразованиях Фурье решение гранич-

ной задачи: 




21
22
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1

321

1
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1
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×    )()()( 3111311122 ,,  FF  

 )()()( 3222322211 ,,    FF . 

После сокращений  

),,( 321 U  
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11

32223222 ,,












 FF
. 

Полученное представление позволяет сформули-

ровать условия на задаваемые граничные функции.  

Справедлива 

Теорема  [11]. Пусть преобразования Фурье 

функций ),( 311 xxf , ),( 312 xxf  имеют непрерывные 

первые производные по первой координате у первой 

функции и по второй координате – у второй. Тогда 

существует решение граничной задачи в простран-

стве медленно растущих обобщенных функций. 

Действительно, в этом случае выполняются 

условия  )1()()()( 11311311 ,, OFF    ,  

)1()()()( 22322322 ,, OFF    , 

при  11   и  22  , обеспечивающие вы-

полнение автоморфизма и удовлетворение гранич-

ных условий. 

Решение исходной граничной задачи в виде упа-

кованного блочного элемента дается интегралом 

3213213321
3

),,(
8

1
),,( 


dddeUxxxu

i

R

αx
 . 
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В [11] рассмотрены различные примеры реше-
ния этой граничной задачи. 

 

Выводы 
 

Построенные решения (и подобные им в других 
областях) в форме упакованных блочных элемен-
тов могут служить целям формирования блочных 
структур с различными требованиями как к компо-
зитным материалам мозаичной структуры, так и к 
их сопряжению на границе. Среди них может быть 
формулировка условий появления на границе тре-
щин Гриффитса – Ирвина или трещин нового типа. 
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Построено решение задачи об антиплоской деформации равномерно кусочно-однородного пространства из двух 

поочерѐдно повторяющихся разнородных слоев. Они имеют равную толщину, состоят из различных материалов. 

Слои на своих срединных плоскостях расслаблены двумя полубесконечными, периодически расположенными парал-

лельными туннельными трещинами. Выведены определяющие уравнения задачи в виде системы двух сингулярных 

уравнений первого рода относительно контактных напряжений, действующих в зонах контактов на срединных 

плоскостях разнородных слоев. Решение системы в общем случае построено методом механических квадратур. В 

частном случае, когда трещины в разнородных слоях одинаковы, решение задачи сведенo к исследованию двух неза-

висимых уравнений. Построены их замкнутые решения. Полученo сингулярное интегральное уравнение задачи в слу-

чае, когда в одном из разнородных слоев трещины отсутствуют. В общем случае проведен численный расчет. Опре-

делены закономерности изменения контактных напряжений и коэффициентов интенсивности напряжений в конце-

вых точках трещин в зависимости от физико-механических и геометрических параметров задачи, каковыми явля-

ются отношения модулей сдвига слоев и отношения толщины слоев и длин трещин. 

 

Ключевые слова: периодическая задача, смешанная задача, кусочно-однородное пространство, внутренние трещины. 

 

In this paper, we have constructed a solution for the problem of antiplane deformation of a uniformly piecewise homoge-

neous space of two alternately repeating heterogeneous layers of equal thickness from different materials, which are relaxed 

on their median planes by two semi-infinite, periodic parallel tunneling cracks. A system of defining equations of the problem 

is derived in the form of a system of two singular equations of the first kind, with respect to contact stresses acting in the con-

tact zones on the median planes of heterogeneous layers, the solution of which, in the general case, is constructed by the 

method of mechanical quadrature. In the particular case when the cracks in the heterogeneous layers are the same, the solu-

tion of the problem is reduced to the solution of two independent equations and their closed solutions are constructed. The 

defining singular integral equation of the problem is also obtained in the case when there are no cracks in one of the hetero-

geneous layers. In the general case, a numerical calculation was carried out and patterns of changes in contact stresses and 

intensity factors of destructive stresses at the end points of cracks were determined depending on the physical and mechanical 

and geometric parameters of the problem, which are the ratios of the shear moduli of the layers and the ratio of the layer 

thickness and crack lengths. 

 

Keywords: periodic problem, mixed boundary value problem, piecewise homogeneous space, internal cracks. 
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Введение 
 
Периодические и двоякопериодические задачи 

для упругих однородных массивных тел с дефекта-
ми типа трещин, абсолютно жѐстких или деформи-
руемых включений – одно из развивающихся 
направлений теории контактных и смешанных за-
дач математической теории упругости. Многие ос-
новополагающие результаты по этой проблеме из-
ложены в монографиях [1, 2]. Аналогичные иссле-
дования для кусочно-однородных, слоистых тел, 
весьма актуальные с точки зрения механики слои-
стых композитов, начали проводиться совсем не-
давно. Были построены разрывные решения урав-
нений теории упругости для кусочно-однородного 
равномерно слоистого пространства с межфазными 
или внутренними конечными дефектами при ан-
типлоской, плоской и осесимметричной деформа-
циях [3–8]. Отметим также работу [9], которая бо-
лее тесно связана с исследуемой здесь задачей. В 
ней построены точные решения аналогичной зада-
чи для кусочно-однородного равномерно слоистого 
пространства с периодической системой внутрен-
них туннельных конечных трещин и частично ото-
рванных от матрицы абсолютно жѐстких конечных 
включений. 

 

Постановка задачи и вывод 
определяющих уравнений 

 
Пусть кусочно-однородное пространство, состоя-

щее из двух поочерѐдно повторяющихся разнород-

ных слоев равной толщины h2  из различных мате-

риалов с модулями сдвига 1G  и 2G , содержит пери-

одическую систему туннельных параллельных тре-

щин на срединных плоскостях   ,12 hny   Zn , 

по бесконечным полосам     ,, jjj aaL , 

2,1j , соответственно в первом и во втором разно-

родном слоях и находится в условиях антиплоской 
деформации. Будем считать, что пространство де-
формируется под воздействием одинаковых, проти-
воположно направленных распределѐнных нагрузок 

 x1  и  x2 , действующих на берегах трещин в 

разнородных слоях и имеющих конечные результи-

рующие jP , 2,1j .  

Требуется построить решение поставленной за-
дачи, выяснить закономерности изменения важных 
механических характеристик в зависимости от фи-
зико-механических и геометрических параметров 
разнородных слоев. 

Нетрудно заметить, что при такой постановке 

задачи   ,12 hny   Zn , – плоскости анти-

симметрии. Напряжѐнное состояние в составных 

слоях, находящихся между плоскостями симметрии 

 hky 12   и  hky 12  , будет одинаковым. 

Следовательно, можно рассмотреть напряжѐнное 
состояние только двухкомпонентного слоя (базо-
вой ячейки) между плоскостями антисимметрии 

hy   (рис. 1).  

 
 

Рис. 1. Базовая ячейка / Fig. 1. Base cell 

 
Для базовой ячейки поставленную задачу мате-

матически можно сформулировать в виде следую-
щей граничной задачи: 
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  (1) 

Здесь  ,, yxWj  2,1j , – компоненты смеще-

ний точек первого и второго слоев соответственно. 
Каждая из них в области своего определения удо-
влетворяет уравнению Лапласа. Связь с компонен-

тами напряжений 
  yxj

yz ,  определяется соотно-

шениями  
  

 
.

,
,

y

yxW
Gyx

j

j

j

yz



  

Для решения поставленной задачи введѐм в рас-
смотрение неизвестные контактные напряжения, 
действующие в срединных плоскостях разнород-
ных слоев: 

       2,1,,1,
1




jaxxqhx jj

jj

yz . (2) 

Решим вспомогательную задачу, заменив пер-
вые условия (1) соотношениями (2). 
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Для этого решения уравнений Лапласа предста-

вим в виде интегралов Фурье 

      




 ,
2

1
, dseesBesAyxW isxsy

j

sy

jj


 2,1j . 

Удовлетворим условиям вспомогательной гра-

ничной задачи. Выразим неизвестные коэффициен-

ты  sAj  и  sB j , 2,1j , через трансформанты 

Фурье функций  xj , 2,1j . Получим  

   ,/ 11
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1

2;
G

G
Gsh  . 

Используя полученные выражения для коэффи-

циентов jA  и jB , 2,1j , и значения известных 

интегралов [10, 11]  
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 ,  

определим производные от смещений точек лице-

вых плоскостей базового слоя. Получим 

  hxW ,1  
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При помощи (3) удовлетворим первым двум со-

отношениям (1). Для определения контактных 

напряжений  xq j , 2,1j , придѐм к следующей 

системе определяющих сингулярных интегральных 

уравнений: 
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Система (4) по своей структуре точно совпадает 

с определяющей системой уравнений для опреде-

ления дислокаций точек берегов конечной трещи-

ны [9]. Систему (4) нужно рассматривать вместе с 

условиями равновесия 

    111
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Pdssdssq

a

a

a

a

 








  ,  
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  .     (5) 

Таким образом, решение поставленной задачи 

свелось к решению определяющей системы (4) при 

условиях (5).  

Приведѐм также определяющее уравнение задачи 

в случае, когда трещины в слоях, изготовленных из 

второго материала, отсутствуют. Для этого заметим, 
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что первое условие граничной задачи (1) при 2j  

имеет место при  x , а последнее условие 

вовсе отпадает. Вследствие этого для коэффициентов 

 sAj  и  sB j , 2,1j , получаются выражения:  

   11

2
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2
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Используя значение интеграла  
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 [10], для произ-

водной от смещений точек лицевой поверхности пер-

вого из базовых слоев получим соотношение 
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При помощи (6) удовлетворим первому из усло-

вий граничной задачи (1) при 1j . Придѐм к син-

гулярному интегральному уравнению 
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,   (7) 

11 axa  ,    

которое нужно рассматривать при первoм условии 

из (5). 

Заметим, что в случае однородной плоскости 

0* G . Следовательно, 2/0 t . Тогда уравне-

ние (7) примет вид 
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где на этот раз     
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Отметим, что то же самое уравнение можно по-

лучить и из системы (4), приняв 1G , 21 aa  , 

   xqxq 21  ,    xx 21    и заменив h  на h2 . 

Равномерно кусочно-однородное пространство 

 с периодической системой одинаковых  

параллельных внутренних трещин 

 
Сначала обсудим частный случай поставленной 

задачи, когда трещины в разнородных слоях имеют 

одинаковые размеры, т.е. когда aaa  21 . В 

этом частном случае, как и в [10], введѐм новые 

искомые функции по формулам 

     xqxqx 211   ;      xqxGqx 212  .   (8) 

Систему определяющих уравнений (4) перепи-

шем в виде двух независимых сингулярных инте-

гральных уравнений 
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где   
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Условия (5) при этом принимают вид 
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212211 , PGPTPPT  . 

Общие решения уравнений (9), соответственно, 

записываются следующим образом [10]: 
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      axxchachx  ,22*  ,  

где 1C  и 2C  – постоянные, подлежащие определе-

нию.  

Удовлетворив условиям (10) для этих постоян-

ных, получим выражения 

  212211 /2;/ IITChTC   ,  
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Далее, используя формулы (8), (11), для кон-
тактных напряжений получим соотношения 
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Рассмотрим частный случай нагружения тре-

щин, когда    xx 21   . Учитывая, что в этом слу-

чае        xfGxfxf 121  , из (12) для контакт-

ных напряжений  и коэффициентов интенсивности 

разрушающих напряжений получим формулы 

 xq1  

 
 

     
  














 


a

a

xs

C
xssh

dssfe

hx
xq 2

*

*

2 2
1

2

1









, 

 
 
   










a

a
xssh

dss

h
xf



1

2

1
, 

    


xqaxaK
ax

III 1
0

1 lim2 


  

  
        

 









 



a

a

as

assh

dssFesF

hGash

h












21*1

122
 

 212 CeGC a  
, 

    


xqaxaK
ax

III 2
0

2 lim2 


  

  
        

 












a

a

as

assh

dssGFsFe

hGash

h












12*1

122

 

 212 CeGC a  
. 

Отсюда видно, что в рассматриваемом случае 

контактные напряжения не зависят от упругих ха-

рактеристик разнородных слоев. 
 

Решение определяющей системы  

методом механических квадратур 
 

Построим решение определяющей системы 

уравнений (4) при условиях (5) в общем случае. 

Отметим, что если 1a  и 2a  произвольны, опреде-

ляющую систему уравнений (4) можно решать 

разными методами. В частности, можно восполь-

зоваться методом ортогональных многочленов 

Чебышева или методом механических квадратур. 

Построим решение системы (4) методом механи-

ческих квадратур. Для этого еѐ представим в виде 
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Нетрудно проверить, что ядра  xKij , 2,1, ji , – 

регулярные функции. При помощи замены перемен-

ных ,1as   2ax   в первом из уравнений (13) и 

,2as   2ax   – во втором получим систему (13) 

на интервале  1,1 . Введя новые безразмерные ис-

комые функции по формулам    
jjjjj Paqa /  , 

2,1j , придѐм к следующей системе уравнений: 
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При этом условия (5) записываются следующим 

образом: 

  ,1

1

1




 dj  2,1j .        (15) 

Несложно проверить, что искомые функции в 

концевых точках интегрирования 1  имеют кор-

невые особенности и их можно представить в виде 

 
 

,
1 2

*









xj

j
 2,1j ,        (16) 

где  ,*  j  2,1j , – непрерывные функции на 

отрезке  1,1 . 

Подставляя представление (16) в (14), (15) и ис-

пользуя соотношения, приведѐнные в работе [12], 

по стандартной процедуре придѐм к системе из n2  

алгебраическиx уравнений относительно значений 

 ij *
, 2,1j , )1( ,ni= . Далее при помощи ин-

терполяционного многочлена Лагранжа находятся 

функции  xj , 2,1j , с помощью которых 

определяются все важные механические характе-

ристики, описывающие напряжѐнно-деформи-

рованное состояние в двухкомпонентном слое. 

Приведѐм формулы, при помощи которых вы-

числяются безразмерные коэффициенты интенсив-

ности разрушающих напряжений в концевых точ-

ках трещин jax  , 2,1j . Они имеют вид 

   j
j

III aK
 

   11lim2 *

01



jj 





, 2,1j . 

 

Численные расчеты 

 
Численно-аналитическим методом механиче-

ских квадратур [12] проведѐн расчѐт. Выявлены 

закономерности изменения контактных напряже-

ний, действующих на стыке разнородных слоев, и 

безразмерных коэффициентов интенсивности раз-

рушающих напряжений 
  1

1 aKIII   и 
  2

2 aKIII   в 

зависимости от изменения параметра 
1/ ahl   и 

отношений модулей сдвига разнородных слоев G  

в случае, когда ,5,0/ 21 aa  
21 PP  . При этом 

считается, что пространство деформируется под 

воздействием симметрично расположенных отно-

сительно оси Oy  сосредоточенных нагрузок 2/1P

, т.е. принято       jjjjjj Paa  / , 

2,1,3,2 21  j .  

Результаты численных расчѐтов даны в табл. 1, 2 и 

на рис. 2. В табл. 1 приведены значения безразмер-

ного коэффициента интенсивности 
  jj

III aK  , 

2,1j , в зависимости от параметра l , когда вто-

рой из слоев в два раза жѐстче, чем первый, т.е. 

когда 2G .  
Таблица 1 

Коэффициент интенсивности в зависимости от l 

 / Intensity factor depending on  l 
 

l 0,5 1 2 5 100 1000 

   1
1 aK III   

0,49419 0,58944 0,63441 0,64813 0,65145 0,65146 

  2
2 aK III 

 
0,5003 0,62467 0,72862 0,75572 0,75693 0,75693 

 

Из табл. 1 видно, что при увеличении параметра 

l , что можно трактовать как увеличение высоты 

слоев h  при постоянном 1a , коэффициенты интен-

сивности 
  1

1 aKIII   и 
  2

2 aKIII   возрастают, 

стремясь к определѐнному пределу, соответствую-

щему случаю однородного пространства с двумя 

симметричными полубесконечными трещинами, 

занимающими соответственно интервалы 

    ,, jjj aaL , 2,1j . 

На рис. 2 приведены графики контактных 

напряжений в зависимости от параметра l . 

 
 

a / a 

 
 

б / b 
 

Рис. 2. Контактные напряжения в зависимости от l  

/ Fig. 2. Contact stresses depending on l 
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При увеличении l  и постоянном 
1a  контактные 

напряжения на срединных плоскостях как первого, 

так и второго слоев в средних частях зон контактов 

уменьшаются, а у концов трещин – увеличиваются.  

В табл. 2 и на рис. 3 приведены значения без-

размерных коэффициентов интенсивности 
  1

1 aKIII   и 
  2

2 aKIII  , а также графики каса-

тельных контактных напряжений в зависимости от 

параметра G  при 5,0l . 

Таблица 2 

Коэффициент интенсивности в зависимости от G 

 / Intensity coefficient depending on G 

 

G 0,1 0,5 1 5 10 
   1
1 aK III   

0,63074 0,56255 0,52576 0,46644 0,45483 

  2
2 aK III 

 
0,37948 0,4213 0,45891 0,5439 0,56417 

 
 

a / a 

 

 
 

б / b 

 

Рис. 3. Контактные напряжения в зависимости от G / 

Fig. 3. Contact stresses depending on  G 

 

При увеличении G  (что можно трактовать как 

увеличение 2G  при постоянном 1G ) коэффициен-

ты интенсивности разрушающих напряжений в 

слоях из первого материала убывают, из второго – 

возрастают. Контактные напряжения при этом во 

всех слоях в средней части контактной зоны воз-

растают, а в концевых точках контактных зон – 

уменьшаются.  

 

Заключение 

 

Получены определяющие уравнения антиплос-

кой задачи теории упругости для равномерно ку-

сочно-однородного пространства с двумя парал-

лельными внутренними туннельными трещинами. 

В случае, когда в разнородных слоях имеются оди-

наковые центральные туннельные трещины, даѐтся 

точное решение задачи. В общем случае решение 

поставленной задачи построено методом механиче-

ских квадратур. Получены простые формулы для 

определения коэффициентов интенсивности в кон-

цевых точках трещин. При помощи численных рас-

четов изучено поведение контактных напряжений и 

коэффициентов интенсивности напряжений в кон-

цевых точках трещин в зависимости от соотноше-

ний модулей сдвига и высоты разнородных слоев. 
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Рассматривается частный случай идентификации режима работы двигателя беспилотного летательного ап-

парата (БПЛА) по акустическому сигналу при условии использования известного типа воздушных винтов, выделение 
из сигнала основной частоты и численный эксперимент. Поставлен натурный эксперимент с записью акустическо-
го сигнала реального квадрокоптера. Проведѐн анализ сигнала методом частотных фильтров и преобразования 
Фурье. Поставлен численный эксперимент над отсканированной моделью воздушного винта БПЛА, вращающегося 
на частоте, полученной из акустического сигнала. В эксперименте задействован гибридный метод конечных объѐ-
мов на сетке метода конечных элементов среды моделирования ANSYS CFX. Выявлены соответствие требуемой 
подъѐмной силы с допустимой погрешностью и, как следствие, возможность идентифицировать режим работы 
двигателя по акустическому сигналу. Проведено сравнение натурных замеров акустического сигнала со значениями, 
восстановленными из численного эксперимента. Получено значительное количество данных, пригодных для исполь-
зования в обратной задаче и полуаналитических методах. 

 
Ключевые слова: аэродинамика, аэроакустика, летательный аппарат, метод конечных объѐмов. 

 
The paper deals with a special case of identifying the operation mode of an unmanned aircraft (UAV) engine by an acoustic 

signal (provided that a known type of propellers is used), the main frequency extraction from the signal, and a numerical experi-
ment. A full-scale experiment was performed with the recording of the acoustic signal of a real quadrocopter. The signal is ana-
lyzed by the method of frequency filters and Fourier transform. A numerical experiment was performed on a scanned model of a 
UAV propeller, rotating at a frequency obtained from an acoustic signal. The experiment involved a hybrid finite-volume method 
on the mesh of the finite element method of the ANSYS CFX simulation environment. The correspondence of the required lifting 
force with the permissible error is revealed, and as a result, the ability to identify the engine operating mode by an acoustic sig-
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nal is shown. The field measurements of the acoustic signal are compared with the values recovered from a numerical experi-
ment. A significant amount of data has been obtained suitable for use in the inverse problem and semi-analytic methods. 

 

Keywords: aerodynamics, aeroacoustics, aircraft, the finite volume method.  
 

Введение 
 

В условиях роста численности служебных и 
личных беспилотных летательных аппаратов 
(БПЛА) логичным шагом становится разработка 
системы контроля и регулирования движения дро-
нов. Фундаментальная часть такой системы – иден-
тификация БПЛА, в том числе при отсутствии ви-
зуального контакта. Неотъемлемая часть работы 
винтокрылого транспортного средства – уплотне-
ние воздуха, вызываемое как вращением винтов, 
так и непосредственно шумом работы двигателя. 
Такой сигнал является одной из возможностей 
надѐжно отследить БПЛА в пространстве и дать 
сведения о режиме силовой установки. Вплоть до 
момента массового внедрения принципиально но-
вых типов движителей идентификация по акусти-
ческому сигналу будет являться надѐжным и пер-
спективным элементом системы контроля БПЛА. 

 

Постановка задачи 
 

По звуку и аэродинамическим возмущениям, 
зная тип пропеллера, определить режим работы 
движителя и возможный груз (штатная камера, об-
легчѐнный вариант, полезная нагрузка). Зареги-
стрировав акустический сигнал, выявить основную 
частоту, численно проверить величину подъѐмной 
силы. Провести математическое и численное моде-
лирование на основе уравнений неразрывности, 
Навье – Стокса и баланса энергии, а также уравне-
ния состояния идеального газа: 
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Здесь  – плотность газа; T – температура; p – 
давление; E – внутренняя энергия; V – вектор ско-

рости частиц газа;  – тензор скоростей деформа-

ций; F – вектор массовых сил;  – коэффициент 

динамической вязкости;  – коэффициент объем-
ной вязкости; k – коэффициент теплопроводности; 
q – приток тепла к частицам газа за счет излучения; 
R – универсальная газовая постоянная. 

 

Методы исследования 
 
1. Натурный эксперимент. При проведении 

эксперимента использовался квадрокоптер DJI 
Mavic Air – представитель среднего класса винто-

крылых дронов. На данный момент он превосходит 
размерами и весом большую часть находящихся в 
обращении БПЛА, менее технически совершенных 
и грузоподъѐмных. Тем не менее уже существуют 
более тяжѐлые аппараты, в том числе оснащѐнные 
большим числом двигательных установок. В буду-
щем доля таких дронов будет только расти. Соот-
ветственно, для эксперимента было решено остано-
вить выбор на среднеразмерной модели. 

Непосредственно эксперимент заключался в из-
мерении и записи шумомерами акустического сиг-
нала квадрокоптера в режиме вертикального взлѐта 
и неподвижного зависания с последующим при-
землением. Внешние факторы в виде потоков воз-
духа и фоновых шумов были сведены к минимуму. 

2. Сканирование. Ключевой элемент квадрокоп-
тера в вопросе возмущения окружающей среды – 
несущий винт. Модель пропеллера, необходимая 
для последующего вычислительного эксперимента, 
была создана на основе реального воздушного вин-
та из комплектации DJI Mavic Air при помощи 
промышленного сканера ATOS. Устройство скане-
ра представляет собой блок из сенсора и двух ка-
мер, ведущих одновременную запись, а также ра-
бочую площадку, оснащѐнную опорными точками.  

Принцип сканирования основывается на осве-
щении исследуемого объекта интерференционными 
полосами с одновременной записью двумя камера-
ми, благодаря чему достигается фазовый сдвиг, 
основанный на синусоидальном распределении 
интенсивности на чипах камер. В результате для 
каждого измерения создаѐтся переопределѐнная 
система уравнений. Независимые трѐхмерные ко-
ординаты вычисляются для каждого пикселя камер. 

3. Гибридный метод конечных объѐмов на сетке 
метода конечных элементов. Основополагающий 
метод среды моделирования ANSYS CFX [1] пред-
полагает разделение исследуемой среды на отдель-
ные элементы варьируемого размера с последую-
щим вычислением физических величин. В рамках 
данной работы использовалась разбивка на тетра-
эдрические элементы, призматические слои не ис-
пользовались. Метод позволяет изменять густоту 
узлов сетки в областях, представляющих исследо-
вательский интерес, – на участках модели сложной 
формы с малым радиусом кривизны (вблизи перед-
них и задних кромок лопастей) и конкретных обла-
стях пространства, в которых планируется наличие 
детекторов. Обратный приѐм укрупнения элемен-
тов в зонах, незначительных для текущего исследо-
вания, применялся для снижения нагрузки на вы-
числительные мощности. 
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В процессе расчѐта ANSYS CFX моделирует 
среду с учѐтом вязкости. Для скоростей в потоке 
менее 100 м/с (что соответствует современным 
БПЛА среднего класса с характерным размером ло-
пасти до 10 см) рассмотрение упрощается до пред-
ставления среды в виде жидкости (1)–(3). Для более 
крупных и быстрых дронов необходимо также учи-
тывать сжимаемость среды (4). В таких случаях 
идентификация сталкивается с условиями значи-
тельных угловых скоростей применительно к лопа-
стям движителей и условно-неизвестной осевой 
компоненте скорости, подобно ситуации, рассмот-
ренной в [2]. В данной работе используются пред-
ставленная в ANSYS CFX модель турбулентности 
Shear Stress Transport (SST) и нестационарная систе-
ма уравнений Навье – Стокса, включающая в себя 
уравнения неразрывности, моментов, баланса пол-
ной либо тепловой энергии и уравнение состояния 
идеального газа. Для ускорения масштабных расчѐ-
тов также применимы встроенные методы акустиче-
ского постпроцессинга ANSYS Fluent [3]. 

4. Анализ сигнала авторским кодом через пре-
образование Фурье. В данной статье исходный сиг-
нал представляет собой амплитудно-временную ха-
рактеристику на интервале времени, равном сроку 
натурного замера. Известно, что данная амплитудно-
временная характеристика не является информатив-
ной, так как, согласно российским ГОСТам и меж-
дународным стандартам, необходимо определять 
частотные составляющие уровня шума по давле-
нию в дБ по октавным или третьоктавным частот-
ным полосам. Один из методов построения таких 
частотных характеристик заключается в примене-
нии преобразования Фурье к вырезанной из полно-
го спектрального состава акустического сигнала 
частотной полосы. 

 ( )  
 

  
∫  ( )       
 

  
   

 ∫           
   | |   

   (     )    (     )

  
, 

где g(t) – пробная функция, преобразование Фурье 
которой G(f)=0 для всех f вне интервала (f1,f2), а на 
данном интервале G(f)≡1. Согласно теореме о 
свѐртке, отфильтрованный на данном частотном 
интервале сигнал имеет вид 

(   )( )  ∫  ( ) (   )  
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Результаты 

 

Произведены замеры акустического сигнала ре-
ального БПЛА. Данные проанализированы для вы-
явления распределения сигнала по частотным по-
лосам и основной частоте, соотносящейся с оборо-
тами пропеллера и режимом работы двигателя.  

Численный эксперимент производился с приме-
нением метода разделения исследуемого объѐма 
воздуха на субдомены. Меньший из них имеет ци-
линдрическую форму радиусом 7 см и высотой 

1,2 см; содержит в себе воздушный винт и спосо-
бен вращаться с заданной частотой. Внешний суб-
домен каплевидной формы с характерным разме-
ром 40 см служит для установки точек-детекторов: 
две из них находятся в плоскости вращения про-
пеллера на дистанции 12 (Monitor Point X12) и 
25 см (Monitor Point X25) от оси вращения. Ещѐ 
одна (Monitor Point Zmin 015) – на ней, непосред-
ственно под пропеллером, как показано на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Общая схема расположения детекторов в моделиру-
емом объѐме: 1 – Monitor Point X12; 2 – Monitor Point X25;  
3 – Monitor Point Zmin 015 / Fig. 1. The general arrangement 

of the detectors in the simulated volume: 1 - Monitor Point X12;  
2 - Monitor Point X25; 3 - Monitor Point Zmin 015 

 

Расчѐт проходил в четыре этапа (различающих-
ся частотой оборотов меньшего субдомена), ими-
тирующих практическое применение воздушного 
винта. Стартовая частота 150 Гц – включение и 
прогрев двигателя, 300 Гц – взлѐт, 195–200 Гц – 
неподвижное зависание. 

Спектр сигнала. Данные, представленные на 
рис. 2, позволяют выделить основную частоту по-
рядка 375–400 Гц. С учѐтом конфигурации пропел-
леров (в эксперименте используются двухлопаст-
ные) получаем 200 об/с, используемых в расчѐте в 
качестве частоты вращения пропеллера.  

Подъѐмная сила. Согласно исследованию, в ос-
новном режиме неподвижного зависания воздуш-
ный винт действительно совершает 12 000 об/мин. 
В случае приѐма сигнала с большей или меньшей 
основной частотой можно сделать вывод о том, что 
в данный момент наблюдаемый дрон набирает вы-
соту либо снижается. 

Рисунок 3 иллюстрирует общую картину вычис-
лительного эксперимента: стартовая частота 150 об/с 
моделирует запуск и прогрев двигателя, значитель-
ный скачок подъѐмной силы при 300 об/с – взлѐт, 
затем уменьшение оборотов до 195 и 200 Гц – непо-
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движное зависание и стабилизация. Зная исходную 
массу квадрокоптера (430 г), можно рассчитать подъ-
ѐмную силу, которую необходимо развивать одному 
отдельно взятому воздушному винту для компенса-
ции веса дрона, что соответствует исследуемому ре-
жиму неподвижного зависания на заданной высоте. 

Сила вычисляется по формуле    
   

 
, где m – мас-

са дрона; n – число несущих винтов (в нашем случае 
Fi= 1,0535 Н). Как видно из рис. 4, величина подъѐм-
ной силы, полученной в ходе численного экспери-
мента, осциллирует вблизи данного значения. Для 
повышения точности результата требуется учесть 
следующие дополнительные факторы: 

– общую конфигурацию всех пропеллеров (чис-
ло и взаимное расположение винтов может влиять 

на воздушные потоки, создавая своеобразную ин-
терференцию); 

– аэродинамический вклад корпуса дрона. Сам 
по себе он способен влиять на подъѐмную силу за 
счѐт форм потоков, прилегающих к корпусу, а так-
же определяет схему расположения пропеллеров, 
задавая плоскость (а иногда – ось) симметрии; 

– форму и размеры внешнего субдомена: не-
смотря на условие проницаемости его стенок, ма-
ленький объѐм исследуемой среды негативно влия-
ет на точность вычислений, а большой – на запра-
шиваемые вычислительные мощности; 

– параметры сетки, обеспечивающие как точ-
ность воссоздания формы реального винта, так и 
ресурсоѐмкость и скорость расчѐта. 

 
Рис. 2. Фурье-анализ сигнала, позволяющий выявить пик зависимости давления от частоты, соответствующей скорости  

вращения воздушного винта / Fig. 2. Fourier analysis of the signal allows one to identify the peak of pressure-frequency  
dependence corresponding to the speed of propeller's rotation 

 

 

 
 

Рис. 3. Амплитудно-временная характеристика подъѐмной силы / Fig. 3. The amplitude-time characteristic of the lift force  
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Давление. Картина давлений (рис. 5, 6) соответ-
ствует ожиданиям. Прямая задача – получение из 
акустического сигнала основной частоты и, как 
следствие, режима оборотов двигателя – выполня-
ется успешно. Принципиальная возможность об-
ратной задачи – воссоздания сигнала по данным 
расчѐта – также существует. Однако в области вы-
соких частот различия воспроизведѐнной картины с 
наблюдаемой весьма значительны. Причиной это-
го могут служить как ограничения самого мето-
да, так и отсутствие в численном эксперименте 

акустического фона от шума двигателя, интерфе-
ренционной картины и недостаточность парамет-
ров сетки (характерный размер элемента – 1 мм в 
значимых областях и до 4 см на периферии) и 
шага по времени (0,0001 с). 

Сильное различие между расчетными и экспе-
риментальными значениями в таблице говорит о 
том, что очень сложно осуществлять адекватный 
расчет акустических характеристик на основе 
аэродинамического давления.  

 

 
Рис. 4. Подъѐмная сила на этапе установившегося режима зависания в воздухе  

/ Fig. 4. Lift force during the steady mode of hovering in the air 

 

 

Рис. 5. Полная картина возмущений давления в точках-детекторах. Показатели в Monitor Point X12 положительны  
и стабильны; в Monitor Point X25 – в среднем выше и заметно осциллируют; в Monitor Point Zmin 015 – отрицательны  

/ Fig. 5. A comprehensive view of pressure disturbances at detector points. The values in Monitor Point X12 is positive and stable;  
in Monitor Point X25, on average, it is higher and noticeably oscillates; in Monitor Point Zmin015 it is negative 
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Рис. 6. Осцилляции давления при установившемся режиме зависания в воздухе  

/ Fig. 6. Pressure oscillations in the steady mode of hovering in air 

 

Соотношение измеренных и восстановленных значений после обработки методом частотных фильтров 

 / The ratio of measured and restored values after processing by the method of frequency filters 
 

Частотная 
полоса, Гц 

Monitor Point X12,  
дБ 

Monitor Point X25, 
дБ 

Monitor Point Zmin 015, 
дБ 

Натурный эксперимент, 
дБ 

16 25 29 38 22 

31,5 24 30 35 27 

63 20 26 33 24 

125 18 24 30 28 

250 14 19 27 40 

500 33 46 37 57 

1000 12 20 22 51 

2000 8 16 19 54 

4000 9 16 20 53 

 
Более естественно перейти к расчету акустиче-

ского давления. С этой целью в дальнейших рабо-

тах авторов будет использована формула 

Лайтхилла – Керла [4], в которую поля аэродина-

мических давлений и поля скоростей подставля-

ются для вычисления акустического давления. 

4𝜋 ′(𝑥,  )  

∫  (𝑦,  )
 𝑦

|𝑥 𝑦|𝑉
 ∫

𝜕𝑝′(𝑦,𝜏)

𝜕 𝑦

  𝑦

|𝑥 𝑦|𝑆
  

 ∫ [
𝑝′(𝑦,𝜏)

|𝑥 𝑦| 
 

 

𝑐0|𝑥 𝑦|

𝜕𝑝′(𝑦,𝜏)

𝜕 
]
𝜕(|𝑥 𝑦|)

𝜕 𝑦
 𝑠𝑦𝑆

, 

 (𝑦,  )   𝐿𝐶(𝑦,  )   0
𝜕 (𝑣𝑖𝑣𝑗)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑦,  ),        

       
|𝑥 𝑦|

𝑐0
,  

(5) 

где t – переменная времени; p’ – акустическое 

давление как возмущение аэродинамического дав-

ления p относительно исходного уровня; ρ’ – то 

же для массовой плотности ρ0; c0 – скорость звука 

в начальном потоке; ρ0 – невозмущѐнная массовая 

плотность; vi – декартовы компоненты вектора 

скорости v={v1,v2,v3}. Точки x=(x1,x2,x3) и 

y=(y1,y2,y3) – внешние и внутренние переменные; 

V – рассматриваемый объѐм; S – жѐсткая гранич-

ная поверхность; ny – нормаль к S в точке yS;  

dsy – элементарная площадка S в точке yS; 

dy=dy1dy2dy3. Такой вид (5) имеет в случае линей-

ного приближения для возмущений порядка мало-

сти, соответствующего соотношению p’=c0
2
ρ’. 
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Формула Лайтхилла – Керла – инструмент связи 

аэродинамической картины среды с акустической – 

в рамках данной работы непосредственно не при-

менялась, но потенциально способна преобразо-

вать текущие результаты вычислительного экспе-

римента в исходные данные полуаналитических 

методов, аналогичных [5, 6], превосходящих чис-

ленные в точности идентификации. 

Заметим также, что для совместного решения 

стационарных и нестационарных задач конвек-

тивных и вихревых течений в аэроакустике при-

меняются практически все известные на данный 

момент методы – конечных разностей [7], спек-

тральные и псевдоспектральные, конечных и гра-

ничных элементов [8], бессеточные [9, 10], а так-

же гибридные подходы.  

 

Заключение 

 

По результатам проведенного исследования 

можно сделать следующие выводы: 

1. Извлечение из проанализированного сигна-

ла скорости вращения винта приводит к получе-

нию в численном методе значений подъѐмной си-

лы, соответствующих реальному весу БПЛА с не-

большой погрешностью.  

2. При исследовании такого рода важно учи-

тывать конфигурацию пропеллеров. В современ-

ных и перспективных моделях широко использу-

ются двухлопастные, следовательно, актуальность 

избранной модели высока. Рассмотрение винтов с 

более чем тремя лопастями нецелесообразно. 

3. Существенное значение имеют число про-

пеллеров и аэродинамический вклад корпуса – у 

большинства дронов четыре винта и явная плос-

кость симметрии, но некоторые модели несут 

шесть и даже восемь движителей. 

4. Выявлено, что параметры сетки и стенок 

субдоменов оказывают незначительное влияние 

на аэродинамическую картину среды и значи-

тельное – на акустическую. 

5. Установлена возможность воссоздания аку-

стического сигнала по результатам расчѐта в об-

ласти низких частот. Для высокочастотной обла-

сти требуются дополнительные исследования. 

Предположительно расхождения объясняются от-

сутствием учѐта пространственного распределе-

ния винтов, звука двигателя, потоков вблизи кор-

пуса дрона, а также параметрами самого метода и 

расчетной сетки.  

6. Зная тип винтов и используя предложенные 

методы, можно по структуре звукового поля опре-

делить режим работы движителя, предполагаемый 

груз и с практической точки зрения возможный 

перегруз. 
 

Авторы с глубоким и теплым чувством вспо-

минают то постоянное внимание, которое основа-

тель ростовской школы механиков академик РАН 

И.И. Ворович уделял развитию гидродинамики и 

аэродинамики на мехмате РГУ (ЮФУ).  
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Построено приближенное решение контактной задачи о вдавливании конического штампа в упругое изотропное 

полупространство с покрытием. Решение применимо для случаев как однородных (упругие модули постоянны), так 

и многослойных и функционально-градиентных покрытий (упругие модули изменяются с глубиной). Решение задачи 

получено с помощью двухстороннего асимптотического метода в аналитическом виде. Аппроксимация трансфор-

манты ядра интегрального уравнения найдена в виде отношения двух квадратичных функций и содержит всего один 

параметр, что позволило получить явные аналитические выражения для распределения контактных напряжений и 

зависимости сила – осадка в упрощенном виде, удобном для инженерных расчетов. Таким образом, схема построе-
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ния приближенного аналитического решения существенно упрощается по сравнению с общим случаем, в котором 

используется произведение дробно-квадратичных функций. Проанализировано влияние параметра, характеризующе-

го относительный модуль Юнга покрытия, на характеристики контактного взаимодействия. Исследована точ-

ность полученного решения в зависимости от отношения модулей упругости покрытия и подложки на примере се-

рии однородных покрытий. Особое внимание уделено анализу жесткости индентирования как наиболее важной ха-

рактеристике, использующейся на практике при анализе эксперимента по индентированию. Результаты работы 

могут быть применены для описания эксперимента по наноиндентированию материалов с покрытиями коническим 

индентором и индентором Берковича. 

 

Ключевые слова: контактная задача, индентирование, покрытия, аналитические решение, упрощенные решения, 

конический индентор. 

 

The present paper is devoted to the construction of the approximate solution of the contact problem on a conical punch inden-

tation into an elastic isotropic half-space with coating. The solution is suitable for both homogeneous (when elastic moduli are 

constant) and multilayered or functionally-graded coatings (when elastic moduli change with depth). The solution was obtained 

using the bilateral asymptotic method in the analytical form. The kernel transform approximation was obtained as the ratio of 

two quadratic functions and contains only one parameter. Thus, the scheme of the approximate analytical solution was con-

structed in a significantly simplified manner in comparison with the general case in which the product of fractional-quadratic 

functions is used. Such an approach allowed us to obtain explicit analytical expressions for the distribution of contact stresses 

and the force-displacement dependences in a simplified form, convenient for engineering calculations. The influence of the pa-

rameter characterizing the relative Young's modulus of the coating on the characteristics of contact interaction was analyzed. 

The accuracy of the obtained solution was studied depending on the ratio of the elastic moduli of the coating and the substrate 

using a series of homogeneous coatings as an example. Particular attention was paid to the investigation of the indentation stiff-

ness - the most important characteristic used in experimental researches. The results of the work can be used to describe an ex-

periment on nanoindentation of materials with coatings using either a conical or a Berkovich indenter. 

 

Keywords: contact problem, indentation, coatings, analytical solutions, simplified solutions, conical indenter. 

 

Введение 

 
Модификация исходной поверхности изделий 

путѐм нанесения на них покрытий позволяет рас-
ширить сферу их применения. Становится возмож-

ным придать изделию повышенную стойкость к 

абразивному износу или коррозии [1], увеличить 

прочностные характеристики [2] или сделать мате-
риал биосовместимым [3, 4]. На практике для ис-

следования механических характеристик покрытий 

как в лабораторных условиях, так и для нужд про-

мышленности применяется наноидентирование 

(совокупность методов, использующих локальное 
прецизионное силовое воздействие на материал и 

одновременную регистрацию деформационных 

откликов с нанометровым разрешением [5]).  

Большинство современных установок для нано-
индентирования снабжены программным обеспече-

нием, позволяющим интерпретировать результаты 

эксперимента. В основе этого программного обеспе-

чения лежат методы, базирующиеся на математиче-

ских моделях, использующих решения классических 
контактных задач для изотропных однородных ма-

териалов. Так, Oliver и Pharr предложили [6], а затем 

модернизировали [7] метод расчѐта твѐрдости ин-

дентирования (твѐрдости по Мейеру) и модуля Юн-
га однородных материалов, используя решение 

Снеддона для осесимметричного индентора [8]. 

Данный метод лежит в основе стандартов по изме-
рению механических свойств материалов [9, 10]. 

Эти методы позволяют определить упругие модули 

объемных материалов, в ряде случаев – упругие 

свойства покрытий. Для этого рекомендуется прово-

дить индентирование на глубину, не превышающую 

10 % от толщины покрытия [11]. Однако эти методы 
могут принципиально занизить или завысить иско-

мые значения характеристик при достаточно боль-

шом различии модулей упругости покрытия и под-

ложки. Также следует учитывать, что при исследо-
вании тонких покрытий рекомендуемая глубина 

внедрения индентора может оказаться сопоставимой 

с высотой дефектов или шероховатости, что влечѐт 

за собой высокие погрешности измерений и некор-

ректно полученные результаты. 
Для изучения свойств таких покрытий, а также 

тонких плѐнок и однородных покрытий в случае 

значительного отличия свойств покрытия и подлож-

ки необходимо прибегать к методам, в основе кото-
рых лежат математические модели, использующие 

решения контактных задач для тел с покрытиями. 

Чаще всего исследование таких задач сводится к 

решению сингулярных интегральных уравнений 

различными методами: регулярным [12], сингуляр-
ным [13], асимптотическим, ортогональных много-

членов [14], коллокаций [15, 16], двухсторонним 

асимптотическим [17]. Для решения контактных 

задач используются также и прямые численные ме-
тоды, такие как метод конечных элементов [18]. 

В основе двухстороннего асимптотического ме-

тода лежит идея многопараметрической аппрокси-
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мации трансформанты ядра интегрального уравне-

ния отношением двух полиномов четных степеней. 

Данный метод позволяет получить решение, эф-

фективное для покрытий любой толщины в анали-

тическом виде [19, 20]. 

Однако построение многопараметрической ап-

проксимации на практике требует проведения за-

тратных численных расчетов и постоянного кон-

троля их точности, что может вызывать трудности 

при проведении инженерных исследований.  

Настоящая статья посвящена построению реше-

ния контактной задачи о вдавливании конического 

индентора с помощью двухстороннего асимптоти-

ческого метода с использованием однопараметри-

ческой аппроксимации. Такой подход позволяет 

получить приближенное решение задачи в явном 

аналитическом виде, при этом максимально упро-

стить схему численных вычислений. Работа про-

должает начатые авторами ранее исследования, 

посвященные разработке упрощенных решений 

контактных задач о вдавливании [21, 22]. 

 

Постановка задачи 

 

Недеформируемый индентор конической формы 

с углом раствора при вершине 2α вдавливается в 

поверхность упругого полупространства с покры-

тием толщиной H. С полупространством связана 

цилиндрическая система координат r,φ,z; ось z 

нормальна поверхности покрытия z=0 и проходит 

через центр индентора. Под действием нормально 

приложенной силы P штамп перемещается в по-

верхность покрытия на глубину δ, при этом радиус 

области контакта равен a. Силы трения между ин-

дентором и полупространством предполагаются 

отсутствующими.  

Модуль Юнга и коэффициент Пуассона полу-

пространства изменяются с глубиной по непрерыв-

но дифференцируемым независимым друг от друга 

законам: 
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Здесь и далее индекс (c) соответствует покры-

тию, (s) – подложке. 

Граничные условия на поверхности полупро-

странства имеют вид 
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Считаем, что на интерфейсе покрытие – под-

ложка (z = –H) выполнены условия идеального 

сцепления: 
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Выше использованы обозначения: arr   – 

безразмерная координата;   ctga  – глубина 

контакта; rz  и z  – компоненты тензора напря-

жений; u, w – смещения вдоль осей r и z. 

Требуется найти распределение контактных 

давлений под штампом ,1  ),(0  rrpzz  и 

связь между силой, осадкой индентора и радиусом 

области контакта. Считаем, что края индентора не 

врезаются в поверхность покрытия и на краю обла-

сти контакта выполнено условие непрерывности 

контактных напряжений: p(1)=0. Напряжения и 

перемещения затухают при r  и z . 

 

Решение задачи 

 

Используя технику интегральных преобразова-

ний, рассматриваемую задачу сводим к решению 

следующего интегрального уравнения [19]: 
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ef  – эффективный упру-

гий модуль, характеризующий поверхность покры-

тия; L(u) – трансформанта ядра интегрального урав-

нения; λ=H/a – безразмерная толщина покрытия.  

Для решения интегрального уравнения исполь-

зуем приближенный аналитический метод [17], 

позволяющий получить решение контактной зада-

чи, эффективное во всем диапазоне геометрическо-

го параметра задачи λ. Для этой цели аппроксими-

руем функцию L(u) выражением 
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Распределение контактных давлений и вдавли-

вающая сила имеют вид [19] 
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Постоянные Ci и Di, (i=1,…,N) определяются из 

решения следующей системы линейных алгебраи-

ческих уравнений: 
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Связь между глубиной внедрения штампа и ра-

диусом области контакта определяется выражением 
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Аппроксимацию трансформанты ядра 

будем строить таким образом, чтобы вы-

полнялись равенства LN(0)=L(0),  

L(0)=
)(с

efE /
)(s

efE .  

Для оценки влияния покрытия на перераспределе-

ние контактных напряжений, вдавливающую силу и 

глубину внедрения введем безразмерные величины: 
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описывают аналогичные величины для однородно-

го полупространства с упругими свойствами, соот-

ветствующими свойствам подложки. 

На практике для анализа эксперимента по инден-

тированию часто используется функция жесткости 

индентирования, которая определяется выражением 

S=dP/dδ [6]. Из (2) с учетом (4) и (5) получим 

       
   

           
     

     
  .     (6) 

Эта величина находится из эксперимента по ин-

дентированию (угол наклона касательной к кривой 

разгрузки в точке, соответствующей максимально-

му значению нагрузки). 

Рассмотрим случай N=1.  
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Введем параметр  
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ef EE , характеризу-

ющий относительные упругие свойства покры-

тия/подложки. Выражения (1)–(3), (6) в случае N=1 

могут быть существенно упрощены:  
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Формулы (1)–(3), (6)–(8) являются асимптотиче-

ски точными для больших и малых значений гео-

метрического параметра задачи λ [17]. Для средних 

значений λ погрешность решения зависит от точно-

сти аппроксимации трансформанты ядра. 

 

Численные результаты 

 
Пусть модуль Юнга подложки равен некоторо-

му значению E0, а коэффициент Пуассона покры-

тия и подложки равен 0,33. Рассмотрим набор од-

нородных покрытий, для которых β=0,1; 0,2; 0,5; 2; 

5 и 10. Для них построены аппроксимации однопа-

раметрические с погрешностью, не превышающей 

18,4; 11,8; 4,2; 4,3; 12,6 и 20,7 % соответственно, и 

многопараметрические с погрешностью, не превы-

шающей 0,2 % (число членов многопараметриче-

ских аппроксимаций лежит в диапазоне 17≤N≤21). 

Погрешность аппроксимаций вычислялась по фор-

муле         |  
     

    
|       . 

На рис. 1а – в изображены графики безразмер-

ной силы, жесткости и глубины индентирования P0, 

S0, δ0 в зависимости от параметра λ. Они позволяют 

нам понять, во-первых, как именно наличие покры-

тия влияет на силу, жесткость и глубину инденти-

рования и, во-вторых, оценить погрешность упро-

щенных формул. Видно, что сила и жесткость ин-

дентирования для малых и больших значений λ от-

личаются в β раз, что, очевидно, следует из того 

факта, что предельные случаи λ→0 и λ→∞ описы-

вают полупространство без покрытия со свойства-

ми, соответствующими подложке и поверхности 

покрытия соответственно. 
 

      

. 
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б / b 
 

 
 

в / c 
 

Рис. 1. а – вдавливающая сила; б – жесткость индентирования; 

в – глубина индентирования для покрытий в зависимости от 

параметра λ при N=1 (сплошная линия) и N>>1 (пунктирная 

линия) / Fig. 1. a - indentation force; b - indentation stiffness;  

c - indentation depth for coatings when N=1 (solid line)  

and N>>1 (dashed line) 

Графики позволяют оценить диапазон значений 

параметра λ, при котором наблюдается существен-

ное влияние покрытия на данные величины. 

Например, при β=10 наличие покрытия существен-

но влияет на жесткость индентирования в диапа-

зоне 0,01<λ<10,00. Чем больше значение β отлича-

ется от 1, тем этот диапазон шире. Для β>1 (при уве-

личении β) этот диапазон расширяется в сторону 

меньших значений λ. Для β<1 (при уменьшении β) – 

в сторону больших значений λ. Из этого факта, в 

частности, следует, что при измерении модуля Юн-

га покрытия в случае, когда он существенно (на 

порядок и более) меньше модуля упругости под-

ложки, стандартная рекомендация – проводить ин-

дентирование на глубину, не превышающую 10 % 

толщины покрытия [11], – может оказаться неточ-

ной и глубину индентирования следует брать су-

щественно меньше. 

По графикам на рис. 1в можно оценить значение 

безразмерной глубины внедрения, соответствую-

щей тому или иному значению λ. Отношение упру-

гих модулей покрытия и подложки влияет на глу-

бину внедрения значительно в меньшей степени, 

чем на силу и жесткость. Так, например, при отли-

чии упругих модулей в 10 раз глубина индентиро-

вания максимум отличается в 2 раза. 

Для анализа точности проведем сравнение ре-

зультатов, полученных с помощью упрощенных 

формул (8) и максимально точных аппроксимаций 

трансформанты ядра. Рассмотрим относительные 

величины, характеризующие погрешность упро-

щенных формул  

         |  
{     }   

{     }   
|       .     (9) 

В таблице даны значения погрешностей однопа-

раметрической и многопараметрической аппрокси-

маций, а также максимальных погрешностей упро-

щенных формул для силы, жесткости и глубины 

индентирования, рассчитанные по формуле (9). Из 

таблицы видно, что погрешности аппроксимации 

трансформанты ядра при N=1 и упрощенных фор-

мул при расчете однородных покрытий являются 

величинами одного порядка малости. Максималь-

ная погрешность упрощенной формулы для P со-

ставляет 0,71–0,95 % от погрешности трансфор-

манты ядра, для S – 0,41–0,87, для δ – 0,3–0,52 %. 

На рис. 2 изображены графики погрешности 

упрощенных формул (8) в зависимости от параметра 

λ. Они позволяют определить диапазоны значений 

параметра λ, в которых сосредоточена погрешность. 

В частности, видно, что погрешность имеет три пика. 

Важно заметить, что эти диапазоны зависят от спосо-

ба подбора коэффициентов аппроксимации. Макси-

мальная погрешность (которая отражена в таблице) 

наблюдается в очень узком диапазоне значений λ. 
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Рис. 2. Погрешность упрощенного выражения при β=0,1, 0,2, 0,5 (слева) и  β=2, 5 и 10 (справа):  а – для вдавливающей силы; 

б – для жесткости индентирования; в – для глубины индентирования / Fig. 2. The error of the simplified formula when β=0,1, 

0,2, 0,5 (left); β=2, 5 and 10 (right): a - for the pressing force; b - for the indentation stiffness; c - for the indentation depth 
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Сравнение погрешностей аппроксимации трансформанты и упрощенных формул для силы, жесткости и глубины  

индентирования / Comparison of the approximation errors of the transform and of the simplified formulas  

for the force, stiffness and indentation depth 

 

β 

Погрешность аппроксимации 

трансформанты ядра 

Максимальные погрешности 

упрощенных формул 

Многопараметрическая 

    

Однопараметрическая 

    
   

 
      

 
      

 
   

0,1 0,15 18,6 16,21 9,83 9,64 

0,2 0,10 11,8 8,77 5,11 5,28 

0,5 0,05 4,24 2,39 1,73 1,50 

2,0 0,05 4,30 3,46 3,13 1,61 

5,0 0,11 12,6 10,95 9,95 4,18 

10,0 0,20 20,7 19,76 18,00 6,14 

 

Заключение 

 

В статье получены упрощенные аналитические 

выражения, описывающие решение контактной 

задачи о вдавливании конического штампа в по-

лупространство с покрытием. На примере ряда 

однородных покрытий показано, в каких диапазо-

нах значений параметра задачи λ наличие покры-

тия существенно изменяет решение задачи по 

сравнению с классическим решением для одно-

родного полупространства без покрытия. Макси-

мальная погрешность упрощенных формул, опи-

сывающих наиболее важные для приложений ха-

рактеристики упругого контакта (сила, жесткость 

и глубина индентирования), для всех рассмотрен-

ных покрытий не превышает погрешности ап-

проксимации трансформанты ядра. Проиллюстри-

рованы диапазоны значений параметра λ, в кото-

рых погрешность максимальна. Из результатов 

статьи следует, что во многих случаях для моде-

лирования вдавливания образца с покрытием 

упрощенные решения позволяют получить высо-

кую точность результатов. При этом на практике 

их использование позволяет существенно упро-

стить расчеты и анализ результатов. 
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Приведены основные принципы структурного моделирования для построения математических моделей микро-

структурированных сред (обобщенных континуумов), причѐм микроструктура означает не малость абсолютных 

значений, а малость одних средних масштабов по отношению к другим. Частицы считаются недеформируемыми и 

однородными, без собственной внутренней структуры, присутствующей в реальных материалах. Нелинейная дина-

мически согласованная модель градиентно-упругой среды была разработана на основе структурного моделирования 

с использованием метода континуализации, включающего нелокальную связь между перемещениями узлов решетки и 
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полученным континуумом. Исследовано образование пространственно локализованных нелинейных волн деформации 

в таких средах. 

 

Ключевые слова: градиентно-упругая среда, структурное моделирование, альтернативная континуализация, не-

линейная волна. 

 

The basic principles of structural modeling for the construction of mathematical models of microstructured media (gener-

alized continua) are given. Here, microstructure means not the smallness of the absolute values, but the smallness of some 

medium scales with respect to others, and the particles are considered to be non-deformable and homogeneous, without their 

own internal structure presenting in real materials. A nonlinear dynamically consistent model of a gradient-elastic medium 

has been elaborated by the method of structural modeling and using the continualization method involving nonlocality of cou-

pling between the displacements of the lattice sites and the obtained continuum. The formation of spatially localized nonlinear 

strain waves in such media has been investigated. 

 

Keywords: gradient-elastic media, structural modelling method, alternative continualization, nonlinear wave. 

 

Введение 

 

Механика сред с микроструктурой и тесно свя-

занная с ней теория обобщенных континуумов из-

за своей сложности и отсутствия практических по-

требностей многие годы оставались невостребо-

ванными. Сейчас она переживает очередной этап 

своего развития после работ братьев Коссера [1] и 

«бума» 1960-х гг., когда от неѐ ждали больших 

успехов в области континуальной теории дислока-

ций и механики композитов. Интерес к ней вновь 

начал возрастать с середины 1990-х гг. (механика 

разрушения [2, 3], геомеханика [4, 5], механика 

гранулированных материалов [6, 7], моментная 

теория пластичности [8]). Этот интерес продол-

жился и в начале XXI в., прежде всего в связи с 

развитием нанотехнологий [9–11] и появлением 

метаматериалов [12–15] – новых классов веществ 

со сложноорганизованной внутренней структурой. 

В настоящее время обобщенные континуумы (мик-

рополярные или ориентированные среды, высоко-

градиентные материалы, микроморфные среды, 

композиты, тела со слабыми или сильными нело-

кальными взаимодействиями) активно изучаются 

как теоретиками, так и экспериментаторами, спе-

циализирующимися в различных отраслях механи-

ки и физики [16]. Развивается волновая динамика 

сред с микроструктурой, позволяющая, в частно-

сти, предложить новые методы неразрушающего 

контроля напряженно-деформированного состоя-

ния, структуры и свойств материалов [17–21]. Од-

нако для адекватного описания интенсивных дву-

мерных и трехмерных процессов в структуриро-

ванных материалах средствами нелинейной волно-

вой динамики необходима разработка новых мате-

матических моделей. Для их построения целесооб-

разно использовать метод структурного моделиро-

вания [22–26], поскольку структурные модели со-

держат параметры, характеризующие геометрию 
материала (период решетки, размеры частиц, их 

форму), и поэтому являются наиболее подходящи-

ми моделями для изучения влияния размерных эф-

фектов на макросвойства материала. 

 

Принципы структурного моделирования 

 
В процессе структурного моделирования про-

никновение вглубь материала является многоуров-

невым (многомасштабным), хотя зачастую отнести 

ту или иную теорию (модель) к какому-то опреде-

ленному, выраженному в единицах расстояния, 

масштабу затруднительно. Тем не менее такого 

рода классификации существуют и являются по-

лезными для оценки областей применимости раз-

личных теорий [10].  

Структурная теория механики сплошных сред 

исходит из молекулярной, атомистической или суб-

атомистической структуры тела. Большинство ран-

них структурных теорий, применяемых в механике 

твердого тела, представляли частицы, из которых 

состоит тело, как простые центры сил, наделенные 

массой. Эти элементы тела действуют друг на друга 

с помощью центральных сил. Предполагается, что 

силы, действующие между структурными элемента-

ми тела, быстро убывают с расстоянием и ими мож-

но пренебречь, если расстояние между элементами 

превышает «радиус молекулярного действия». Ме-

тод центральных сил в применении к кристалличе-

ским телам в зависимости от его симметрии приво-

дит к определенным соотношениям между упругими 

постоянными второго порядка, которые называются 

соотношениями Коши. Структурные модели долж-

ны заключать в себе возможность того, что соотно-

шения Коши между упругими постоянными могут и 

не сохраняться. 

Еще в 1842 г. С. Пуассон сделал предположение 

о том, что молекулы кристалла могут представлять 

собой не точки, а малые твердые тела, которые не 

только двигаются поступательно, но и вращаются 
[27]. Эта идея в 1887 г. была детально разработана 
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В. Фойхтом [28]. В 1890 г. В. Томсон (лорд Кель-

вин) указал, что соотношения Коши могут быть 

устранены, если представить кристалл состоящим 

из двух проникающих друг в друга однородных 

точечных образований, т.е. двух подрешеток. Более 

общие структурные схемы кристаллических мате-

риалов были предложены М. Борном в 1915 г. В 

них каждый структурный элемент кристалла – эле-

ментарная ячейка – состоит из собрания притяги-

вающихся и отталкивающихся частиц [29]. Части-

цы внутри каждой ячейки одинаково расположены 

по отношению друг к другу. Кристаллические 

структуры классифицируют по типу кристалличе-

ской решетки и характеру межчастичных (меж-

атомных) связей. Классификация по кристалличе-

ским системам дает представление о геометриче-

ских характеристиках кристалла, но не затрагивает 

вопроса о природе сил, удерживающих частицы 

(атомы, ионы, молекулы или нанокластеры) в узлах 

решетки. Классификация, основанная на типах сил 

связи, позволяет высказать некоторые обобщения 

относительно свойств и поведения кристаллов, чего 

нельзя сделать, рассматривая только геометрию 

решеток. 

Структурное моделирование предполагает вы-

деление в массиве материала некоторого мини-

мального объема – структурной ячейки, отобража-

ющей основные черты макроскопического поведе-

ния материала. Ячейка рассматривается как кон-

струкция, функционирование которой обеспечива-

ется ее внутренним устройством и условиями со-

пряжения с окружением [22, 29, 30]. Отличием 

структурного моделирования от стандартной тео-

рии кристаллических решеток [29] является то, что 

в узлах кристаллической решетки располагаются не 

точечные материальные частицы, а тела малых, но 

конечных размеров, имеющие внутренние степени 

свободы. В качестве тел могут выступать домены, 

гранулы, фуллерены, нанотрубки или молекуляр-

ные кластеры. Учет микродвижений тел-частиц 

приводит к появлению новых типов движений. 

Например, учет микроповоротов относительно 

центров масс частиц приводит к появлению в зер-

нистых средах волн микровращений. 

Силовое взаимодействие между элементами 

описывается с помощью модельных потенциалов, 

используемых в молекулярной механике и физике 

твердого тела. Наличие в узлах решетки тел с ко-

нечными размерами позволяет достаточно просто 

ввести в рассмотрение центральные и моментные 

взаимодействия между частицами. Структурное 

моделирование учитывает параметры, характери-

зующие период решетки, размеры частиц и их 

форму, и поэтому является наиболее подходящим 

методом для изучения влияния размерных эффек-

тов на свойства материала.  

Сформулируем основные принципы структур-

ного моделирования [31]: 

1. Минимальность обобщений. Необходимы 

минимальные обобщения, приводящие к новым 

качественным следствиям. При этом количество 

входящих в модель новых параметров должно быть 

по возможности небольшим. 

2. Вариативность модели. Возможность доста-

точно широкого варьирования линейных и нели-

нейных параметров модели за счет выбора кинема-

тической и силовой схем взаимодействия струк-

турных элементов. 

3. Идентификация и верификация модели. Про-

верка адекватности построенной модели реальным 

системам и определение связей между параметрами 

модели и физическими постоянными материала 

(плотность, пористость, модули макро- и микро-

упругости и т.п.). Для этого должна быть найдена 

связь параметров микромодели с основными физи-

ко-механическими характеристиками среды.  

4. Принцип соответствия. В предельных случа-

ях новая модель, как правило, должна переходить в 

известные теории деформируемого твердого тела. 
К достоинствам структурного моделирования 

относятся прозрачность связи структуры с макро-

параметрами среды и возможность целенаправлен-

ного проектирования сред с заданными свойства-

ми. Недостатками являются отсутствие универ-

сальности процесса моделирования и сложность 

учета нелинейных и нелокальных эффектов взаи-

модействия. 

Перечислим основные этапы структурного мо-

делирования. 

Геометрическое описание структуры. В регу-

лярной решетке, состоящей из частиц заданной 

формы, определяется ячейка периодичности, вво-

дятся еѐ характерные размеры и кинематические 

переменные, описывающие текущее состояние 

ячейки. Вычисляется кинетическая энергия. 

Моделирование силовых взаимодействий. Так 

как рассматриваются малые отклонения частиц от 

положения равновесия, то силовые и моментные 

взаимодействия частиц можно описывать степен-

ным потенциалом. В гармоническом приближении 

потенциал взаимодействия является квадратичной 

формой переменных состояния системы. Потенци-

альная энергия, приходящаяся на одну ячейку ре-

шетки, равна потенциальной энергии частицы, вза-

имодействующей со своими соседями, и, в частно-

сти, для систем с двумя пространственными пере-

менными может быть представлена следующим 

выражением: 
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Здесь    
jiji

k wuqqq ,,

21 ,,   – компоненты 

вектора перемещений центра масс частицы, распо-

ложенной в узле с парой индексов (i, j); 

  aqqq k

ji

k

rjni

k

nr ,,    – величины относитель-

ного изменения расстояний между частицами; 

  ajirjninr ,,     – величины относитель-

ного изменения углов ориентации частиц; индексы 

n и r, а также l и m определяют пространственные 

положения соседних частиц. Суммирование ведет-

ся по всем квазиупругим связям в ячейке. Вторые 

производные от потенциальной энергии являются 

постоянными величинами квазиупругих взаимо-

действий частиц и представляют собой элементы 

силовых матриц кристаллической структуры [32]. 

В феноменологических теориях материальные 

константы должны находиться опытным путем. Их 

связь с геометрической структурой и силовыми 

взаимодействиями в кристаллической решетке не-

ясна. Из общих энергетических соображений и 

условий симметрии могут быть получены лишь 

некоторые ограничения на их значения. Структур-

ный же подход позволяет найти явную зависимость 

между элементами силовых матриц и параметрами 

решетки. При структурном моделировании вместо 

полевого описания взаимодействия частиц часто 

вводят эквивалентную силовую схему в виде си-

стемы стержней или пружин, осуществляющих пе-

редачу сил и моментов между элементами структу-

ры [22, 33, 34]. В данной работе применяется пру-

жинная модель. 

Вывод уравнений движения дискретной систе-

мы. Если найдены выражения для кинетической и 

потенциальной энергий взаимодействия элементов 

структуры, то дифференциально-разностные урав-

нения, описывающие динамику решетки, представ-

ляют собой уравнения Лагранжа 2-го рода:  

0
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l

ji

l

ji q

L

q

L

dt

d


,        (1) 

где 
jiji UTL ,,   – функция Лагранжа, равная разно-

сти между кинетической и внутренней энергиями 

ячейки; 
)(

,

l

jiq  – обобщенные координаты (
jiji uq ,

)1(

,  , 

jiji wq ,

)2(

,  , jijiq ,

)3(

,  ); 
)(

,

l

jiq  – производные по времени 

от обобщенных координат (обобщенные скорости). 

Континуальная аппроксимация. Переход от 

дискретных моделей к континуальным производит-

ся путем экстраполяции функций, заданных в дис-

кретных точках, непрерывными полями смещений 

и микроповоротов. В случае длинноволновых воз-

мущений, когда a  (где   – характерный 

пространственный масштаб деформации), от дис-

кретных переменных i и j можно перейти к непре-

рывным пространственным переменным. При этом 

функции, заданные в дискретных точках, интерпо-

лируются непрерывными функциями и их частны-

ми производными. В зависимости от количества 

интерполяционных слагаемых можно рассматри-

вать различные приближения дискретной модели 

зернистой среды и строить иерархию квазиконти-

нуальных моделей. 

Идентификация модели. Задача идентификации – 

построение наилучшей (оптимальной) модели на 

основе экспериментальных наблюдений. Различа-

ют структурную и параметрическую идентифика-

ции. Структурная идентификация – это выбор 

оптимального вида уравнений математической мо-

дели. Параметрическая идентификация – это 

определение по экспериментальным данным значе-

ний параметров математической модели, обеспечи-

вающих согласие рассчитанных по модели величин 

с экспериментальными данными при условии, что 

модель и объект подвергаются аналогичным воз-

действиям. Сюда же входят проведение численного 

моделирования эксперимента и подбор параметров 

модели с условием наилучшего совпадения резуль-

татов расчета и эксперимента. Центральным мо-

ментом параметрической идентификации является 

выбор переменных, которые подлежат эксперимен-

тальному измерению и несут информацию об изу-

чаемом объекте. Так, например, в акустической 

спектроскопии измеряемыми величинами служат 

акустические характеристики среды с микрострук-

турой, по которым могут быть определены пара-

метры еѐ микромодели. В линейном приближении 

акустические характеристики среды могут быть 

определены по дисперсионным зависимостям меж-

ду частотой и длиной упругих волн. Для определе-

ния нелинейных характеристик среды нужно рас-

сматривать ангармонические взаимодействия аку-

стических волн различных типов между собой [18, 

19], а также их взаимодействие с магнитным [35] и 

электрическим полями [36]. 
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Одномерная модель  

градиентно-упругого континуума 

 

В работах [37–39] метод континуализации дис-

кретной решетки, состоящей из одинаковых масс и 

пружин различной жесткости, был дополнен пред-

положением о нелокальной связи между смещени-

ями узлов решетки и получаемого континуума 

(альтернативная континуализация). Достоинством 

такого подхода является получение динамически 

непротиворечивого квазиконтинуума, описываемо-

го дифференциальными уравнениями движения 

требуемого порядка, а следовательно, и точности, 

недостатком – недостаточная обоснованность 

предпосылок и преобразований. Одним из спорных 

предположений является замена среднего значения 

из нескольких дискретных функций на аналитиче-

скую функцию.  

Ниже будет дано обоснование последнего пред-

положения. Также будет получено и исследовано 

уравнение движения с учетом физической нели-

нейности. Будет показано, что данная модель поз-

воляет описать распространение локализованных 

стационарных волн деформации – солитонов.  

Рассмотрим длинную одномерную цепочку че-

редующихся одинаковых масс и пружин. Предпо-

лагаем, что массы могут смещаться только вдоль 

цепочки. Данное направление примем за ось   . 

Пусть   – масса частицы;   – жесткость пружины; 

l – расстояние между частицами;          – 

смещение частицы с номером  .  

Потенциальная энергия цепочки W складывает-

ся из потенциальных энергий        всех пружи-

нок, которые зависят от смещений           .  

  ∑        ∑            . 

Поскольку цель работы – исследование нели-

нейных волн, будем рассматривать      с учетом 

кубического ангармонизма:      
   

 
 

   

 
.  

Уравнение движения частицы имеет вид 

 
    

   
  

  

   
.  

После преобразований с учетом предыдущих 

соотношений 

 
    

   
                    

                             . 

Построим интерполяционный полином второй 

степени по  , совпадающий с функцией        в 

точках                                      

     , 

 ̄          
              

   
   

   
                

  
     

              

   
. 

Вычислим значения интерполяционного поли-

нома в точках       и      , где      . 

 ̄              
      

 
          

     
      

 
 , 

  ̄              
      

 
           

     
      

 
   

В качестве непрерывной функции, описываю-

щей движение континуальной модели масс и пру-

жинок, примем среднее значение  ̄          и 

 ̄         . Получим  
 

       
 ̄           ̄         

 
     

  

 
   (2) 

              
  

 
   

Заметим, что авторами альтернативной конти-

нуализации [37–39] непрерывная функция рассмат-

ривается как среднее между смещением трех со-

седних частиц, т.е. 

       
 

     
                  ,    (3) 

где безразмерная «весовая» константа    находится 

в диапазоне       . Нетрудно заметить, что 

соотношения (2) и (3) идентичны, причем парамет-

ры    и   связаны следующими соотношениями: 

   
   

     
    

  

       
.  

При реализации метода альтернативной конти-

нуализации предполагается, что 
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где            
  

     
          

  

 
           

        
  

  

      

       
              

 
  

  
                    

Подставим (3) в (1), учитывая, что 

                            

                     

                            

                     

Выразим                                  
через функцию        и ее производные, используя 

разложение в ряд Тейлора. Получим 
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Нелинейные волны деформации 

 
В безразмерных переменных уравнение запи-

шется следующим образом: 
   

    
   

    
   

         (
   

    
   

      )  
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   )   ,  (4) 

где      ⁄ ,     ⁄ ,     ⁄  – безразмерные 

перемещение, координата и время соответственно. 

Характерные величины длины и времени равны 
 

   
    

 
,    

   

  
. 

Безразмерные параметры имеют вид 
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 √    
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  (
 

 
   ).  

В переменных бегущей волны уравнение (4) 

примет вид 

       
       

   
      

      

   
    

 
  

   
 (                   )   ,   (5) 

где        – бегущая координата;   – скорость 

нелинейной волны. Введение новой функции 

  
  

  
 позволяет понизить порядок уравнения.  

Методом простейших уравнений [40] находим 

решение уравнения (5): 

     
       

 

          
(      (√   ))      (6) 

 
         

     
     

 

            
, (6) 

где   
   

   
             

    
         

. 

Решение (6) имеет профиль в виде симметрич-

ного колокола с переменным смещением вдоль 

вертикальной оси (рис. 1, пунктирная линия). Фик-

сируя подошву колокола на нулевой отметке 

(рис. 1, сплошная линия), находим ограничение, 

накладываемое на квадрат скорости волны 

    
          

    
          

   

При таких скоростях решение (6) принимает вид  

      
    

   

  (    
          )    

 (√   )
 .  

Это решение имеет физический смысл только в 

интервале 
 

 
    

 

 
 ,    . Зависимости ампли-

туды и ширины солитона от его скорости пред-

ставлены на рис. 2. При увеличении параметра   в 

пределах рассматриваемого интервала скорость 

сначала увеличивается, затем уменьшается, ам-

плитуда и ширина солитона при этом монотонно 

возрастают. Кривая      имеет точку максимума, 

т.е. скорость солитона ограничена сверху. 

 
 

Рис. 1. Зависимость      
/ Fig. 1. Dependence      

 

 
 

Рис. 2. Зависимость      (сплошная),      (пунктир) 

/ Fig. 2. Dependence      (solid),     (dotted line) 

 

Знак безразмерного параметра    влияет на 

полярность солитона. Для положительных значе-

ний параметра (жесткая нелинейность) солитон 

имеет отрицательную полярность, отрицатель-

ных (мягкая нелинейность) – положительную. 

Величина нелинейности не влияет на скорость 

распространения волн и их ширину, но влияет на 

их амплитуду. Чем меньше величина нелинейно-

сти, тем больше амплитуда волны, т.е. в слабоне-

линейных средах распространяются волны боль-

шей амплитуды. 
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В предельном случае, когда    близко к своей 

нижней границе, безразмерные коэффициенты рав-

ны     ,    
 √    

 
,     , а уравнение (5) 

принимает вид 

           ( 
    

 )   ,     (7) 

где    
    

  ,    
  

    
 √  

   введены для сокра-

щения записи,   
   

 
 – характеризует упругую 

нелинейность. 

Равенство (7) представляет собой уравнение ан-

гармонического осциллятора с двумя квадратич-

ными нелинейностями. Фазовый портрет уравне-

ния при      и      представлен на рис. 3. На 

фазовой плоскости присутствуют два состояния 

равновесия: «центр», который находится в начале 

координат, и «седло», расположение которого (сле-

ва или справа от «центра») зависит от типа нели-

нейности. Как и в классическом случае ангармони-

ческого осциллятора с квадратичной нелинейно-

стью [41], если нелинейность соответствует «жест-

кой», то «седло» расположено левее «центра». При 

     фазовый портрет смещается вдоль горизон-

тальной оси таким образом, что в начале координат 

находится «седло».  

 

 
 

Рис. 3. Фазовый портрет (    )   

/ Fig. 3. Phase portrait (    ) 

 

В системе могут распространяться уединенные 

волны солитонного типа и периодические волны. 

Точного аналитического решения в виде солитонов 

для уравнения (7) не удается найти, полюс уравне-
ния равен нулю [40]. 

В случае слабой нелинейности (    ) реше-

ние уравнения (7) находим, используя асимптоти-

ческое разложение [42]: 

     

      (√      )   
  

   

   
(
      

 
    (√    

   )        ).          (8) 

Амплитуда и фаза колебаний определяются вы-

ражениями 

   √  
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√  
      

 
, 

          (
  

√    
)   

  

 √  

  (   
     

      
   )

  (  
      

 )
, 

а    и    задаются начальными условиями 

        ,         . 

Приближенное решение (8) вблизи устойчивого 

положения равновесия отмечено пунктиром на 

рис. 3. Найденное решение справедливо только в 

дозвуковом случае и мягкой нелинейности. При 

увеличении жесткости амплитуда волн (при фикси-

рованных начальных условиях) падает, а период 

увеличивается. Чем ближе скорость нелинейной 

волны к скорости звука, тем меньшей амплитуды 

периодические волны. 

 
Заключение 

 
В работе сформулированы основные принципы 

структурного моделирования, позволяющего выво-

дить динамически-непротиворечивые модели гра-

диентно-упругих сред. С привлечением метода аль-

тернативной континуализации получено уравнение 

в частных производных, описывающее одномер-

ную физически нелинейную решетку, состоящую 

из одинаковых масс и пружин различной жестко-

сти. Исследованы особенности формирования в 

такой среде пространственно-локализованных волн 

деформации.  
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Обсуждается вопрос о достоверности и пределах применимости общих законов математической теории пла-

стичности. В новом направлении теории пластичности, теории процессов упругопластического деформирования, 

приводится постулат изотропии, устанавливающий инвариантность связи между напряжениями и деформациями. 

Однако эта инвариантность при ортогональных преобразованиях образа процесса и его векторов в линейном коор-

динатном пространстве может быть нарушена в связи с изменением инвариантов вида напряженно-

деформированного состояния. Однако многочисленные опыты показывают, что влияние этих инвариантов являет-

ся слабым и им можно пренебречь. 

В теории течения основной гипотезой является предположение о разложении полных деформаций на упругие и 

пластические части. Такое разложение при сложном нагружении невозможно и противоречит понятию о полном и 

неполном пластическом состояниях материала. В работе показано, что теория течения является частным случаем 

теории процессов. Получен расширенный вариант теории течения, который может быть использован для траек-

торий деформирования средней кривизны, позволяющий использовать в теории течения гипотезу о разложении пол-

ных деформаций. 

 

Ключевые слова: упругость, пластичность, постулат изотропии, процессы деформирования, инварианты, 

напряженно-деформированное состояние, определяющие соотношения, сложное нагружение. 

 

The paper discusses the question of the reliability and applicability of the general laws of the mathematical theory of plasticity. 

In a new direction of the theory of plasticity (the theory of elastic-plastic deformation processes) the isotropy postulate is given, 

which establishes the invariance of the connection between stresses and strains. However, this invariance during orthogonal trans-

formations of the image of the process and its vectors in the linear coordinate space can be violated due to a change in the invariants 

of the form of the stress-strain state. However, numerous experiments show that the influence of these invariants is weak and can be 

neglected. 

In the theory of flow, the main hypothesis is the assumption of the decomposition of total deformations into elastic and plastic 

parts. Such decomposition under complex loading is impossible and contradicts the concept of the complete and incomplete plastic 

states of the material. This article shows that the flow theory is a special case of the theory of processes. An extended version of the 

theory of flow is obtained, which can be used for medium-curvature deformation trajectories, and which makes it possible to use the 

hypothesis of decomposition of total deformations in the theory of flow. 

 

Keywords: elasticity, plasticity, isotropy postulate, deformation processes, invariants, stress-strain state, defining rela-

tions, complex loading. 
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Тензоры напряжений, деформаций  

и их инварианты 

 

Напряженно-деформированное состояние 

(НДС) в точке тела, отнесенного к декартовой си-

стеме координат   ,        , в физическом про-

странстве известно, если заданы компоненты     и 

    тензоров напряжений       и деформаций       

как непрерывные функции координат этих точек    

и времени  . Геометрически тензоры 

      и       в данных точках могут 

быть представлены в виде тривекторов 

       ̂            ̂ ,          , на трех взаимно 

ортогональных площадках, где   ̂   – ортонорми-

рованный координатный репер. 

Вектор напряжений    в той же точке на пло-

щадке с нормалью  ̂     ̂  представляется форму-

лой Коши 

           ̂                 (1) 

При ортогональном преобразовании координат-

ного репера с помощью матрицы     имеем 

  ̂ 
      ̂     

       ,            

При неизменном векторе    и тензоре напряже-

ний в целом длина вектора    сохраняется. Поэто-

му   
   

  (     )                 откуда 

          ,            .      (2) 

Соотношение (2) показывает, что при ортого-

нальном преобразовании координатного репера он 

остается ортонормированным. Направление векто-

ра   , при котором он совпадает с направлением 

нормали  ̂, называют собственным направлением, а 

сам вектор       – собственным или главным 

вектором напряжений. В этом случае 

      ̂          ̂          (3) 

Сравнивая (3) и (1), получим систему уравнений 

(         )            ,     (4) 

для которой определитель |         |     

Раскрывая его, получаем характеристическое 

уравнение 

  
      

           ,       (5) 

где коэффициенты – инварианты 

{

                    

                    
     

   |   |         

 

Здесь      
 

 
    

 

 
          , 

   √       √  
    

    
  – среднее нормаль-

ное напряжение и модуль тензора напряжений со-

ответственно. 

 

Для девиаторов напряжений       и деформаций 

      их компоненты определяются формулами 

             ,              .  

Инварианты девиатора напряжений 

{
 
 

 
 
                     

             

   |   |  
       

 √ 
 

 

где 

модуль девиатора;   – угол вида напряженного со-

стояния формоизменения. Аналогичные соотноше-

ния имеют место и для тензора деформаций. 

Решение кубического уравнения (4) для соб-

ственных значений напряжений имеет вид 

{
  
 

  
       √

 

 
      

      √
 

 
    (

  

 
  )  

      √
 

 
    (

  

 
  )  

  

Критерии пластичности Мизеса – Надаи 

  
 

√ 
√                              

    √
 

 
  ,  

где    – предел текучести при растяжении. 

Если в точке тела реализуются процессы де-

формирования и нагружения, то компоненты тен-

зоров (тривекторов) и вектора    изменяются. 

Вектор    изменяет свое направление и модуль. В 

этом случае все три инварианта НДС изменяются. 

При простом нагружении все компоненты тензо-

ров изменяются пропорционально одному пара-

метру, например времени  . В этом случае направ-

ляющие тензоры удовлетворяют равенствам 
   

 
 

   

 
      

 

 
   ,        (6) 

где               является универсальным 

законом (единой кривой упрочнения материала); 

   – пластический модуль сдвига. 

Параметры вида НДС:            ,    , 

а третьи инварианты вида формоизменения 

   |   |  
       

 √ 
,   

  |   |  
       

 √ 
 пропорци-

ональны   
  (   )

 
  
    

Это означает инвариантность закона (6) при ор-

тогональном преобразовании тривектора. 

 
 

𝜎  
 

√ 
√ 𝜎   𝜎   

   𝜎   𝜎   
   𝜎   𝜎   

    𝜎  
  𝜎  

  𝜎  
   – 
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А.А. Ильюшин [1] при сложном нагружении 

предложил принять закон связи напряжений и де-

формаций в тензорном виде 

{
    ∑   

     

   
 
              

        
     (7) 

где   – объѐмный модуль. В этом случае при ор-

тогональном преобразовании координат и коор-

динатного репера   ̂   сохраняются все три инва-

рианта тензоров, от которых зависят коэффициен-

ты   . Однако при фиксированной координатной 

системе, но ортогональном преобразовании три-

векторов и    уравнение (7), вообще говоря, изме-

няется, что означает некоторую проблему в тео-

рии пластичности. 

 

Векторы напряжений и деформаций в линейном 

 координатном шестимерном    пространстве 

 

А.А. Ильюшин [1] для наглядного геометриче-

ского отображения векторных свойств материалов 

в процессах деформирования и нагружения пред-

ложил представить тензоры      ,       в виде век-

торов напряжений   и деформаций  : 

      ̂ ,      ̂ ,          , где   ̂   – орто-

нормированный координатный репер, 

{
 
 

 
                      

   √        √        √     
                     

   √        √        √     

  (8) 

Условием тождественности было принято ра-

венство модулей тензоров и векторов  

              ,                .  

При ортогональном преобразовании координат-

ного репера с матрицей        длины векторов S и 

E сохраняются. Поэтому   
       ,   

   
      , 

или   
   

                        , откуда сле-

дует соотношение 

          ,                .    (9) 

Соотношение (9) показывает, что при преобра-

зовании сохраняются ортонормированность коор-

динатного репера и длина (второй инвариант) век-

тора. 

Для полной физической тождественности тен-

зоров и векторов в    необходимо отметить, что в 

  , как и в физическом пространстве, не может 

быть более трех собственных значений напряжений 

и деформаций [2, 3]. Сам А.А. Ильюшин утвер-

ждал, что все три инварианта в физическом про-

странстве остаются инвариантами и в линейном 

координатном пространстве    при ортогональном 

преобразовании векторов и тензоров. Поэтому в    

вместо определяющих соотношений (4), (5) в фи-

зическом пространстве получаем соотношения в 

форме [4] 

 |        |   ,  

      
     

     
     

             

Данное характеристическое уравнение опреде-

ляет собственные значения. В общем случае тензо-

ров второго порядка действительных собственных 

значений может быть не более шести. Коэффици-

енты   ,        , содержат главные миноры 

матрицы        ортогонального преобразования. 

Однако из физических соображений тождественно-

сти векторов и тензоров напряжений и деформаций 

ясно, что их может быть не более трех в   . Это 

значит, что три инварианта тензоров в физическом 

пространстве остаются инвариантами векторов и в 

линейном пространстве    [2]. При ортогональном 

преобразовании векторов S и Э с помощью матри-

цы        при неизменном координатном репере 

  ̂  ,          , имеем 

   
       ,   

   
      ,             ,  

  
   

  (     )               ,              , 

откуда получаем соотношение 

          ,                    (10) 

Сравнивая (8)–(10), видим, что        , т.е. 

матрицы преобразования координатного репера и 

вектора совпадают. Однако во втором случае пре-

образования вектора напряжений совпадают толь-

ко модули вектора и тензора. Первый и третий 

инварианты тензоров и вектора изменяются. Ана-

логично для вектора деформации. А.А. Ильюшин 

в совмещенном пространстве    ввел понятие об-

раза процесса деформирования, под которым по-

нимаются траектория деформирования, описыва-

емая концом вектора E в    (либо Э в   ), и по-

строенные в каждой ее точке векторы напряжений 

  (либо   в   ), а также приписанные к ним ска-

лярные параметры (температура  , давление   и 

др.). В каждой точке траектории строится также 

подвижный линейно независимый ортонормиро-

ванный репер Френе – Ильюшина   ̂  , орты ко-

торого удовлетворяют рекуррентным формулам 

[2, 5, 6] 
 

  ̂ 

  
       ̂       ̂   ,          , откуда 

 ̂  
ds

dЭ
,  ̂  

 

  2

2

ds

d Э
,  

   ̂    
ds

dЭ

+
 

  
(

 

  2

2

ds

d Э
)…  

Разлагая векторы  ,       в этом репере, полу-

чаем определяющие уравнения связи напряжений и 
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деформаций. Удобнее это сделать в девиаторном 

подпространстве   . Учитывая упругий закон Гука 

для объемной деформации, получаем 

       ,          ̂ , 
 

 
  

  
   

  ̂ ,            .       (11) 

Соотношения (11) выражают собой постулат 

изотропии для начально изотропных сред: соот-
ношения (11) связи между напряжениями и де-

формациями и их образ процесса инвариантны 

относительно ортогональных преобразований 

вращения и отражения в    и   . Постулат опре-

деляет векторные свойства материалов, а коэф-

фициенты в (11) зависят от инвариантов НДС. 

Однако при ортогональном преобразовании обра-

за процесса как жесткого целого может изме-

ниться НДС. Это означает, что соотношения (11) 

могут потерять свою инвариантность при реали-

зации сложных процессов деформирования и 

нагружения. 

Между тем экспериментальные исследования 

многочисленных конструкционных материалов по 

проверке постулата изотропии показали, что влия-

ние изменения вида НДС и их инвариантов при 

ортогональных преобразованиях является слабым и 

им можно пренебречь. 

 

Гипотеза компланарности  

в теории пластичности 
 

Гипотеза компланарности предполагает, что три 

вектора  ,   ,    всегда лежат в одной соприкаса-

ющейся плоскости подвижного репера Френе – 

Ильюшина координатного пространства. Предста-

вим вектор формоизменения [6] в    

    ̂          ̂        ̂  ,     (12) 

где  ̂ – единичный вектор напряжений;    – угол 

сближения;        ̂   ̂ . Дифференцируя (12) по 

длине дуги траектории деформирования     , по-

лучим 
  

  
 

  

  
 ̂   

  ̂

  
 ,         (13) 

где     
  ̂

  
 

  ̂ 

  
      

  ̂ 

  
       

       ̂        ̂       
   

  
 . 

  ̂ 

  
    ̂   

  ̂ 

  
     ̂ ,     ,   (14) 

 ̂  
 

     
[ ̂         ]       (15) 

Учитывая (14), (15), из (13) получаем систему 

общих уравнений для плоских траекторий теории 

процессов 

{

  

  
    ̂  (

  

  
        )  ̂ 

   

  
     

  

 
      

    (16) 

где         ,           – функционалы процес-

са деформирования. 

Первое выражение из (16) можно представить 

также в виде 

 ̂  
ds

dЭ
 

 

  

  

  
 (      

 

  

  

  
)  ̂   

Теория пластического течения является част-

ным вариантом теории упругопластических про-

цессов. Основная гипотеза теории течения – пред-

положение о возможности разложения полных де-

формаций     и     на их упругие    
 ,    

  и пласти-

ческие    
 

,    
 

 части, т.е. 

       
     

 
         

     
 
      (17) 

Полагая в уравнениях (16)      , где   – 

упругий модуль сдвига, получим 

{
 

 
ds

dЭ
 

 

  

  

  
 (      

 

  

  

  
)  ̂ 

   

  
     

  

 
      

    (18) 

В соответствии с (17)  

   

  
 

 

  

  

  
  

   

  
 

ds

dЭ
 

 

  

  

  
     (19) 

=(      
 

  

  

  
)  ̂. 

Соотношения (18), (19) – новые в общей теории 

пластичности. Они следуют как частный вариант из 

теории процессов упругопластического деформи-

рования материалов при сложном нагружении для 

траекторий деформирования малой и средней кри-

визны. 

Новые уравнения теории течения содержат па-

раметры сложного нагружения       , а также угол 

сближения   , характеризующий векторные свой-

ства материалов.  

При свободном пластическом течении  ̂   ̂ , 

т.е.        ̂   ̂   , получаем 
ds

dЭ
 

 

 
 , или 

    
ds

dЭ
. 

Отметим, что гипотеза о разложении полных 

деформаций на упругие и пластические при слож-

ном нагружении неприемлема и является про-

блемной для траекторий большой кривизны. 

 
Заключение 

 
Автор данной статьи в период 1949–1954 гг. 

учился на физико-математическом факультете по 

специальности «механика» в Ростовском государ-

ственном университете (РГУ). В это же время мо-
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лодой доцент И.И. Ворович вместе с такими же 

молодыми доцентами Н.Н. Моисеевым и Л.А. То-

локонниковым начали свою научно-педагогиче-

скую деятельность на этом же факультете РГУ, 

приехав из Москвы. 

В дальнейшей научно-педагогической дея-

тельности И.И. Ворович был избран академиком 

РАН, возглавил кафедру теории упругости и стал 

директором Научно-исследовательского институ-

та математики и механики при РГУ. 

Н.Н. Моисеев был избран академиком АН СССР 

и РАН и возглавил Вычислительный центр АН 

СССР. Л.А. Толоконников стал заслуженным де-

ятелем науки и техники и был награжден орде-

ном Ленина за успешную научно-педагогическую 

деятельность. Таковы были наши учителя на 

физмате РГУ. 

Эта замечательная тройка молодых талантли-

вых ученых-механиков положила начало разви-

тию современной механики в РГУ. Впоследствии 

возникла известная в стране Ростовская научная 

школа механики деформируемого твердого тела 

под руководством академика РАН И.И. Воро-

вича. 

Иосиф Израилевич Ворович является выдаю-

щимся ученым-механиком России. Его научные 

работы представляют выдающийся вклад в разви-

тие механики и математики в России и СССР.  

Мы, студенты 1954 г. выпуска, ученики 

И.И. Воровича, всегда уважали и любили его за 

человечность, глубокие профессиональные знания 

и педагогическое мастерство, за те фундаменталь-

ные знания, которые он нам передал. 

Помним! Благодарим! Уважаем! 
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Исследовано влияние неоднородности материальных свойств на процесс трехмерной потери устойчивости 

полого цилиндра, растягиваемого осевой силой и нагруженного по внешней или внутренней боковой поверхности 

равномерным давлением. Для описания механических свойств материала цилиндра использованы две общеупотре-

бительные модели нелинейно-упругого поведения сжимаемых материалов – трехконстантная модель Блейтца и 

Ко и пятиконстантная Мурнагана. Посредством полуобратного метода трехмерная задача о равновесии цилин-

дра сведена к исследованию нелинейной краевой задачи для обыкновенного дифференциального уравнения второго 

порядка. Анализ устойчивости проводился на основе линеаризации уравнений равновесия в окрестности постр о-

енного решения. Деформационные характеристики, при которых существовали нетривиальные решения однород-

ной краевой задачи для получаемых в процессе линеаризации уравнений нейтрального равновесия, отождествля-

лись с критическими значениями параметров нагружения, т.е. значениями, при которых система теряет устой-

чивость. В качестве таких параметров использовались, в частности, коэффициенты растяжения радиального 

расширения цилиндра, а также безразмерная характеристика приложенного давления. На плоскости параметров 

нагружения определены области устойчивости. Проанализировано влияние неоднородности на размер и форму 

этих областей.  

 

Ключевые слова: растяжение, неоднородность, устойчивость, потеря устойчивости, полуобратный метод, 

бифуркация, большие деформации.  

 

The influence of the inhomogeneity of material properties on the process of three-dimensional stability loss of a hollow 

cylinder stretched by axial force and loaded by uniform pressure on the outer or inner side surface is investigated. We used 

two standard models describing the compressible nonlinearly elastic material's mechanical properties, namely the three-

constant Blatz and Ko model, as well as the five-constant Mournaghan model. Usage of the semi-inverse method allows the 

reduction of a three-dimensional cylinder equilibrium problem to the study of a nonlinear boundary-value problem for an 

ordinary second-order differential equation. Stability analysis was carried out based on the linearization of the equilibrium 
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equations in the vicinity of the constructed solution. The value of a deformation characteristic for which there were nontrivial 

solutions of a homogeneous boundary-value problem for the equations of neutral equilibrium obtained in the linearization 

process was identified with the critical value of the loading parameter, i.e., the value at which the system loses stability. The 

coefficients of the cylinder's stretching or radial expansion and the dimensionless characteristic of the applied pressure 

served as such parameters. On the plane of the loading parameters, stability regions are determined. The influence of hetero-

geneity on the size and shape of these regions is analyzed. 

 
Keywords: stretching, heterogeneity, stability, buckling, semi-inverse method, bifurcation, finite strains.  

 

Введение 
 

Конструкции в форме цилиндрических оболо-

чек используются практически во всех областях и 

сферах современной промышленности: в судо-

строении, самолетостроении, гидротехнике, при 

возведении промышленных и гражданских объек-

тов, дорожном и подземном строительстве. В 

большинстве случаев для их расчетов достаточно 

двумерных теорий, однако в ряде задач суще-

ственно важен учет толщины. Интерес представ-

ляет исследование поведения толстостенного по-

лого цилиндра как трехмерного тела. Впервые за-

дача упругой деформации такого объекта (полого 

однородного цилиндра) под действием внутренне-

го и внешнего давления в рамках линейной теории 

упругости была решена Г. Ляме еще в 1831 г. 

Анализу устойчивости цилиндрических конструк-

ций в рамках трехмерной теории уделяется боль-

шое внимание с начала XX в. [1]. При этом в 

большинстве случаев рассматривается деформа-

ция при сжимающих напряжениях, хотя потеря 

устойчивости может возникать и при растягиваю-

щих. В этих случаях потеря устойчивости имеет 

ряд характерных особенностей. Она наступает при 

больших деформациях, что требует учета как гео-

метрической, так и физической нелинейности в 

уравнениях теории упругости. Кроме того, она 

возможна не для всех моделей материалов. Так 

например, цилиндры из материала Киргхофа – 

Сен-Венана устойчивы при любых растягивающих 

напряжениях вдоль радиальной и осевой коорди-

наты, а состояние одноосного растяжения – для 

материала Муни [2]. 

В большинстве работ анализ устойчивости вы-

полнялся в предположении об однородности мате-

риала. Однако однородные конструкции не всегда 

являются оптимальным решением инженерных за-

дач, особенно в экстремальных условиях [3], 

например при большом давлении или при взаимо-

действии с агрессивной коррозионной средой. В 

таких случаях предпочтение отдается, как правило, 

неоднородным многослойным объектам. Двух-

слойные и трехслойные цилиндры часто использу-

ются в трубопроводах, газоотводящих трактах и 

дымовых, вентиляционных трубах и т.д. Поэтому 

проблема устойчивости многослойных конструк-

ций имеет важное значение с практической точки 

зрения. Существенную роль при этом может играть 

и учет возможной неоднородности конструкций, 

поскольку микроструктура материала может суще-

ственно влиять на прочностные характеристики 

трехмерного объекта [4]. 

В этой работе будет рассмотрен ряд задач 

устойчивости неоднородных полых цилиндров из 

сжимаемых материалов при раздувании и растяже-

нии для трех различных типов неоднородности ма-

териала.  

 
Равновесие и устойчивость цилиндра 

 с переменным модулем сдвига 

 
Рассмотрим цилиндр, материальные свойства 

которого описываются моделью материала Блейтца 

и Ко [5]. Функция удельной потенциальной энер-

гии определяется формулой  
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При малых деформациях параметр   имеет 

смысл модуля сдвига, параметр   связан с коэф-

фициентом Пуассона   выражением =
(1 2 )





. 

Материальный параметр  0,1   является чисто 

нелинейным: он характеризует жесткость материа-

ла при сверхбольших деформациях [6]. Величины 

kI  представляют собой главные инварианты меры 

деформации Коши G , связанной с градиентом де-

формации C  соотношением 
T= G C C . 

Упрощенный вариант этой модели получается, 

если положить 5,0= , = 0 . Тогда выражение 

(1) запишется в виде  

1

2 3 3

1
= 2 5 .

2
W I I I   

 
     (2) 

Будем считать, что материальный параметр   

является переменным, причем зависит только от 
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радиальной координаты r  в отсчетной конфигура-

ции  = r  . 

Опишем деформацию осевого растяжения поло-

го кругового цилиндра высотой h  с внутренним и 

внешним радиусами 0r  и 1r  полуобратным пред-

ставлением вида 

 = , = , = ,R P r Z z        (3) 

где r ,  , z  и R ,  , Z  – цилиндрические коор-

динаты в отсчетной и текущей конфигурациях со-

ответственно; 0r   r    1r , 0   z    h ,   –

коэффициент удлинения цилиндра; <1  соответ-

ствует сжатию цилиндра, >1  – его растяжению. 

Функция  P r описывает радиус точки цилиндра в 

деформированном состоянии. 

Для описания напряженного состояния цилин-

дра будем использовать тензор напряжений Пиолы 

D , определяющее соотношение для которого име-

ет вид  

C
G

D 
d

dW
2= .          (4) 

Тогда уравнения равновесия нелинейно-

упругого тела можно записать в отсчетной (неде-

формированной) конфигурации  

0=divD .           (5) 

Полуобратное представление (3) с учетом (4) 

позволяет свести уравнения (5) к одному обыкно-

венному дифференциальному уравнению относи-

тельно функции ( )P r , принимающему для модели 

(2) с переменным модулем сдвига вид  

 
,
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где штрихом обозначено дифференцирование по 

переменной r . 

В качестве граничных условий для уравнения (6) 

выберем условие загруженности внутренней по-

верхности цилиндра равномерно распределенным 

давлением p  и свободной от напряжений внешней 

боковой поверхности. В результате получаем  
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   (7) 

Краевая задача (6), (7) решалась численно. Для 

ускорения вычислений при построении диаграммы 

нагружения,  т.е. зависимости  радиуса деформиро- 

ванного цилиндра от приложенного давления, ис-

пользовался прием замены краевой задачи задачей 

Коши вида  
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где параметр   представляет собой изменение 

внешнего радиуса цилиндра после деформации. 

Величину соответствующей ему нагрузки p  мож-

но найти после решения задачи Коши (6), (8) из 

второго условия в (7). 

Диаграмма нагружения на плоскости парамет-

ров p  и  1 1 1= /P r r  при раздувании внутрен-

ним давлением для материала (2) для однородного 

цилиндра и всех рассмотренных типов неоднород-

ности является немонотонной: она содержит точку 

максимума, за которой следует падающий участок. 

Его наличие свидетельствует о неустойчивости 

процесса нагружения. 

Исследование устойчивости проведем на основе 

бифуркационного подхода методом линеаризации. 

Для этого модифицируем исходное полуобратное 

соотношение следующим образом:  

= ( ) ( , , ),

= ( , , ),

= ( , , ).

R P r u r z

v r z

Z z w r z

 

  

  



 
 

      (9) 

Вычисляя соответствующие (9) геометрические 

характеристики (градиент деформации, мера де-

формации Коши, ее инварианты и т. д.) и последо-

вательно их линеаризуя (т.е. удерживая только пер-

вые степени параметра  ), получаем уравнения 

нейтрального равновесия – линеаризованный вари-

ант уравнений равновесия (5). Для их исследования 

использовался метод разделения переменных:  

.sin)(cos)(=),,(

,cos)(sin)(=),,(

,cos(cos)(=),,(
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  (10) 

В (10) m  и n  – натуральные числа, называемые 

номерами мод потери устойчивости. При таком 

разделении автоматически выполняются граничные 

условия на торцах цилиндра, соответствующие так 

называемому жесткому нагружающему устройству 

с отсутствием трения [7], когда зафиксировано вер-

тикальное смещение, а предметом анализа стано-
вится линейная однородная система обыкновенных 
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дифференциальных уравнений второго порядка 

относительно функций ( )U r , ( )V r  и ( )W r   
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Линеаризованные граничные условия для си-

стемы (11) примут вид 
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Областью устойчивости будем называть область 

таких значений параметров деформации, для кото-

рых краевая задача (12) имеет только тривиальное 

решение. 

В качестве примера рассмотрим цилиндр из 

упрощенного материала Блейтца и Ко со следую-

щими геометрическими характеристиками: 

5,0=/ 10 rr , 1/ =10h r . Закон, по которому изменя-

ется модуль сдвига, примем в экспоненциальной 

форме  

 
 
 

,
)(/ln

exp=
01

110
1 
















rr

rr
r


  

где 0  – значение модуля сдвига на внутренней 

границе, 1  – на внешней. Вычисления показали, 

что область устойчивости такого цилиндра при раз-

дувании внутренним давлением и осевом растяже-

нии будет полностью определяться кривыми устой-

чивости для мод (1,0), (1,1), (1,2), (2,2). На рис. 1 

дано сравнение областей устойчивости однородного 

и неоднородного (с экспоненциальной неоднород-

ностью) цилиндров при соотношении 1 0/ =100  ;  

в качестве безразмерных деформационных парамет-

ров выбраны коэффициенты растяжения   и рас-

ширения 1 1 1= ( ) /P r r  цилиндра.  
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Рис. 1.  Области устойчивости для однородного  
(полужирные кривые) [8] и неоднородного цилиндров  

/ Fig. 1. Stability domains for a homogeneous (bold curves) [8]  
and inhomogeneous cylinder 

  
Более толстыми линиями на рис. 1 выделена 

граница области с постоянным модулем сдвига. 
Учет неоднородности приводит к смещению обла-
сти устойчивости вправо при сохранении ее основ-
ных черт. 

 
Раздувание и осевое растяжение  

двухслойного цилиндра 

 
Схема анализа в данном разделе основывается 

на подходе, представленном в работе [2]. Напря-
женно-деформированное состояние двухслойного 
цилиндра (pис. 2) будем также изучать на основе 
полуобратного метода:  

  2,1,=,=,=  izZrPR i  .   (13) 

Отличие (13) от (3) состоит в использовании 

индекса i , определяющего номер слоя. Соотноше-

ние толщин слоев в отсчетной конфигурации опре-

деляется параметром cr , а функции  iP r  соот-

ветствуют изменению радиальной координаты точ-

ки цилиндра i -го слоя. 

Таким образом, в (13) приведены два полуобрат-
ных представления. Для каждого слоя вычисление 
геометрических характеристик деформации и вывод 
уравнений равновесия должны осуществляться раз-
дельно. Это означает, в частности, что уравнения (4) 
и (5) должны быть выписаны для каждого слоя. 

 
 

Рис. 2. Схема двухслойного цилиндра 

 / Fig. 2. Scheme of a two-layer cylinder 
 

На внутренней и внешней боковых поверхностях 

составного трехмерного тела должны выполняться 

условия, соответствующие раздуванию цилиндра 

внутренним давлением интенсивности p . Для за-

дания граничных условий на поверхности раздела 

слоев 
cr r  введем неизвестный пока параметр 

cp , формально играющий роль внешнего давления 

для внутреннего цилиндра и внутреннего – для 

внешнего. Таким образом, задача сводится к сов-

местному решению двух дифференциальных урав-

нений в своей области с согласованными граничны-

ми условиями в точке стыковки областей вида 

0=div 1D , 

0
=

1

1
0

=1 |= rrrrrr pJ eCDe  
, 

c
rrrc

c
rrr Jp =

1

1=1 |= eCDe  
,  

0,=div 2D             (14) 

1
=

1

2
1

=2 |= rrrrrr pJ eCDe  
, 

c
rrrc

c
rrr Jp =

1

2=2 |= eCDe  
, 

где CdetJ .  

Будем считать, что материал обоих слоев ци-
линдра описывается упрощенной моделью Блейтца 
и Ко (2). Тогда уравнения равновесия для каждого 
слоя записываются в виде  

 
.

3
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3

333

i

iiii
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PrPP
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       (15) 
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Граничные условия для них имеют вид (7) или (8) с 
учетом корректировки на индекс слоя и наличие 

параметра 
cp . 

Для исследования устойчивости снова прибег-
нем к бифуркационному подходу. Выражение (13) 
запишем в виде 
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Как и ранее, полагаем, что цилиндр деформиру-
ется в жестком нагружающем устройстве. Это при-
водит к граничным условиям на торцах цилиндра, 
позволяющим использовать схему разделения пере-
менных (10) для каждого слоя. После разделения 
переменных будет получена система из шести диф-
ференциальных уравнений относительно функций 

iU , iV , iW с двенадцатью краевыми условиями. 

В качестве примера рассмотрим цилиндр следу-

ющей геометрии: 7,0=/ 10 rr ; 1/ =10h r . Через i  

будем обозначать толщину i -го слоя. На рис. 3 при-

ведены диаграммы нагружения, наглядно демонстри-
рующие наличие падающего участка при различных 

типах геометрии цилиндра. Через 
1p  обозначается 

отношение внутреннего давления p  к 2 . 

 

 
 

Рис. 3. Диаграмма нагружения двухслойного цилиндра 

 при 1= , 10=/ 21   / Fig. 3. The two-layer cylinder  

loading diagram 
 

Анализ устойчивости при растягивающих 

напряжениях показал, в частности, что для цилин-
дра с более жестким внешним слоем область устой- 

чивости смещается вправо по сравнению с одно-

родным цилиндром; более мягкий внешний слой 

приводит к смещению этой области в левую сто-

рону. 

 
Использование двух типов  

определяющих соотношений 

 
Рассмотрим цилиндр, аналогичный приведен-

ному на рис. 2. Будем считать, что материалы двух 

его слоев описываются различными законами со-

стояния, т.е. им соответствуют различные функции 

удельной потенциальной энергии деформации. 

Внутренний слой будет описываться моделью 

Мурнагана, удельная потенциальная энергия кото-

рого имеет вид 

 ,
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Для описания свойств внешнего слоя используем 

модель Блейтца и Ко. 

Основой исследования опять является полу-

обратная схема сведения трехмерной задачи к од-

номерной. Уравнение равновесия в области мате-

риала Блейтца и Ко имеет вид (15), а в области, где 

находится материал Мурнагана, оно запишется 

следующим образом:  

= ,
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Краевые условия на границе раздела цилин-

дров получаются аналогично предыдущему слу-

чаю с использованием неизвестной функции дав-

ления.  

В качестве набора констант выберем комбина-

цию, соответствующую стали 535 REX :  

210818,0=  ГПа;    
21009,1=   ГПа;  

21086,0= l  ГПа; 
21029,6= m  ГПа;  

21028,7= n  ГПа [9]. Особенности поведения 

однородного цилиндра из материала такого типа 

рассмотрены ранее в [10, 11]. Второй слой будет 

описываться моделью Блейтца и Ко (1), причем 

рассмотрены два варианта этой модели: упрощен-

ный (2) с параметром 210818,0=   ГПа и пол-

ная версия с константами 66626,0= , = 0 , 
210818,0=  ГПа. Третий набор констант обеспе-

чивает «тождественность» моделей (1) и (16) в обла-

сти малых деформаций.  

Несмотря на весьма громоздкий характер урав-

нения (17), численное решение полученной крае-

вой задачи не представляло принципиальной 

сложности. Расчеты подтвердили, что диаграммы 

нагружения для обоих цилиндров с геометриче-

скими характеристиками 1 2=  , 7,0=/ 10 rr , 

1/ =10h r  имеют падающий участок. Результаты 

бифуркационного анализа показали, что область 

устойчивости однородного цилиндра из материала 

Мурнагана содержится в области устойчивости 

цилиндра из материала Блейтца и Ко; область 

устойчивости составного цилиндра занимает про-

межуточное положение. 

 
Заключение 

 
В работе проведено исследование равновесия и 

устойчивости тела в форме полого кругового ци-

линдра из сжимаемого нелинейно-упругого мате-

риала. Рассмотрены два случая неоднородности: 

непрерывная, когда один из модулей материала 

является непрерывной функцией радиальной ко-

ординаты, и разрывная, когда цилиндр считается 

состоящим из двух частей с различными свой-

ствами, в том числе описываемыми различными 

определяющими соотношениями. Основным ме-

тодом построения равновесного состояния являл-

ся полуобратный метод нелинейной теории упру-

гости. Исследование устойчивости осуществля-

лось в рамках статического бифуркационного 

подхода. 

Проведенный анализ показал, в частности, высо-

кую степень надежности и эффективности исполь-

зованной вычислительной схемы. Установлено, что 

неоднородность свойств заметно влияет на положе-

ние и размер зон устойчивости в области растягива-

ющих напряжений, причем может оказывать как 

стабилизирующее влияние, т.е. повышать величину 

критических деформаций, так и наоборот – приво-

дить к их понижению. 
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Изучается осесимметричная динамическая задача теории упругости для трансверсально-изотропного сферическо-

го слоя малой толщины, не содержащего ни один из полюсов 0 и π. Предполагается, что лицевые поверхности сфериче-

ского слоя свободны от напряжений, а на конических сечениях задана нагрузка. С помощью асимптотического инте-

грирования уравнений теории упругости проведен анализ динамической задачи теории упругости для трансверсально-

изотропного сферического слоя при стремлении параметра тонкостенности к нулю. В зависимости от частоты вы-

нуждающих нагрузок изучена возможная форма волнообразования. Построены однородные решения и проведена их 

классификация. Получены асимптотические разложения однородных решений, позволяющие рассчитать напряженно-

деформированное состояние при различных значениях частоты вынуждающих нагрузок. Показано, что для высокоча-

стотного колебания в первом члене асимптотики дисперсионное уравнение совпадает с известным уравнением Рэлея – 

Лэмба для упругой полосы. В общем случае нагружения сферы с помощью вариационного принципа Гамильтона краевая 

задача сводится к решению бесконечных систем линейных алгебраических уравнений. 

 

Ключевые слова: трансверсально-изотропный сферический слой, уравнение движения, краевая задача, спек-

тральный параметр, асимптотическое представление, принцип Гамильтона, пограничный слой, краевой эффект, 

функция Лежандра. 
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In this paper, we study the axisymmetric dynamic problem of the theory of elasticity for the transversely isotropic 

spherical layer of small thickness that does not contain any of the poles 0 and π. It is assumed that the lateral surface of 

the sphere is free of stresses, and boundary conditions are set on conical sec tions. Using the method of asymptotic inte-

gration of equations of the theory of elasticity, the dynamic problem of this theory is analyzed for the transversely is o-

tropic spherical layer as the thin-walled parameter tends to zero. A possible form of wave formation in the transversely 

isotropic spherical layer has been studied depending on the frequency of the influencing forces. Homogeneous solutions 

are constructed and their classification is given. Asymptotic expansions of the homogeneous solutions are obtained, 

which make possible to calculate the stress-strain state for various values of the frequency of the influencing forces. It 

is shown that for the high-frequency oscillations in the first term of the asymptotics, the dispersion equation coincides 

with the well-known Rayleigh-Lamb equation for the elastic band. In the general case of loading on the sphere using the 

Hamilton variational principle, the boundary-value problem is reduced to the solving infinite systems of linear algebra-

ic equations. 

 
Keywords: transversely isotropic spherical layer, equation of motion, boundary value problem, spectral parameter, as-

ymptotic representation, Hamilton principle, boundary layer, edge effect, Legendre function. 

 
Введение 

 

Теория оболочек является одной из важнейших 

областей современной механики. На еѐ основе 

разрабатываются методы расчета тонкостенных 

конструкций, которые широко применяются в со-

временных сооружениях и машиностроении. Тре-

бования прочности, легкости и экономичности, 

предъявляемые к современным конструкциям, 

делают тонкие оболочки незаменимыми кон-

струкционными элементами. Однако расчет обо-

лочек на основании трехмерных уравнений теории 

упругости связан со значительными математиче-

скими трудностями. Поэтому приходится обра-

щаться к различным приближенным методам, поз-

воляющим упростить расчет оболочек. Здесь в 

первую очередь принимается во внимание тот 

геометрический факт, что толщина оболочки по 

сравнению с двумя другими ее размерами мала. 

Проблема сведения трехмерной задачи теории 

упругости к двумерной составляет основное со-

держание теории оболочек [1]. 

Решение трѐхмерных задач для анизотропных 

оболочек связано с дополнительными трудностями, 

обусловленными значительным увеличением числа 

механических параметров, характеризующих кон-

струкцию. В отличие от изотропных оболочек 

спектр краевых задач для анизотропных оболочек 

имеет точки разветвления в верхней части спектра. 

Появляются новые группы решений, которые ха-

рактерны только для анизотропных оболочек [2]. 

 

Постановка краевой задачи  

для трансверсально-изотропного  

сферического слоя малой толщины 

 

Рассмотрим осесимметричную динамическую 

задачу теории упругости для трансверсально-

изотропного полого сферического слоя малой тол-

щины. Предположим, что в сферической системе 

координат сферический слой занимает объем  

  {  [     ],     [     ]    [    ]}  
 и не содержит ни один из плюсов   и  . 

Поверхность         является поверхностью 

изотропии. Сферические части границы тела будем 

называть лицевыми поверхностями. 

Уравнения движения при отсутствии массовых 

сил в сферической системе координат имеют вид 

[3] 
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где             ,              – компоненты 

вектора смещений;    – плотность;             

    – компоненты тензора напряжений, которые 

выражаются через компоненты вектора перемеще-

ний следующим образом [4]: 
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Здесь     – модули упругости. 

Подставляя (2) в (1), получаем уравнения дви-

жения в перемещениях:  
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В (3)   
    

   
 – новая безразмерная радиальная 

координата;   
 

  
√

   

 
 – безразмерное время; 

    
     

 
 – радиус срединной поверхности сфе-

ры;    
     

   
 – малый параметр, характеризующий 

толщину сферического слоя;    
  

  
,    

  

  
, 

    
   

   
 – безразмерные величины;   [    ]  

Предполагаем, что лицевые поверхности сфери-

ческого слоя свободны от напряжений 
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а на торцах (конических срезах) заданы следующие 

граничные условия: 

   |    
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   |
    

           ,             (5) 

Здесь   – частота колебаний;     
   

   
,  

    
   

   
  – безразмерные напряжения. 

Решения уравнений (3) будем искать в виде  

               ,                 ,  (6) 

где функция      – решение уравнения Лежан-

дра [5]:  

                 (   
 

 
)      .  (7) 

Подставляя (6) в (3) и (4), с учетом (7) получим 

краевую задачу 
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Анализ колебаний трансверсально-изотропного 

 сферического слоя малой толщины  

при конечном значении   

 

Изучим спектральную задачу (8) при       
Пусть        при      Спектральная задача (8) 

при конечном   имеет три группы спектрального 

параметра   со следующими асимптотическими 

свойствами: 

1
0
) первая группа состоит из двух спектральных 

параметров        ,      ; 

2
0
) вторая – из четырех спектральных парамет-

ров   , которые имеют порядок  (  
 

 ); 

3
0
) третья содержит счетное множество спек-

тральных параметров   , которые имеют порядок 

      . 

Решение (8) ищем в виде
 

    
   

    
   

         
   

    
   

      (9) 

               
Подстановка (9) в (8) приводит к бесконечной 

системе. Последовательное интегрирование по    

даѐт соотношения для коэффициентов разложения 

(9). После некоторых преобразований для ампли-

тудных значений перемещений и напряжений 

окончательно получаем  
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Для определения     имеем 
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Из (11) получаем два чисто действительных или 

два чисто мнимых корня    . Чисто мнимым кор-

ням    соответствуют проникающие решения. 

Все остальные спектральные параметры неогра-

ниченно возрастают при     , т.е.       при 

      Спектральные параметры разделяются на 

следующие группы в зависимости от их поведения 

при    :       при     и            при 

   . 

Определим такие      , для которых 

       при    . Решение (8) будем искать в 

виде 
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После подстановки (12) в (8) имеем 
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    определяем из соотношения 
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Решение (7) можно записать через функции Ле-

жандра. Однако, как показано в [6–8], удобно ис-

пользовать приближенные методы. 

В случае     (  
 

 )  главный член асимптоти-

ческого решения (7) при      принимает вид [9] 
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Из (14) получаем четыре комплексных корня 

или два действительных и два чисто мнимых. Ком-

плексным корням соответствуют затухающие ре-

шения, аналогичные простому краевому эффекту в 

статике оболочек, чисто действительным – прони-

кающие решения. 

Определим такие        для которых     
      при    . Решение (8) ищем в виде 
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Для первых членов разложения получаем спек-

тральную задачу 
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   (
   

  

    

       
 

  

  

   

)     .
        

 

  

    

/    

   (
   

 

  
 

 
 

  

)     (
    

  
)            

    

Характеристическое уравнение (16) имеет вид 

        
      

      , где 

             
            

   ,       
     . 

Рассмотрим следующие возможные случаи: 

1)         
        

            ,            , 

    √          √  
     ,        

а)        вещественные и различные, если 

  
        

б)    и    – комплексные, если   
        

2)         
      

                   где   √    

3)         
        

          ,            ;  

   √|  |         √  
     : 

а)    и     вещественные и различные, если 

  
        

б)    и    комплексные, если   
      ; 

4)         
      

              , где   √|  |  
В случае 1          

        для переме-

щений и напряжений получаем два класса решений: 

a)        ∑            
 
        

    

 [          
                          

           
                            ]        

   ∑      
  

   [           
            

     

                                   
            

         
                 (17) 

                            ]  
     , 

    ∑   {          
            

     
  

      

 [                          

                         ]     }     , 

      

 ∑              
            

         
  

      

 [                        

                            ]  
    , 

    ∑      
 {[           

              
  ] 

      

           
                            

 [           
               

 ]          
      

                           }      , 

      

 ∑      
 {[           

               
 ] 

      

           
                            

  [           
               

 ]          
    

                             }     .  

В (17)      являются решениями уравнения  

                         

                         ;      (18) 

б)    ∑            
 
        

    

 [          
                          

            
                       ]       

   ∑      
  

   [          
                         (19) 

           
                          

           
            

                

                 ]  
    , 

    ∑   {          
            

     
  

      

 [                          

                         ]     }      , 

    ∑              
            

    
     

        
 [                        

                            ]  
     , 

      

 ∑      
 {[            

             
  ]   

     

            
                            

 [            
             

  ]          
     

                             }      , 

    ∑      
 {[            

             
  ]   

     

           
                          , 

 [            
             

  ]          
     

                             }      . 

В (19)     являются решениями уравнения  

                         

                         .      (20) 

В случае 2          
      для перемещений 

и напряжений имеем: 

a)    ∑   
 
   {     

                       

          
      [                      

                     ]      }      , 

   ∑   
 
   ,

                    

     
   

 [                    

                     ]    

 
   

                       

           
   

                          }  
    , 
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    ∑   
 
   

               

        
         (21) 

 {[                       ]              

                               }      ,  

      

 ∑    
 
   

           

     
    [                      

                          ]  
     , 

    ∑   
 
   ,

         

     
            

 [             
          

     
               

 
((       

        )      )

 
             ]    

     
                    

     

     
  

 [                        
              ]    

                }      , 

    ∑   
 
   ,

         

     
            

 [          
          

         
               

 
((       

        )      )

 
              ]    

    
                    

     

     
   

 [                        
              ]    

                }        

В (21)     являются решениями уравнения  

                  ;        (22) 

б)      

 ∑   
 
   {      

                       

          
      [                      

                     ]      }     ,  

   ∑   
 
   ,

                    

     
   

 [                                       ]    

 
   

                       

           
           (23) 

                         }      , 

     ∑   
 
   

               

        
   

 {[                       ]              

                              }        

      

 ∑   
 
    

               

     
[                      

                           ]  
     , 

    ∑     
    , 

           

     
            

 [         
              

     
               

  
        

               

 
             ]   

    
        

               

       
   

 [                        
               ]   

                }      , 

    ∑   
 
   , 

           

     
         [       

     
              

     
               

 
(       

        )      

 
             ]    

 
        

               

     
   

 [                        
              ]    

                }      . 

В (23)     являются решениями уравнения  

                           (24) 

В случае 3          
        асимптотиче-

ские формулы для перемещений и напряжений по-

лучаются из (17)–(20) заменой       на           
В случае 4         

      результаты полу-

чаются из (21)–(24) заменой   на      
Уравнения (18), (20), (22), (24) совпадают с 

уравнениями, определяющими показатели краевых 

эффектов Сен-Венана в теории трансверсально-

изотропных плит [10]. 

В случае           главный член асимптоти-

ческого решения (7) при     принимает вид [9] 

 

      

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

√    
  

   *    √    
       +  

 [   (
       

√    
 

      )      ] 

                   1                           

 

√    
  

   *   √    
       +   

 [   (
       

√    
 

      )      ] 

                   2               

  

 

Решения, соответствующие третьей группе 

спектральных параметров, имеют характер погра-

ничного слоя и локализованы у конических сече-

ний      ,      . 

Для действительных     погранслойные реше-

ния затухают весьма слабо. Их следует причислить 

к проникающим решениям. Когда     – чисто  мни- 
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мые или комплексные, общая картина напряженно-

деформированного состояния в качественном от-

ношении аналогична соответствующей картине для 

изотропных сферических оболочек [6–8]. 

В [11] выполнены исследования корней уравне-

ний (18), (20), (22), (24). 

 

Высокочастотные колебания трансверсально-

изотропного сферического слоя малой толщины 

 

Изучим высокочастотные колебания, т.е. рас-

смотрим случай     при    . Здесь возможны 

следующие предельные варианты: 

а)      при    ; 

б)          при    ;  

в)      при      
Спектральные параметры     , когда     

при    . 

a) допустим      при      В этом случае 

краевая задача (8) имеет две группы спектральных 

параметров: 

1
0
. Первая группа спектральных параметров со-

стоит из двух          , если      
  , 

     , или из четырех            если 

     
    ,        

2
0
. Вторая группа состоит из счетного множе-

ства спектральных параметров   , которые имеют 

порядок       . 

Предполагаем, что главные члены асимптотики 

   и   имеют вид         
         

  ,  где 

                                  
Легко доказывается, что      При     имеем 

       
       

     ,     
 

 
,    (25) 

       
       

         , 
 

 
    , 

где    
  

              

    
  

 ,       
  ,         

  , 

      
   и           – технические константы 

материала. 

При     находим, что        и 
 

 
    . 

Задавая      
      для    получаем  

                          , 
 

 
   

 

 
,  (26) 

                         , 
 

 
     , 

где    
  

              

    
  

   

Асимптотические представления для переме-

щений и напряжений, соответствующие (25), 

имеют вид 

                 ,  

            ,             ,      (27) 

                           

для      
 

 
; 

           ,        ,             ,  

            ,              ,              

для 
 

 
    . 

Асимптотические формулы для перемещений и 

напряжений, соответствующие (26), принимают вид 

    ∑   (   
          )      

    , 

   ∑    (   
           )  

     
   , (28) 

для 
 

 
   

 

 
; 

    ∑   (   
          )      

    , 

   ∑    (   
           )  

     
   ,  

            ,             , 

             ,              

для 
 

 
    . 

В случае         ,      , определим та-

кие     , которые имеют порядок       : 

    
   

 
  (     ). 

В первом члене асимптотики получаем спек-

тральные параметры, определяемые формулами 

(18), (20), (22), (24). Решения (17), (19), (21), (23) 

остаются в силе; 

б) допустим          при      Краевая за-

дача (8) в случае          при     имеет счет-

ное множество спектральных параметров   , поря-

док которых       . 

Для   
 

 
 решение (8) ищем в виде (15). Первые 

члены разложения удовлетворяют соотношениям 

          
        ,       (29) 

      
      |      , 

где   (
   
   

),            
   

Характеристическое уравнение (29) принимает 

вид         
       , где 

          
            

    , 

       
  [            

   ]   
   . 

Существуют следующие возможные случаи: 

1.        
        

         ;          ;  

   √          √  
    ,      : 

а)       – вещественные и различные, если 

  
      ; 

б)    и     комплексные, если   
        

2.         
    , 

               , где   √  . 
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3.        
        

                 , 

   √|  |         √  
     ,      : 

а)    и    – вещественные и различные, если 

  
      ; 

б)    и     комплексные, если   
        

4.        
    , 

            , где   √|  |. 

В случае 1         
        для перемеще-

ний и напряжений получаем  

1
0
.    ∑                   

   
    

 [                     

                        ]     ,    (30) 

   ∑   [                         
      

                              ]  
    ,  

    ∑      
 [                          

     

                              ]     , 

     ∑               [                 
     

                     ]  
    , 

    ∑      
 {[      

 

   
   

                      
     

                          

               
            

                ]          } , 

    ∑      
 {[       

 

   
  

                      
                    

                     
            

                ]          }   

Здесь    
  являются решениями уравнения  

                        

                        ,        (31) 

где        
           

    ; 

            
            

  ; 

          
        

 , i=1, 2. 

2
0
.    ∑             

        
 

   
 

 [                     

                        ]      , 

   ∑   [                          
     

                              ]  
     , 

    ∑      
 [                         

 

   
  

                              ]      ,  (32) 

     ∑         [                       
      

                      ]  
    ,  

    ∑      
 {[       

 

   
  

                      
                    

                           
     

                ]          }   

    ∑      
 {[       

 

   
  

                      
                     

                            
     

                ]          }.  

В (32)     являются решениями уравнения 

                        

                                (33) 

В случае 2       ,    
    ) для перемещений 

и напряжений имеем:  

1
0
.       

 =∑   [                                 
 

   
 

                            ]     ,  

   ∑   {                           
     

                   
                

 [                          

                   ]      }  
    ,  

      

  ∑   {                           
     

                   
                

 [(                       )   
            

     
              

          
        )            +      -     ,  

     ∑      
         

 

   
  

 {                                       

                                            

     }  
 
   , 

     ∑   {[                           
     

              
                    

           

                                            

                                         ]    

           },  

     ∑   {[                           
     

              
                    

                

                                       

                                  

           ]          }         (34) 
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В (34)      являются решениями уравнения  

                                     

                     

 (
          

     
       )/            

  (                        )      (35) 

    
      

       
 

   
        

 ;            
          

 ;  

          
          

 ;     
      

       
 

   
          

;  

     
     

            
  

         
. 

2
0
.    ∑   [                     

 

   
 

                                       ]     , 

   ∑   {
   

   
        

     
 
          (36) 

 [                                      

         ]     [                       ]    

              }  
     ,  

    ∑   
 
   ,   *(

             

     
    )         

                                 ]   

            [                        ]   

     }     ,  

     ∑   
 
   {

   

   
        

   

 [                              ]       

 [                       ]          

     }  
       

    ∑   {[                
 

   
  

 (                    )                   

 (
       

     
  )         /    

                              

              
             ]          } , 

      

 ∑   {[         (                    )  
 

   
  

    
                         

                           

                              

                 
          ]          } . 

В (36)     являются решениями уравнения  

                                     

 (             (
          

     
            (37) 

                                          .  

В случае 3         
        асимптотиче-

ские выражения для перемещений и напряжений 

получаются из (30)–(33) заменой    ,     на      , 

      
В случае 4         

      результаты полу-

чаются из (34)–(37) заменой    и      
Уравнения (31), (33) в изотропном случае пере-

ходят в уравнение Рэлея – Лэмба [2, 8, 12]; 

в) допустим      при      Краевая задача 

(8) в этом случае имеет счетное множество спек-

тральных параметров zk, порядок которых        , 
     

В случае      при     уравнения (31), (33) 

остаются в силе.  

Решения, соответствующие случаям         , 
     при    , в прикладной теории оболочек 

отсутствуют. 

 
Удовлетворение граничных условий 

 на торцах сферы 

 
Перемещения представим в виде  

   ∑                  
    , 

   ∑          
         

          (38) 

Для напряжений имеем 

    ∑       
   

          
     

    
   

     
              ,  

    ∑           
         

   ,     (39) 

где 

      
   

    
 

 
*     

 
      

 
 

    
(                  (  

  
 

 
)      )+ ,  

   
   

    
         

    
               

 
 

 
*  

 
    

 

    
             + . 

 

Для определения неизвестных констант     вос-

пользуемся вариационным принципом Гамильтона 

[3]. Поскольку решения (38) удовлетворяют урав-

нениям движения (3) и однородным граничным 

условиям (4) на боковой поверхности, с учетом (5) 

из вариационного принципа получаем 
 

∑ ∫ [(       )    
 

  
 
          (40) 

 (       )   ]|
    

          . 

Подставим (38), (39) в (40). Считая     незави-

симыми вариациями, для определения    получаем 

бесконечную систему линейных алгебраических 

уравнений: 

∑      
 
        ,           ,     (41) 
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где       

 ∫    
                   (∑   

 
         

     )  
 

  
  

 ∫    
   

                
 

  
   

 (∑   
 
         

          )    

 ∫                    
 

  
(∑   

           
 
   ) , 

      

 ∑ [  
     

 
   ∫                           

 

  
   

 ∫                    ]
 

  
.  

Если в (41) подставить асимптотические выра-

жения (10), (13), (17), (19), (21), (23), (27), (28), (30), 

(32), (34), (36) для                соответствующие 

различным группам спектрального параметра  , и 

использовать малость параметра  , то можно по-

строить асимптотическое решение системы (41). 

В случаях                           , 

     , системы (41) фактически совпадают с 

бесконечными системами, полученными в [7]. В 

случае         ,    , получаем бесконечную 

систему, связанную с динамической задачей теории 

упругости для упругой полосы [8, 12]. 

Условия разрешимости и сходимости метода 

редукции для (41) следуют из результатов работы 

[13, 14]. 

Решение динамических краевых задач теории 

упругости в общем случае, как и в статике, сводит-

ся к решению бесконечных систем линейных ал-

гебраических уравнений. Здесь следует обратить 

внимание на следующее обстоятельство, которое 

усложняет решение бесконечных систем (41) мето-

дом урезания. Дело в том, что, как видно из выра-

жения для компонент вектора перемещения и тен-

зора напряжений, их амплитудные характеристики 

сложным образом зависят от параметра частоты. 

Физическая сущность рассматриваемого явления 

здесь такова, что при некоторых значениях частоты 

амплитуды напряжений и смещений и, естествен-

но, неизвестные, определяемые из бесконечных 

систем, должны становиться бесконечно больши-

ми. Это обстоятельство приводит к тому, что 

обычные методы решения бесконечных систем, 

опирающихся на предварительное доказательство 

их регулярности, напрямую неприменимы при ана-

лизе бесконечных систем (41), поскольку с самого 

начала очевидна невозможность получения оценок 

регулярности, равномерных относительно частоты 

колебаний. 
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Методом гиперсингулярных интегральных уравнений строится точное, в квадратурах решение классических за-

дач механики упругой плоскости с коллинеарной системой трещин. При этом упругая плоскость находится в состо-

янии антиплоской или плоской деформации, а берега трещины в случае антиплоской деформации нагружены каса-

тельными силами симметрически, а в случае плоской деформации – нормальными силами опять-таки симметриче-

ски. Формулируются эквивалентные этим задачам смешанные граничные задачи для упругой полуплоскости. При 

плоской деформации обсуждается также смешанная граничная задача для упругой полуплоскости, когда ее граница 

усилена двумя одинаковыми и симметрически расположенными полубесконечными стрингерами, а между ними 

находится система из произвольного конечного числа стрингеров. Считается, что стрингеры абсолютно жестки 

на растяжение-сжатие и абсолютно гибки на изгиб. Более подробно рассматривается частный случай двух одина-

ковых симметрично расположенных трещин. В этом случае точное решение задачи строится также методом ор-

тогональных многочленов Чебышева. 

 

Ключевые слова: упругая плоскость, коллинеарная система трещин, смешанная граничная задача, напряжения, 

перемещения, гиперсингулярное интегральное уравнение. 

 

In the present paper, using the method of hypersingular integral equations, based on the formulas of the inversion of the 

corresponding singular integral equations, the exact quadrature solution of the classical problems of the mechanics of an 

elastic plane with a collinear system of cracks is constructed. The elastic plane is in a state of antiplane deformation or plane 

deformation; in case of antiplane deformation, crack edges are symmetrically loaded by tangential forces, while in case of 

plane deformation, they are again loaded symmetrically but by normal forces. Mixed boundary-value problems for an elastic 

half-plane equivalent to these problems are formulated. Under plane deformation, the mixed boundary-value problem for an 

elastic half-plane is discussed as well when the plane boundary is reinforced by two similar and symmetrically located semi-

infinite stringers between which a system of an arbitrarily final number of stringers is situated. It is considered that the 

stringers are absolutely rigid for expansion and compression and absolutely flexible for bending. A particular case of two 
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similar symmetrically located cracks is considered more in detail. In this case, the exact solution to the problem is also con-

structed by the method of Chebyshev orthogonal polynomials. 

 
Keywords: elastic plane, collinear system of cracks, mixed boundary-value problem, stresses, displacements, hypersingu-

lar integral equation. 

 
Введение 

 

Вслед за теорией сингулярных интегральных 

уравнений (СИУ) и связанных с ней методов крае-

вых задач аналитических функций в последние де-

сятилетия интенсивно развиваются исследования 

по теории гиперсингулярных интегральных урав-

нений (ГСИУ) и методам вычисления гиперсингу-

лярных интегралов в смысле Адамара. ГСИУ нахо-

дят многочисленные приложения в задачах меха-

ники разрушения, геомеханики, гидромеханики, 

акустики, в теории теплопроводности тел, теории 

потенциала, в разнообразных областях математиче-

ской физики и прикладной математики [1–5]. 

ГСИУ в идейном и методологическом аспектах 

тесно связаны с СИУ и теорией краевых задач ана-

литических функций, которые широко используют-

ся в исследованиях по контактным и смешанным 

задачам теории упругости и механики разрушения 

[6–11]. 

Из часто встречающихся в приложениях ГСИУ 

наиболее глубоко как в теоретическом, так и в вы-

числительном плане разработана теория классиче-

ского ГСИУ с ядром   2
 xs  на одном интервале, 

допускающего точное решение [12, 13]. Это же 

ГСИУ на двух симметрических интервалах рас-

смотрено в [14], где решение представлено слож-

ным двухкратным интегралом с внутренним сингу-

лярным интегралом от ядра Коши. Класс точно ре-

шаемых ГСИУ расширен в [15], где рассмотрены 

гиперсингулярные ядра, представляющие аналоги 

ядра Гильберта и родственные с ним. 

В настоящей статье, следуя методике работы 

[15], на основании формулы обращения классиче-

ского СИУ с ядром Коши построено в квадратурах 

точное решение ГСИУ с ядром   2
 xs  на не-

скольких интервалах. К нему сводятся простей-

шие задачи о напряженном состоянии линейно-

упругой изотропной плоскости с коллинеарной 

системой трещин. Предполагается, что упругая 

плоскость находится в состоянии антиплоской или 

плоской деформации. Берега трещин нагружены 

симметрически, соответственно, касательными 

или нормальными силами. Излагается вывод этого 

определяющего ГСИУ. Одновременно формули-

руются эквивалентные задачам о трещинах сме-

шанные граничные задачи для упругой полуплос-

кости. Входящие в решение ГСИУ интегралы вы-

числяются по квадратурным формулам Гаусса по 

чебышевским узлам. Более подробно рассматри-

вается частный случай двух симметрично распо-

ложенных трещин (интервалов). В этом случае 

решение ГСИУ разбивается на симметрическую и 

кососимметрическую части. Они выражаются 

аналитическими формулами довольно простой 

структуры. Одновременно методом ортогональ-

ных многочленов Чебышева получены точные 

решения разбираемого ГСИУ для его симметриче-

ской и кососимметрической частей. В данном 

частном случае полученные здесь результаты по 

сравнению с результатами работы [14] выгодно 

отличаются своей простотой и компактностью. 

 
Постановка задач и вывод  

определяющих уравнений 

 
Рассмотрим следующие простейшие задачи ме-

ханики трещин. Пусть отнесенное к правой прямо-

угольной системе координат Oxyz  линейно-

упругое изотропное пространство с модулем сдвига 

G  в плоскости 0y  содержит систему   из 

произвольного конечного числа сквозных (тун-

нельных) бесконечно-ленточных трещин k : 

 .,,0,
1




zbxay kkk

n

k

k    

Пусть далее берега трещин нагружены каса-

тельными силами симметрически, т.е. на верхних 

(+) и нижних (–) берегах трещин действуют оди-

наковые по величине, но противоположные по 

направлению касательные силы интенсивности 

 x , не зависящие от координаты z : 

   xxyyz ,0  ,  где yz  – компонента каса-

тельных напряжений. 

Считается, что под действием таких сил упругое 

пространство находится в состоянии антиплоской 

деформации (продольного сдвига) в направлении 

оси Oz  с базовой плоскостью Oxy . Тогда един-

ственной отличной от нуля компонентой упругих 

перемещений будет компонента в направлении оси 

Oz :  yxuu zz , , которая в каждой из полуплос-

костей 0y  и 0y  является гармонической 

функцией. 
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Ввиду симметрии относительно оси Ox  задача 

о трещинах математически эквивалентна смешан-

ной граничной задаче теории упругости для ниж-

ней полуплоскости 0y : 
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Очевидно, что (1) представляет собой смешан-

ную граничную задачу теории двухмерных гармо-

нических функций. 

Отметим, что мы опять придем к граничной за-

даче (1), если рассмотрим задачу о системе трещин 

L  на горизонтальной оси Ox  в кусочно-

однородной плоскости Oxy , считая, что верхняя 

полуплоскость 0y  абсолютно жесткая и каса-

тельными силами нагружены только нижние берега 

трещин. 

В граничной задаче (1) требуется определить 

перемещения на системе отрезков L , т.е. функцию 

    Lxyxuxf yz   ,, 0
. 

Предполагается, что  xf  непрерывна на L  и 

обладает производной, удовлетворяющей на L  

условию Гѐльдера с некоторым показателем ,  

10  , т.е.    LCxf ,1 . Вследствие непре-

рывности эта функция должна удовлетворять усло-

виям 

    ,0 kk bfaf  nk ,1 .     (2) 

Раскрытие трещин и плотности дислокаций на 

берегах определяются, соответственно, формулами 

 xfx 2)(  , )(2)( xfx  , Lx . 

Коэффициенты интенсивности напряжений и 

разрушающие напряжения вне системы трещин 

L  на оси Ox  находятся по формулам из [10]. 

Отметим, что смешанную граничную задачу (1) 

можно интерпретировать также следующим обра-

зом: каков должен быть режим перемещений  xf  

при антиплоской деформации на системе L  неза-

щемленных отрезков границы нижней упругой по-

луплоскости 0y , чтобы на них могли действо-

вать наперед заданные касательные силы интен-

сивности  x . 

Приступив к определению функции  xf , об-

ратимся к представлению в виде интеграла Пуас-

сона для нижней полуплоскости 0y  [16, с. 224, 

ф-ла (5)] 
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Исходя из (3), по закону Гука вычислим каса-
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Отсюда предельным переходом 0y  получим 
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где интеграл на L  при xs  ,  kk bax ,  понима-

ется в смысле Адамара: 
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При помощи (4) реализуем первое граничное 

условие задачи (1). В результате придем к следую-

щему определяющему ГСИУ поставленной задачи: 

 
 

 
 

L
G

x

xs

dssf 

 2

1
, Lx .      (5) 

Его решение должно удовлетворять условиям (2). 

После определения функции  xf  найдѐм каса-

тельные напряжения вне системы трещин L  на оси 

Ox  по уравнению (4) при .Lx   

Отметим, что уравнением (5) в соответственных 

перемещениях и напряжениях описываются с точ-
ностью до упругой постоянной аналогичные задачи  
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о напряженном состоянии упругой плоскости с 

коллинеарной системой трещин нормального от-

рыва или поперечного сдвига в условиях плоской 

деформации. 

Рассмотрим еще одну смешанную граничную 

задачу для упругой полуплоскости при плоской 

деформации, сводящуюся к решению ГСИУ (5). 

Пусть отнесенная к прямоугольной системе коор-

динат Oxy  нижняя упругая полуплоскость 0y  

обладает модулем Юнга E , коэффициентом 

Пуассона   и находится в условиях плоской де-

формации.  

Пусть далее эта полуплоскость на своей границе 

0y  по двум полубесконечным отрезкам 

     ,, aa  и по системе отрезков  

 
n

k

kk baL
1

,


 ,  

abbabaa nkk  ......11 , 

заключенной в отрезке  aa, , усилена абсолютно 

жесткими на растяжение-сжатие и абсолютно гиб-

кими на изгиб стрингерами, а на остальной части 

отрезка  aa,  действуют наперед заданные каса-

тельные силы интенсивности  x . В рамках из-

вестной модели Мелана [17] описанную задачу 

можно сформулировать в виде следующей сме-

шанной граничной задачи для нижней упругой по-

луплоскости: 
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Здесь  
1

1

,





n

k

kk dcl , ac 1 , kk bc 1 , 

,kk ad   nk ,1 , adn 1  – система отрезков в 

 aa, , свободная от стрингеров; yxyxu  ,,,  – 

горизонтальные перемещения точек полуплоскости 

и компоненты напряжений.  

Требуется определить перемещения граничных 

точек упругой полуплоскости на системе отрезков 

l  на оси Ox , т.е. функцию     0,  yyxuxf , 

    0,  kk dfcflx , 1,1  nk ,    lCxf 2,1 . 

Для вывода определяющего ГСИУ задачи (6) 

воспользуемся известным решением первой гра-

ничной задачи для нижней упругой полуплоскости 

[6, с. 406–408]. 
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По формуле обращения Гильберта из (7) полу-

чим следующее ключевое уравнение задачи: 

 
 

 




l
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1
,  x .  (8) 

Это уравнение рассмотрим на системе отрезков 

l  и реализуем второе граничное условие задачи (6). 

Получим следующее СИУ: 
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1
,  

    1,1,0,  nkdfcflx kk , 

которое после интегрирования по частям дает 

определяющее ГСИУ обсуждаемой задачи: 
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ГСИУ (9) с точностью до упругой постоянной 

совпадает с ГСИУ (5). 

Если же ключевое уравнение (8) рассматривать 

вне системы l , то получим касательные напряже-

ния под стрингерами: 
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Ниже займемся решением ГСИУ (5) при усло-

виях (2). После введения безразмерных величин  

asax   , ,     aaf   ,     Gag     

придем к следующему ГСИУ: 
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Здесь a  – характерный параметр длины, 

например 1aa  , если .01 a   

 
Решение ГСИУ (10) 

 
При помощи  интегрирования по частям урав-

нение (10) можно привести к виду 
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Решение СИУ (11) представляется формулой [7, 

с. 50, ф-лы 244–246]. 
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где 1,0,  njc j , – пока неизвестные коэффици-

енты многочлена  1nP . 

В (12)   заменим на   и по   произведем ин-

тегрирование от p  до  , pp   , np ,1 .  

Получим 
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Очевидно, что   0p , np ,1 . Полагая в 

(13) p   и принимая во внимание условие 

  0p , для определения постоянных jc  полу-

чим следующую систему линейных алгебраических 

уравнений (СЛАУ): 
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Разрешимость СЛАУ (14) может быть показана 

аналогично тому, как это было сделано в [6, 7]. 

Так как входящие в (13) и (14) интегралы 

  ,npK  и 
 n

pjA  аналитически не вычисляются, 

для их вычисления воспользуемся известными [18] 

квадратурными формулами типа Гаусса по чебы-

шевским узлам, которые после перевода на интер-

вал   ,  будут иметь следующий вид: 
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Здесь M  – любое натуральное число; qt  и m – 

чебышевские узлы, т.е. корни многочленов Чебы-

шева первого рода  tTM  и второго рода  MU  

соответственно. Полагая 
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p

nn , 

   m

n
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при помощи формул (15) получим 
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Далее рассмотрим важный частный случай, ко-

гда     abbaL ,, . Пусть 1aa  . В этом 

случае будем иметь 

,,1,;,1 2211 abkkk     

        ,1,1,,1 222

20 kkkL    

1 k . 

В разбираемом частном случае элементы мат-

рицы СЛАУ (14) вычисляются аналитически. 

Введѐм для сокращения дальнейших построе-

ний функции   2221),( k  , 

  222
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Далее, воспользовавшись выражением извест-

ного интеграла из [19, с. 260, ф-ла 3.153.10], найдѐм 

    KkKL 2

11 , 
21 kk  , где  kK  – полный 

эллиптический интеграл первого рода модуля k  . 

Обращаясь к 
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Этот элементарный интеграл берется подста-

новкой 
2s . В результате 
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Приняв во внимание формулы (15) и (16), пред-
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Решение ГСИУ (10) в случае двух симметрически 

расположенных интервалов     1,,10 kkL   

построим в других аналитических формах более 

простой структуры. С этой целью решение уравне-

ния (10) разобьѐм на симметрическую и кососим-
метрическую части. В случае симметрической ча-
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сти     gg   и, следовательно,      , 

     ,     1,,1 kk , причем 

    01   k . В этом случае формула обра-

щения (12) для соответствующего СИУ (11) преоб-

разуется к виду 
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Для определения постоянной 0C  воспользуемся 

условием    
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0
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d , которое после простых 

преобразований даѐт 
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Далее в (17)   заменим на u  и по u  произве-

дем интегрирование от u  до  , 1k . Полу-

чим 
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Вычислим интегралы  kI ,  и  kJ ,,  из (19).  

Имеем 
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где  kF ,  – неполный эллиптический интеграл 

первого рода [19, с. 918]. В результате 
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1,1  k , 

где  kn,,  – неполный эллиптический интеграл 

третьего рода [19, с. 919], откуда 
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Так как   01  , то из этих формул вытекает, 

что постоянная 0C , кроме формулы (18), может 

быть выражена также формулой 
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Таким образом, симметрическая часть решения 

ГСИУ (10) в обсуждаемом частном случае выража-

ется формулами (19)–(22). 

Симметрическую часть решения указанного 

ГСИУ построим также методом многочленов Че-

бышева. С этой целью воспользуемся спектраль-

ным соотношением [20, 21] 
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Здесь  XTn  
– многочлены Чебышева первого 

рода аргумента X ;   при помощи подстановки 

tu 1  в интеграле будет выражаться неполным 

эллиптическим интегралом первого рода [19,  

с. 260, ф-ла 10]: 
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Условия ортогональности многочленов Чебы-

шева  XTn : 
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Обе части спектрального соотношения (23) про-

дифференцируем по .  После элементарных пре-
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С другой стороны, СИУ (11), когда 

    ,1,,10 kkL   в симметрическом случае 

преобразуется к виду 

 
  .1,

21
1

22





 






kg

d

k

    (26) 

Решение СИУ (26) представим в форме беско-

нечного ряда 
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с неизвестными коэффициентами ny . Этот ряд 

подставим в (26). Воспользовавшись соотношением 

(25), получим 
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Коэффициенты ny  определим при помощи 

условий ортогональности многочленов Чебышева 

второго рода с видоизмененным аргументом: 
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Положим 1  и воспользуемся формулой 

(24). В результате находим, что .00 y  Для вы-
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где коэффициенты ny  даются формулами (28). 

Перейдем к кососимметрической части решения 

ГСИУ (10) при     1,,10 kkL  . В этом слу-

чае     gg  ,       и 

     , 0L . Формула обращения (12) 
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В этой формуле   заменим на u  и по u  про-

изведем интегрирование от k  до  , 1k . В 
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Для вычисления интеграла  kI ,1   положим в 

нем tu 2
. После элементарных выкладок нахо-
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В случае интеграла  nJ ;,1   воспользуемся, 
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Далее применяем третью подстановку Эйлера 
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Последующие элементарные преобразования 

приводят исходный интеграл к виду 
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Вычисляя элементарные интегралы от рацио-

нальной функции в правой части, после несложных 

выкладок окончательно находим 
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Приняв во внимание (31) и (32), формулу (30) 

можно представить в виде 
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Очевидно, что   .0k  С другой стороны, 

удовлетворив условию   ,01   обнаружим, что 

.01 C  В итоге симметрическая часть решения 

ГСИУ (10) для двух симметрических отрезков вы-

ражается формулой 
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Кососимметрическую часть решения ГСИУ (10) 

построим также методом ортогональных много-

членов Чебышева. С этой целью обратимся к из-

вестному соотношению 
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В результате простых преобразований указан-

ное спектральное соотношение преобразуется в 

следующее: 
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При этом условия ортогональности многочле-

нов Чебышева первого рода с видоизмененным ар-

гументом имеют вид 
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Обе части спектрального соотношения (34) про-

дифференцируем по  , а затем по (33) перейдем к 

переменным ., sx  В результате получим известное 

соотношение [19, с. 847, ф-ла 7.344.1] 
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Если в его левой части произвести интегрирова-

ние по частям, то получим следующее соотноше-

ние:  
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11,...;2,1  xn . 

Интеграл в (35) при xs   понимается в смысле 

Адамара. Это соотношение, которое может быть 

интерпретировано как своеобразное спектральное 

выражение для ядра   2
1 xs  , приведено в [5]. 

Теперь в (35) по формулам (33) обратно перейдѐм к 

переменным  , . После очевидных преобразова-

ний получим нужное нам следующее соотношение: 
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Условия ортогональности входящих в (36) мно-

гочленов Чебышева второго рода с видоизменен-

ным аргументом имеют вид 
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Далее ГСИУ (10), когда     ,1,,10 kkL   в 

кососимметрическом случае приведѐм к виду 
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Его решение представим посредством беско-

нечного ряда 
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1k , 

с неизвестными коэффициентами nx . 

Подставляя (39) в (38), меняя порядок интегри-

рования и суммирования и используя соотношение 

(36), получим 

 
1,

21

12
2

22

1

1 

















 



k

g

k

k
Unx

n

nn .  

Отсюда по условиям ортогональности (37) 

находим  
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Последний интеграл можно вычислить по вто-

рой квадратурной формуле (15). 

 

Заключение 
 

К решению ГСИУ на нескольких интервалах с 

классическим гиперсингулярным ядром Коши 

здесь применены методы СИУ с обычным ядром 

Коши. К этому ГСИУ, как в работах [18–20], 

можно применить и методы краевых задач тео-

рии аналитических функций. Однако в обоих 

случаях возникают значительные трудности при 

аналитическом вычислении нужных сингулярных 

и обычных интегралов. В плане преодоления 

этих трудностей эффективнее представляется 

метод квадратурных формул типа Гаусса, с вы-

числительной – метод ортогональных многочле-

нов. Оба метода частично использованы в насто-

ящей работе. При помощи квадратурных формул 

можно провести численный анализ аналитиче-

ских формул, полученных здесь методами ГСИУ 

и ортогональных многочленов Чебышева. Изло-

женные результаты могут быть использованы в 
смежных исследованиях. 
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Математические модели движения водных растворов полимеров изучаются в течение последних 50 лет. Исход-

ная модель (Войткунский, Амфилохиев и Павловский, 1970) содержит два ключевых параметра – релаксационную 

вязкость и время релаксации напряжений сдвига. В предельном случае, когда последний параметр мал, возникает 

модель Павловского (1971). Ее уравнения близки к уравнениям жидкости второго порядка (Ривлин и Эриксен, 1955). 

Статья содержит обзор работ по всем трем моделям и новые результаты, относящиеся к модели Павловского. 

Построено решение задачи о нестационарном слоистом течении водного раствора полимера в слое со свободной 

границей, в краевое условие на которой входит производная искомой функции по времени. Выведены уравнения, опи-

сывающие движение полимерного раствора в ламинарном пограничном слое вблизи прямолинейной пластины. Вхо-

дящий в них параметр характеризует отношение толщины пограничного слоя Прандтля к толщине релаксационно-

го пограничного слоя. Влияние этого параметра на картину движения исследовано на примере стационарного тече-

ния около критической точки. 

 

Ключевые слова: растворы полимеров, слоистые течения, пограничный слой, критическая точка. 

 

Mathematical models for the motion of weak solutions of polymers have been studied over the past 50 years. The initial 

model (Voitkunskii, Amfilokhiev, and Pavlovskii, 1970) contains two key parameters - relaxation viscosity and shear stress 

relaxation time. In the limiting case, when the last parameter is small, the Pavlovskii model (1971) arises. Its equations are 
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close to second-grade fluid equations (Rivlin and Eriksen, 1955). The paper contains an overview of the works on all three 

models and new results related to the Pavlovskii model. The solution to the problem of the unsteady layered flow of an aque-

ous polymer solution in a layer with a free boundary, the boundary condition on which includes the time derivative of the de-

sired function is constructed. We derive the equations that describe the motion of a polymer solution in a laminar boundary 

layer near a rectilinear plate. The parameter included in equations characterizes the ratio of the thickness of the Prandtl 

boundary layer to the thickness of the relaxation boundary layer. We study the influence of this parameter on the motion pic-

ture by the example of a stationary flow near a critical point. 

 

Keywords: polymers solutions, layered flows, boundary layer, critical point. 

 

Введение 

 

Известно, что если в воду добавить небольшое 

количество полимера, то вязкость и плотность по-

лучившегося раствора практически не изменятся и 

останутся постоянными (в отличие от его реологи-

ческих свойств). Зафиксированное снижение со-

противления трения за счет полимерных добавок 

[1] стимулировало цикл как экспериментальных 

работ по изучению движения водных растворов 

полимеров в трубах и в пограничном слое при ла-

минарном и турбулентном режимах течения [2–8], 

так и теоретических исследований [9–11]. Подроб-

ная библиография работ, посвященных течению 

полимерных растворов в трубах, содержится в [12]. 

Первая математическая модель движения вод-

ного раствора полимеров, учитывающая их релак-

сационные свойства, была сформулирована в рабо-

те Я.И. Войткунского, В.Б. Амфилохиева и 

В.А. Павловского [9]. Авторы исходили из вариан-

та модели максвелловского типа для вязкоупругой 

жидкости. Искомыми функциями в этой модели 

являются вектор скорости v  и давление жидкости 

.p  Среда предполагается несжимаемой с постоян-

ными плотностью   и кинематической вязкостью 

.  Определяющее реологическое соотношение в 

этой модели имеет вид 

dssD
ds

dts
DpIP

t

)(exp
~

22 
 






 





 . (1) 

Здесь    – динамическая вязкость;   – 

время релаксации; ~  – релаксационная вязкость; 

D  – тензор скоростей деформаций, соответствую-

щий векторному полю v ; символ dtd /  означает 

оператор полного дифференцирования по времени, 

так что vv
vv







tdt

d
. Величины   и   также 

считаются постоянными. Эта модель содержит два 

дополнительных параметра по сравнению с клас-

сической моделью Навье – Стокса: время релакса-

ции и релаксационную вязкость. 

Затем в работе В.А. Павловского [10] эта мо-

дель была упрощена и использовалась для описа-

ния турбулентного пограничного слоя в предель-

ном случае малых времен релаксации. Реологиче-

ское соотношение в этой модели после удержания 

первого члена в асимптотическом разложении 

тензора напряжений (1) по параметру 0  при-

нимает вид 

dt

dD
DpIP  ~22  .      (2) 

В статье [11] построено решение первой модели 

трех авторов, описывающее плоское стационарное 

течение вблизи критической точки.  

Другая модификация модели движения разбав-

ленных водных растворов полимеров состоит в за-

мене конвективной производной тензора D  в со-

отношении (2) его объективной производной  

WDDWD
t

D

td

Dd





 )(

~

v , 

где W  – антисимметричная часть тензора v  

(определение объективной производной см. в [13]). 

Еще одно упрощение получается при замещении 

конвективной производной вектор-функции v  ее 

частной производной по времени. 

Близкая модель жидкости второго порядка (se-

cond grade fluid) появилась в работе [14] и с тех пор 

служит предметом исследования безотносительно 

динамики полимерных растворов [15, 16]. Анало-

гию с альфа-моделью турбулентности можно про-

следить в работах [17, 18]. Анализу корректности 

краевых и начально-краевых задач для моделей 

движения водных растворов полимеров и жидкости 

второго порядка посвящены работы [19–25]. 

Теоретико-групповые свойства первых трех 

моделей изучены в [26–28]. Там же приведены 

примеры точных решений, описывающих стацио-

нарные и нестационарные плоские и осесиммет-

ричные движения около критической точки. Соот-

ветствующие им уравнения имеют двойное вы-

рождение за счет обращения в нуль коэффициента 

при старшей производной на стенке и за счет ма-

лости параметра релаксационной вязкости, вхо-

дящего в этот коэффициент. Оказалось, что две 

эти сингулярности нейтрализуют друг друга, и 

полученные решения не содержат функций типа 

пограничного слоя [29, 30]. 
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Качественные свойства решений наследствен-

ной модели движения водных растворов полиме-

ров, ее модификации в предельном случае малых 

времен релаксации и близкой модели жидкости 

второй степени исследованы в [31, 32]. Для всех 

трех моделей изучены нестационарные течения 

жидкости с прямолинейными траекториями. В 

первом случае уравнения движения тождествен-

ны уравнениям акустики вязкого газа при подхо-

дящем соответствии параметров моделей. В двух 

других случаях возможно образование слабых 

разрывов, которые сохраняются в процессе дви-

жения. Также построено точное решение, описы-

вающее течение в полупространстве, индуциро-

ванное вращением твердой плоскости (аналог 

классического вихря Кармана). Рассмотрена зада-

ча о движении раствора в цилиндрической трубе 

произвольного сечения под действием продоль-

ного градиента давления. Установлено, что в пер-

вых двух моделях существуют течения с прямо-

линейными траекториями, аналогичные течению 

Пуазейля с давлением, не зависящим от попереч-

ных координат. В третьей модели прямолиней-

ность траекторий тоже сохраняется, однако здесь 

давление зависит от всех трех пространственных 

переменных. Для периодических по времени 

движений градиент давления в поперечных 

направлениях колеблется с удвоенной частотой 

по сравнению с частотой колебаний продольного 

градиента. Такая же ситуация имеет место и в 

задаче о движении раствора полимера во внешно-

сти круглого цилиндра, вызванном его продоль-

ными периодическими колебаниями [33]. 

В данной работе для модели Павловского [10] 

изучаются нестационарное слоистое движение со 

свободной границей и стационарное течение 

вблизи критической точки. Формулируются 

уравнения нестационарного пограничного слоя. 

Они содержат определяющий параметр – отно-

шение характерной толщины пограничного слоя 

Прандтля к толщине релаксационного погранич-

ного слоя. Ранее ламинарный стационарный по-

граничный слой в вязкоупругой жидкости при 

больших числах Рейнольдса исследовался в ра-

ботах [34–36].  

 

Нестационарные слоистые течения  

со свободной границей 
 

Математическая модель движения водных рас-

творов полимеров, соответствующая закону состо-

яния (2), имеет вид [10] 

dt

d
p

dt

d v
v

v 
 



1
,   0div v .  (3) 

Здесь вместо ~  введен параметр  /~  – 

нормализованная релаксационная вязкость [32]. 

Пусть далее x , y  обозначают декартовы коорди-

наты на плоскости, а u , v  – соответствующие 

компоненты вектора скорости v . 

Рассмотрим неустановившееся слоистое течение 

в полосе, ограниченной снизу твердой стенкой 

0y , а сверху – параллельной ей свободной гра-

ницей hy  , consth . Ищем решение системы 

(3) в виде ),,(,0),,( typpvtyuu   где функ-

ция u  удовлетворяет уравнению 

.
2

2

2

3

y

u

ty

u

t

u














  

Для формулировки задачи в безразмерном виде 

выберем следующие единицы измерения: толщину 

слоя h  – для расстояния, /2h  – для времени. В 

этих переменных функция u  должна удовлетво-

рять уравнению 

.
2

2

2

3

y

u

ty

u

t

u














         (4) 

Здесь 
2/h   – безразмерный параметр. На 

твердой стенке 0y  выполняется условие прили-

пания  

.0u             (5) 

На свободной границе 1y  кинематическое 

условие выполняется тождественно, а динамиче-

ское условие записывается в виде 

.0
2











y

u

ty

u
          (6) 

В начальный момент времени 0t  имеем 

).(0 yuu             (7) 

Задача (4)–(7) решалась численно при различ-

ных значениях функции )(0 yu . В качестве началь-

ной выбиралась функция )2/sin()(0 ycyu  , c  – 

постоянная величина. На рис. 1 показано распреде-

ление функции ),( tyu , полученное для 1c  и 

различных значений параметра  . 

Заметим, что при 0  уравнение (4) преоб-

разуется в уравнение теплопроводности, решение 

которого записывается в виде  

)2/sin()4/exp(),( 2 ytctyu  .  

Вычисления показывают, что при малых   

решение задачи (4)–(7) близко к этому решению. 
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а /a                   б / b 

 

Рис. 1. Распределение функции ),( tyu  при различных значениях параметра   в моменты времени 5,0t  (а) и 1t  (б) / 

Fig. 1. Distribution of the function ),( tyu  for different values of the parameter   at the moments of time 5.0t  (a) and 1t  (b) 

 
Ламинарный пограничный слой 

 в растворе полимера 
 

Как уже отмечалось выше, эффект Томса [1] со-

стоит в существенном увеличении критического 

числа Рейнольдса при внесении в воду небольшого 

количества растворимого полимера. Поэтому не-

удивительно, что именно турбулентный погранич-

ный слой был в центре внимания тех, кто занимал-

ся проблемой ламинарно-турбулентного перехода и 

снижением сопротивления за счет полимерных до-

бавок [2–12]. Что касается ламинарного погранич-

ного слоя в водном растворе полимера, то публи-

каций на эту тему практически нет. Ниже выводят-

ся уравнения ламинарного пограничного слоя в 

модели Павловского. Мы ограничимся случаем 

плоских движений. 

В координатной записи уравнения импульса и 

неразрывности имеют вид 

 yxt vvuvv            (8) 

,ν )ΔvvΔvuκ(ΔvΔvp yxty    

0 yx vu , 

где   – оператор Лапласа по переменным x  и y . 

Уравнения системы (8) следует привести к без-

размерному виду. При этом должно быть учтено 

неравноправие продольной координаты x  и попе-

речной координаты y  вместе с различием харак-

терных масштабов продольной и поперечной ком-

понент скорости: vu  . Тем самым исключается 

ситуация, когда 0u  внутри области течения (за 

исключением твердой части границы, где выпол-

няется условие прилипания). Ниже предполагает-

ся, что функция u  положительна.  

В качестве характерного масштаба скорости V  

естественно ввести скорость набегающего потока, а 

за характерный продольный масштаб длины взять 

длину обтекаемого контура l . Тогда характерное 

время определится как Vl / . Что касается харак-

терного поперечного масштаба длины, то здесь 

имеются две возможности. В классической теории 

пограничного слоя длина определяется как 

lb 2/1Re , где 1/Re  Vl  – число Рейнольд-

са. Но в обсуждаемой задаче есть еще один мас-

штаб длины 
2/1  . К сожалению, из работ 

Войткунского и его учеников  трудно извлечь ин-

формацию о величине параметра  , но можно 

надеяться, что этот параметр является малым. Ни-

же именно этот параметр выбирается в качестве 

поперечного масштаба длины. Тогда переход к без-

размерным переменным осуществляется по форму-

лам xlx  , yλy  , tlVt  1
, uVu  , 

vVlv  )/( , pVp  2
. 

Далее верхний индекс у безразмерных величин 

опущен. В итоге получаются уравнения: 

 xyytyyxyxt uuupvuuuu  

),xxxxyxxxtxxyyyyy χuvuuuα(uχuvu   

 )χvuvα(vp)vvuvα(v yyyyytyyyyxt  

),χvvvuv(vα yyxxyxxxtxx  2
 

0 yx vu , 
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где 
2)/( l  . Предельный переход в этой си-

стеме при 0  приводит к уравнениям 

 xyytyyxyxt uuupvuuuu  

00  yxyyyyyy vu,p,χuvu .   (9) 

В системе (9) имеется единственный безразмер-

ный параметр 
2

2

2 




b

V

l
 . 

Он может оказаться малым за счет малости 

коэффициента   или больших значений величи-

ны V. При этом величина числа Рейнольдса не 

должна быть слишком большой, чтобы движение 

оставалось ламинарным. Важно подчеркнуть, что 

параметр   не зависит от характеристик течения 

и определяется только реологическими свой-

ствами, заложенными в модель водного раствора 

полимера. 

Классической в теории пограничного слоя яв-

ляется задача Блазиуса об обтекании равномер-

ным потоком прямолинейной пластинки под ну-

левым углом атаки [37]. Ниже рассматривается 

аналог этой задачи для системы (9), в которой 

следует положить 0,0  xtt pvu . 

В полученных уравнениях 

,p,χuvuuuvuuu yyyyyyxyyyx 0  

,vu yx 0            (10) 

первое и третье образуют замкнутую систему. Для 

системы (10) ставятся краевые условия 

0 vu   при 0y ,          (11) 

 1u   при ,y   ,0 lx   

где l  – длина пластинки. Для замыкания постанов-

ки задачи требуется еще задать начальное условие 

по координате x , играющей роль эволюционной 

переменной, 

)(0 yuu    при  0,0  yx ,     (12) 

где 0u  – заданная функция y , такая что 

1,0)0( 00  uu  при y . 

В отличие от задачи Блазиуса система (10) с 

краевыми условиями (11) не имеет автомодельного 

решения (этому препятствует неизменность пере-

менной y  при сохраняющем систему (4) преобра-

зовании растяжения ,xcx   ,vсv  1
 uu  ). 

Тем не менее удается привести эту задачу к более 

обозримому виду. 

Перегруппируем в первом уравнении (10) ряд 

членов, приводя его к виду 

.yyyyyxyy χu)uv(u)uu(u      (13) 

Обозначим через   функцию тока течения, так 

что ,yu   xψv  , и введем вместо y  новую 

независимую переменную   и новые искомые 

функции ),,(),( yxuxU   .),( yyuuxW   

Переход от переменных yx,  к переменным ,x  

известен в теории пограничного слоя как преобра-

зование Мизеса [37]. Вследствие соотношений 

,
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уравнение (13) преобразуется к виду 

.
)(

2 2

22












 U

x

W
         (14) 

Еще одно соотношение, связывающее функции 

U  и W , имеет вид 

.
2 2

22

WU
UU







        (15) 

Из условий (11) следуют краевые условия для 

функции U : 

.0,,1;0,0 lxUU    (16) 

Условие (12) порождает начальное условие для 

функции W , 

,0,0),(0   xWW       (17) 

где функция )(0 W  удовлетворяет условиям со-

гласования. 

В результате приходим к формулировке началь-

но-краевой задачи в переменных Мизеса: найти 

функции ,, WU  удовлетворяющие уравнениям 

(14), (15) в полуполосе 0,0  lx  и условиям 

(16), (17) на части ее границы. Решение этой задачи 

выходит за рамки данной статьи. 
 

Движение вблизи критической точки 

 в модели Павловского 
 

В стационарной модели Павловского (3) в ре-

зультате стандартного для задач течения вблизи 

критической точки представления поля скоростей в 

виде )(yqxu  , q(y)v   приходим к следую-

щей краевой задаче для новой функции )(yq , за-

писанной в безразмерных переменных: 
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   1
2

qqqq  

,0),(  yqqqq IV      (18) 

,,1)(,0)0()0(  yyqqq  

где  / , а   – постоянная размерности 1/с. 

(В задаче о течении вблизи критической точки нет 

характерных масштабов времени и длины, но есть 

характерная скорость деформации на бесконечно-

сти. Она-то и принимается в качестве величины  . 

Тогда характерная скорость дается выражением 
2/1)(V , а характерный линейный размер – 

2/1)/( l ). Далее величина   предполагается 

малой. 

Вводя новую функцию ),(1)( yqyr   прихо-

дим к следующей краевой задаче для интегро-

дифференциального уравнения с малым парамет-

ром [29]:  

    )2()(1
0

rrdssrrr

y

      (19) 

  ;0,)1()(1
0















  yrrdssrr

y

  

.0)(,1)0(  rr  

В [29] доказана однозначная классическая раз-

решимость этой задачи при любых значениях па-

раметра   из промежутка [0,1]. Отмечено, что 

при 0  решение совпадает с решением Хи-

менца [37], описывающим плоское стационарное 

течение вязкой жидкости вблизи критической 

точки, а при 1  решением является функция 

)exp()( yyr  . 

Помимо нелинейности, высокого порядка и не-

ограниченности области, задача интересна «двой-

ным вырождением» на границе :0y  малый па-

раметр стоит перед произведением старшей произ-

водной и интеграла от искомой функции, обраща-

ющегося в нуль на границе. Тем не менее удается 

показать, что пограничный слой вблизи нуля отсут-

ствует и решение задачи (19) можно найти в виде 

асимптотического ряда по степеням малого пара-

метра  

...,...10  k

krrrr       (20) 

где 0r  является решением задачи при 0 , 

  ;0,0)2()(1 00

0

000   yrrdssrrr

y

     

.0)(,1)0(  rr  

(решение Хименца [37]). Эта гипотеза была выдви-

нута в работе [27]. Там же можно найти некоторые 

численные результаты решения рассматриваемой 

задачи.  

Для обоснования гипотезы выпишем задачи для 

определения функций )(yrk  из (20): 

 

y

kk

y

kkk Fdsrrrrdsrrr
0

00

0

0 )1(2)1( , 

0)()0(  kk rr .           (21) 

Правая часть Fk этого линейного интегро-диф-

ференциального уравнения является суммой произ-

ведений функций ir , ,1,,1  ki   их интегралов 

с переменным верхним пределом и производных до 

3-го порядка включительно. Оказывается, что зада-

ча (21) для однородного уравнения имеет только 

тривиальное решение в подходящем банаховом 

пространстве функций, быстро убывающих на бес-

конечности [29]. Далее используется теорема 

Фредгольма.  

Наконец, для доказательства представления ре-

шения задачи (19) в виде асимптотического ряда 

(20) показывается, что  

,0,)()(sup 1

0),0[

 


  k

k
k

i

i

i

y

Myryr  

где постоянная kM  не зависит от   [30]. 

Представляет интерес рассмотрение другого 

предельного случая, когда значение параметра   

велико. При заданных величинах   и   это может 

быть достигнуто увеличением значения скорости 

деформации  на бесконечности.  

Перепишем уравнение (18) в виде 

1)()(  qqqqqqq  . Это уравнение 

эквивалентно следующей системе:  



111
,

1
2









 qsqsqsqq .  (22) 

К уравнению (22) присоединяются краевые 

условия 

,,1)(,0)0()0(  yyqqq   

1)0( s .            (23) 

Предположим, что 0s , когда y . То-

гда из (22), (23) следует, что /1s , y . 

При заданном )(yq  второе уравнение системы 

(22) относительно s  решается в квадратурах. Это 

позволяет свести задачу (22), (23) к нелинейному 

интегро-дифференциальному уравнению.  Мы  не 
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будем выписывать это уравнение вследствие его 

громоздкости, а заметим, что при заданной 

функции )(ys решение первого уравнения (22) с 

условиями (23) находится явно. В частности, ес-

ли /1s , то это решение имеет вид  
2/12/12/1 )exp(~    yyq .    (24) 

Невязка при подстановке функции q~  в уравне-

ние (18) дается формулой   )exp(1 2/11 y   . 

Это позволяет называть функцию q~  приближен-

ным решением задачи (18) при больших значениях 

величины  . В отличие от асимптотического ре-

шения задачи (18) при малых значениях  , где от-

сутствует пограничный слой, обусловленный ре-

лаксационными эффектами, здесь их проявление 

существенно в полосе с шириной порядка 
2/1  при 

 . Что касается асимптотики на бесконечно-

сти, то главные члены решения задачи (18) при 

0  и функции q~  при   совпадают. Од-

нако существует различие в следующем члене. 

Асимптотика решения 0r  задачи Хименца имеет 

вид [38] 

 yyOyr )],2/[exp( 2

0  , 

где 65,0 . В то же время второй член асимп-

тотики функции q~  при больших значениях y  

есть 
2/1 , а остаточный член с ростом y  убы-

вает гораздо медленнее, чем в решении Хименца. 

При умеренных значениях параметра   зада-

ча (18) решалась численно. Графики функции 

)(yq  при различных значениях δ представлены 

на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Графики функции )(' yq  при различных значениях  

параметра δ / Fig. 2. Graphs of function )(' yq   

 for different values of the parameter δ 

 

Заключение 

 

1. Основные математические результаты в обла-

сти моделирования движения растворов полимеров 

получены на основе уравнений Павловского и Рив-

лина – Эриксена. Неожиданное свойство этих мо-

делей было обнаружено в работе [31]. Оказалось, 

что в слоистых течениях, описываемых этими мо-

делями, существуют слабые разрывы. Вместе с тем 

в модели Войткунского – Амфилохиева – Павлов-

ского [9] с реологическим соотношением (1) такие 

разрывы мгновенно сглаживаются. Представляется 

актуальным изучение общих начально-краевых 

задач для этой модели. 

2. Хотя математическое содержание моделей 

Павловского и Ривлина – Эриксена весьма сходно, 

картины описываемых ими течений могут заметно 

отличаться. Простой пример дает задача о стацио-

нарном движении раствора полимера в круглой 

трубе под действием постоянного градиента давле-

ния. Ее решение является аналогом классического 

решения Пуазейля в динамике вязкой жидкости. 

Оказывается, что в обеих упомянутых моделях 

скорость течения имеет одинаковый вид, однако 

имеются различия в распределении давления. В 

первой модели давление не зависит от поперечной 

координаты, а во второй такая зависимость появля-

ется. Разность давлений на стенке трубы и на ее 

оси пропорциональна релаксационной вязкости   

[31]. Этот пример показывает, что релаксационные 

свойства вязкоупругой жидкости могут проявлять-

ся даже в стационарных течениях. 

3. Как и всякая модель механики сплошной сре-

ды, модели движения полимерных растворов со-

держат параметры, которые необходимо найти из 

экспериментов. Модели Павловского и жидкости 

второго порядка содержат, помимо плотности   и 

динамической вязкости  , еще один параметр – 

релаксационную вязкость ~ . В модели работы [9] 

к ним добавляется время релаксации напряжений 

сдвига  . 

Аномальные свойства водного раствора поли-

меров проявляются при его концентрациях порядка 

0,5 %. Поэтому естественно предположить, что 

надежно измеряемые значения параметров  ,,  

меняются незначительно при добавлении в воду 

полимера. К сожалению, в работах [9–11] отсут-

ствуют данные о прямых измерениях величины ~ , 

но указывается достаточно широкий диапазон их 

возможных значений. 

Представляется важным проведение экспери-

мента по определению ключевого параметра ~  

обсуждаемых моделей. В механике неньютонов-

ских сред [13] важную роль играют точные реше-
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ния соответствующих уравнений, допускающие 

экспериментальную реализацию. Мы надеемся, что 

точные решения уравнений трех указанных моде-

лей, найденные в работах [31–33], могут быть ис-

пользованы при организации такого эксперимента. 
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Понятие гиперсингулярного интеграла (ГИ) хотя и введено Адамаром еще в начале XX в., но начало его практиче-

скому применению было положено лишь во второй половине века. Широкое же развитие теория гиперсингулярных ин-

тегральных уравнений (ГИУ) получила в последние десятилетия. Это обусловлено тем, что ими описываются опреде-

ляющие уравнения многих прикладных задач в различных областях: теории упругости, механике разрушения, теории 

дифракции волн, электродинамике, ядерной физике, геофизике, теории вибраторных антенн, аэродинамике и др.  

Вычисление ГИ аналитически возможно осуществить лишь для очень узкого класса функций, поэтому прибли-

женные методы вычисления такого интеграла всегда находятся в поле зрения исследователей и являются бурно 

развивающимся направлением вычислительной математики. Есть очень большое количество работ, посвященных 

этой тематике. В них предлагаются различные подходы как к приближенному вычислению ГИ, так и к решению 

ГИУ, главным образом с учетом специфики поведения плотности ГИ. 

В настоящей работе получены квадратурные формулы для ГИ, плотностью которого является произведение 

гѐльдеровской на отрезке [–1, 1] функции и весовой функции полиномов Якоби    
xx  11 . При этом полагается, 

что показатели α и β могут быть произвольными комплексными числами, удовлетворяющими условию неотрица-

тельности вещественной части. На численных примерах продемонстрирована сходимость квадратурной формулы к 

точному значению ГИ. Указана возможность применения метода механических квадратур к решению разных инте-

гральных уравнений, в том числе и ГИУ. 

 

Ключевые слова: гиперсингулярный интеграл, квадратурная формула, весовая функция, многочлен Якоби, метод 

механических квадратур. 

 

 

Although the concept of a hypersingular integral was introduced by Hadamard at the beginning of the 20th century, it be-

gan to be put into practical use only in the second half of the century. The theory of hypersingular integral equations has been 

widely developed in recent decades and this is due to the fact that they describe the governing equations of many applied 

problems in various fields: elasticity theory, fracture mechanics, wave diffraction theory, electrodynamics, nuclear physics, 

geophysics, theory vibrator antennas, aerodynamics, etc. 

It is analytically possible to calculate the hypersingular integral only for a very narrow class of functions; therefore, ap-

proximate methods for calculating such an integral are always in the field of view of researchers and are a rapidly developing 

area of computational mathematics. There are a very large number of papers devoted to this subject, in which various ap-

proaches are proposed both to approximate calculation of the hypersingular integral and to the solution of hypersingular 

integral equations, mainly taking into account the specifics of the behavior of the density of the hypersingular integral. 

mailto:avsahakyan@gmail.com
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In this paper, quadrature formulas are obtained for a hypersingular integral whose density is the product of the Hölder con-

tinuous function on the closed interval [–1, 1], and weight function of the Jacobi polynomials    
xx  11 . It is assumed 

that the exponents α and  β can be arbitrary complex numbers that satisfy the condition of non-negativity of the real part. The 

numerical examples show the convergence of the quadrature formula to the true value of the hypersingular integral. The pos-

sibility of applying the mechanical quadrature method to the solution of various, including hypersingular, integral equations 

is indicated. 

 

Keywords: hypersingular integral, quadrature formula, weight function, Jacobi polynomial, mechanical quadrature method. 

 
Введение 

 

Широкое развитие теории гиперсингулярных 

интегральных уравнений (ГИУ) в последние деся-

тилетия обусловлено тем, что ими описываются 

определяющие уравнения многих прикладных за-

дач в различных областях: теории упругости, меха-

нике разрушения, теории дифракции волн, теории 

вибраторных антенн, аэродинамике и др. [1–4]. За 

редким исключением, решение этих уравнений 

строится приближенными методами, развитию ко-

торых посвящено очень много работ, в частности 

[5–12]. Следует отметить, что подавляющее боль-

шинство работ относится к наиболее распростра-

ненному частному случаю, когда поведение плот-

ности сингулярного или гиперсингулярного инте-

грала (ГИ) у концов отрезка интегрирования опи-

сывается корневой функцией. Существенно мень-

ше число работ, посвященных приближенному вы-

числению указанных интегралов, плотности кото-

рых содержат весовую функцию многочленов Яко-

би с произвольными допустимыми вещественными 

показателями. В [13] приведены квадратурные 

формулы наивысшей алгебраической точности для 

интеграла типа Коши, когда показатели весовой 

функции Якоби комплексные.  

В настоящей работе строятся интерполяционные 

квадратурные формулы для ГИ при предположении, 

что его плотность содержит множителем весовую 

функцию Якоби с произвольными, в том числе и 

комплексными, допустимыми показателями.  

 

Вывод квадратурной формулы 

 

Рассмотрим интеграл 
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20 dx
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x
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который при  1,1z  понимается в смысле ко-

нечного значения по Адамару [14] 
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Интегрируя интегралы в (1) по частям и устрем-

ляя   к нулю, приходим к соотношению 
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Интеграл  zJ0  можно понимать как результат 

формального интегрирования по частям, и следова-

тельно, вычисление ГИ сведѐтся к вычислению ин-

теграла 
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dx
zx
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Предположим, что  

      
 xxxx  11 ,  

    0Re,Re   ,         (4) 

 x  – гѐльдеровская функция на замкнутом от-

резке  1,1 . 

Заменяя функцию  x
 

интерполяционным 

многочленом  
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для  x  будем иметь 
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11
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,

, 

где j , nj ,1 , – корни многочлена Якоби 

  xPn

 ,
. Они в общем случае будут комплексны-

ми. Возникает вопрос, что понимать под  j , 

nj ,1 , если функция  x  определена на отрезке 

 1,1 . В случае, если  x  аналитически продол-

жается в комплексную плоскость,  j  будут зна-

чениями этой функции, в противном случае – мно-

гочлена порядка  1n , интерполирующего функ-

цию  x  по узлам на отрезке  1,1 .  
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Поскольку интерполяционный многочлен 

 xn  по сути является многочленом порядка 

1n , то в случае, если  x  будет многочленом 

порядка nm  , будем иметь    xxn   . 

Вычисление производной функции  x  за-

висит от значений   и  , и поэтому, не вдава-

ясь в подробности вычисления, выпишем эти 

значения: 
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Вернемся к построению квадратурной формулы 

для интеграла  zI . Подставляя каждую  x  из 

представлений (5)–(8) в интеграл (3), меняя поря-

док интегрирования и суммирования, пользуясь 

разложениями 

   jjj zxzxxzx  
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 , 

после определенных упрощений придем к следую-

щим квадратурным формулам: 
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где     
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1

,, 11
dxxP
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xx
zR nn
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Функция 
  zRn

 ,
 тесно связана с функцией 

Якоби второго рода  zQn ,  
  

   



112

,




zz

zR
zQ n

n , 

и определена во всей комплексной плоскости, раз-

резанной вдоль отрезка  1,1 . Она имеет множе-

ство различных представлений [15], из которых 

представим только одно: 
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Здесь  
   
 







,B  – известная бета-

функция;   zcbaF ;;,  – гипергеометрический ряд 

[15]. 

Отметим, что функция 
  zRn

 ,
 принимает раз-

личные значения в зависимости от того, стремится 

ли точка z  к точке   разреза из верхней полуплос-

кости  0i  или из нижней  0i . На самом 

разрезе функция 
  zRn

 ,
 определяется как полу-

сумма этих значений: 
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При необходимости вычисления интеграла 

 zI  в узловой точке mz  , nm ,1 , следует в 

соответствующем слагаемом соответствующей 

квадратурной формулы использовать предельные 

значения: 
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Представление функции  x  в виде (4) де-

лает очевидным тот факт, что, за исключением 

случаев   01,0   ,   01,0    или 

0   и   01  , функции  zJ0  и  zI  

равны друг другу, и для них применима квадратур-

ная формула (9). В исключенных же случаях функ-

ция  zI  вычисляется по квадратурным формулам 

(10)–(12), а  zJ0  определяется посредством фор-

мулы (2). 

Заметим, что формулу (9) можно встретить и в 

работах [16, 17].  

 
Наиболее часто встречающийся частный случай 

 
Решения смешанных и контактных задач ма-

тематической теории упругости для однородных 

сред в большинстве своем имеют корневое пове-

дение у точек раздела граничных условий, т.е. 

5,0  . Учитывая наличие условия в (4), 

следует положить 5,0 . Тогда для рас-

сматриваемой функции (4) будем иметь 

    21 xxx   , а квадратурная формула (9) 

примет вид 
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При вычислении интеграла  zI  в узловой точ-

ке mz  , nm ,1 , следует квадратную скобку в 

соответствующем слагаемом заменить выражением 
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Численный анализ 
 

Проведем численный анализ сходимости квад-

ратурной формулы (6) в зависимости от показате-

лей   и  . В качестве функции  x  выберем 

   xxx  2ln2sin , которая аналитически 

продолжается в комплексную плоскость. Посколь-

ку главным образом будут рассматриваться ком-

плексные значения этих показателей, то для срав-

нения будут вычислены не только отклонения 

квадратурной формулы, но и отклонение интерпо-

лирующего многочлена.  

Для оценки близости интерполирующего мно-

гочлена (4) к рассматриваемой функции использу-

ем понятие среднеквадратического отклонения не-

прерывных функций, определяемое формулой 

    




1

1

2
dxxx nf  , а для близости инте-

грала  zJ0 , вычисленного при помощи стандарт-

ных программ и квадратурной суммы  zIn , ис-

пользуем формулу, учитывающую разницу в m  

равноотстоящих друг от друга внутренних точках 

интервала  1,1 ,     
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m
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С учетом того, что при комплексных значени-

ях показателей   и   оба отклонения будут 

комплексными, в таблице приведены их модули 

при разных порядках аппроксимации n  и раз-

личных, отличных от нуля значениях показателей 

  и  .  

Для случаев, когда один из показателей или оба 

они равны нулю, на рисунке приведены кривые, 

соединяющие абсолютные значения разности инте-

грала  zJ0  и соответствующей значениям   и   

квадратурной суммы  zIn , рассчитанной при 

12n ,  m = 20. 

 

Среднеквадратические отклонения f  и int  / Standard deviations f  and int
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8 
f  3,0×10-4  1,1×10-3  1,0×10-2  2,1×10-4  1,7×10-4  

int  5,4×10-3 2,6×10-2 9,8×10-1 6,9×10-3 1,2×10-2 

10 
f  6,1×10-6  2,4×10-5  2,5×10-4  4,5×10-6  3,3×10-6  

int  1,4×10-4 6,6×10-4 2,7×10-2 1,6×10-4 3,1×10-4 

12 
f  1,3×10-7  4,7×10-7  4,7×10-6  6,7×10-8  5,8×10-8  

int  1,5×10-6 1,6×10-5 5,6×10-4 2,2×10-6 5,6×10-6 

13 
f  7,7×10-8  1,6×10-7  1,2×10-6  4,8×10-8  4,3×10-8  

int  1,2×10-6 6,5×10-6 1,5×10-4 7,1×10-7 3,1×10-6 

14 
f  1,6×10-9  1,7×10-9  1,1×10-8  1,3×10-9  1,0×10-9  

int  6,5×10-8 8,1×10-8 1,7×10-6 2,4×10-8 9,7×10-8 
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Абсолютная погрешность квадратурных формул 

 / The absolute error of the quadrature formulas 

 

Из представленных в таблице результатов и 

кривых на рисунке можно сделать следующие вы-

воды: 

 квадратурная формула сходится к истинному 

значению интеграла независимо от значений пока-

зателей   и  ; 

 близость функций  zJ0  и  zI  на один, два 

порядка уступает близости функции  x  и поли-

нома  xn ; 

 результаты 2-го и 3-го столбца таблицы при 

малых значениях порядка аппроксимации суще-

ственно отличаются от результатов в трех осталь-

ных столбцах, что обусловлено относительно 

большой мнимой частью показателя  . То же 

можно заметить и на рисунке (пунктирные линии). 

Относительно последнего утверждения заметим, 

что корни многочлена Якоби 
  xPn

 ,
 при ком-

плексных значениях показателей   и   являются 

комплексными и располагаются на эллипсоподоб-

ной кривой по одну сторону от интервала  1,1 , 

но при n  эта кривая стремится к интервалу 

 1,1 . Следовательно, при одинаковом порядке 

интерполяции чем больше мнимая часть показате-

лей, тем дальше от интервала  1,1  располагают-

ся узлы интерполирования и, очевидно, тем хуже 

аппроксимация функции  x  на самом интервале. 

 

Заключение 
 

Получены квадратурные формулы для ГИ, со-

держащего весовую функцию полиномов Якоби с 

комплексными показателями степени. Приведен-

ные квадратурные формулы вместе с квадратурны-
ми формулами для других интегралов [16, 17] поз-

воляют с успехом применить метод механических 

квадратур [17] к решению как ГИУ на отрезке, так 

и сингулярных интегральных и интегро-диффе-

ренциальных уравнений разного вида.  
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ВОСПОМИНАНИЯ СОРАТНИКОВ И УЧЕНИКОВ 

 
Казалось бы, куда ей торопиться, 

Но мчится жизнь, и что ни год – быстрей… 

А с фотографий грустно смотрят лица 

Навек уже утраченных друзей. 

Мы старимся, и глазу всѐ заметней, 

И сердцу незатихшему – больней,  

Что стали очень редкими свидетели 

Восторженно-наивных наших дней… 

В.К. Жак 

 

 

 

Л.С. Ворович,  редактор журнала  

                   «Известия вузов. Северо-Кавказский регион. Естественные науки»  
 

Почти 20 лет прошло с тех пор, как не стало 

И.И. Воровича. Все эти годы 21 июня на кафедре 

теории упругости и в институте НИИМиПМ был 

праздник – отмечался день рождения первого 

заведующего кафедрой и первого директора ин-

ститута. Собирались представители разных ка-

федр мехмата и отделов института, всегда при-

глашали и меня. Вспоминали не только Иосифа 

Израилевича, но и его удивительных друзей из 

разных городов и республик, с которыми встре-

чались на конференциях, школах, съездах, защи-

тах диссертаций. Эти посиделки не были фор-

мальными, и воспоминания были живыми и ве-

селыми. На одной из таких встреч я предложила 

присутствующим записать эти воспоминания. 

Так я стала составителем сборника «Воспомина-

ния об академике И.И. Воровиче» (2004 г.).  

В него были включены статьи и заметки об 

Иосифе Израилевиче, написанные его друзьями, 

коллегами, учениками в разное время и по раз-

ным поводам, несколько его интервью, неопуб-

ликованный ранее доклад. Сборник был адресо-

ван широкому кругу читателей, проявляющих 

интерес к науке и ее выдающимся деятелям. Из-

дательство – Ростовский государственный уни-

верситет путей сообщения. Издатель – академик 

РАН В.И. Колесников. Продажа сборника не 

предусматривалась. Его получили авторы и мно-

гие ученые, участники международных конфе-

ренций, проводившихся раньше ежегодно, неко-

торые сотрудники института и мехмата РГУ, 

ученики научной школы Иосифа Израилевича и 

породнившихся с нею школ. 

За прожитые годы многое изменилось.  

НИИМиПМ и механико-математический факуль-

тет преобразованы. Новое название: Институт ма-

тематики, механики и компьютерных наук имени 

И.И. Воровича. Ушли из жизни многие авторы 

упомянутого сборника (В.И. Юдович, Э.Н. Поте-

тюнко, А.В. Белоконь, А.И. Снопов, В.М. Алексан-

дров, А.Ф. Улитко, С.В. Жак, Л.А. Крукиер, 

М.Б. Налбандян, М.А. Краплин…).  

Еще при жизни Иосифа Израилевича не стало 

Н.Н. Моисеева (2000), С.М. Белоцерковского 

(2000), Е.А. Негина (1998), Е.И. Забабахина 

(1984), В.И. Феодосьева (1991), В.С. Пугачева 

(1998), А.И. Лурье (1980). Ворович очень тяжело 

переносил эти утраты, которые, несомненно, 

оставляли рубцы на его сердце. Другие на не-

сколько лет пережили его (Л.С. Гурин, 

А.Л. Гольденвейзер, А.Д. Мышкис, Ю.А. Жда-

нов, Л.В. Овсянников). 

Это были люди, которых он любил, с мнения-

ми которых считался, которыми гордился и бес-

конечно им доверял. Все они значили для Воро-

вича очень много. С некоторыми из них он встре-

чался довольно часто на многочисленных конфе-

ренциях, съездах, защитах диссертаций. С други-

ми не виделся годами, но всегда помнил о них, 

рассказывал связанные с ними истории. Герои его 

рассказов были описаны с любовью и так ярко, 

что становились своими и близкими. Многие из 

них часто бывали в Ростове в качестве докладчи-

ков на научном семинаре, выступали оппонента-

ми на ученом совете по кандидатским и доктор-

ским диссертациям, читали курс лекций студен-

там и аспирантам, знакомя их со своими научны-
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ми исследованиями. Эти люди были талантливы, 

работоспособны, абсолютно порядочны в профес-

сиональной и научной деятельности. Но они были 

живые и, конечно, не лишены недостатков. Оби-

жались, раздражались, упрямились, может быть, 

злились; хотели, чтобы их жены, дети, внуки, 

ученики и ученики учеников были идеальны, все 

делали хорошо, вовремя, желательно без их вме-

шательства. Иногда даже искали виновных в бы-

товых неурядицах, конечно же, находили – разу-

меется, не себя. Спасало чувство юмора всех упо-

мянутых. Надо отдать должное бывшим с ними 

рядом женщинам, которые интуитивно чувство-

вали заложенные в их мужчинах достоинства, та-

лантливость, доброту, любовь к науке, природе, 

жизни. Выбирали их, любили их, прощали.  

Ворович понимал уникальность этих людей, 

но воспоминаний не написал. Хочется восстано-

вить в памяти своѐ восприятие его друзей, сфор-

мировавшееся во время коротких встреч. 

В сборник я как составитель включила юмо-

ристические высказывания, записанные соб-

ственноручно авторами (Я.Г. Пановко, В.И. Фео-

досьевым, А.Л. Гольденвейзером), очень близ-

кими Воровичу и любимыми им людьми. Это 

был домашний альбом. Друзья приехали празд-

новать 60-летний юбилей Воровича (21 июня 

1980 г.), сидели у нас дома, писали в альбом всѐ, 

что думают о юбиляре и таким образом развле-

кались. Перечитываю их писания и восторгаюсь 

стилем, чувством меры, юмором, просто умени-

ем так красочно излагать отношение к объекту 

своего исследования, не забывая о его достоин-

ствах и недостатках, зная досконально биогра-

фию и его научные интересы.  

Вот, например, как Алексей Львович описыва-

ет отношение Воровича к институту, директором 

которого он был: «…Ворович всѐ может. Он пре-

вращает терриконы в изящные кувшины (автор 

имел в виду отдел механики грунтов и горных 

пород.– Л.В.), и если перевести на счет института 

достаточно денег, то он всѐ, что угодно, сосчита-

ет, докажет, проверит и опровергнет. Не поскупи-

тесь на перевод, и Ворович определит траекторию 

летающей тарелки, докажет теорему Пифагора 

для Бермудского треугольника, обнаружит лох-

несское чудовище и протащит его в членкоры…» 

А вот несколько фраз о предстоящем юбилее, 

взятых из текста, авторы которого Я.Г. Пановко 

и В.И. Феодосьев: «…В текущем 1980 году два 

основных события волнуют мировую прогрес-

сивную общественность. Это – московские 

Олимпийские игры, подготовка к которым со-

провождается недостойной возней агрессивных 

империалистических кругов вокруг их бойкота, и 

второе, хронологически предшествующее пер-

вому, – юбилей Воровича, не больше и не мень-

ше!» Дальше – в таком же роде. Даже этих от-

рывков достаточно, чтобы увидеть близость этих 

людей. 

Я совершенно не помню реакции Воровича на 

эти шутки. Про альбом забыли. Я его обнаружи-

ла в 2002 г., когда собирала материал для сбор-

ника.  

Владимир Семенович Пугачев (1911-1998). 

Один из руководителей И.И. Воровича в Военно-

воздушной инженерной академии имени Н.Е. Жу-

ковского академик Владимир Семенович Пуга-

чев, вспоминая своего ученика, часто употребля-

ет слово «первый». Он рассказывает биографию 

Иосифа Израилевича начиная с 1941 г., когда 

студенты университетов и технических вузов 

были направлены на ускоренное обучение в ака-

демию. Воровича зачислили на факультет авиа-

ционного вооружения. «…Работал над новой 

прикладной задачей в области новой техники… 

Ворович первый начал изучать устойчивость си-

стем с учетом случайных возмущений… В 

1949 г. заложил основы нового направления в 

общей теории устойчивости… Первый в миро-

вой науке применил методы теории вероятностей 

и теории случайных функций… Заложил основы 

статистической динамики тонкостенных кон-

струкций… и т.д.» 

Владимир Семенович, как и многие другие, 

был представлен ростовской научной школе, вы-

ступал с лекциями для аспирантов, делал докла-

ды на научном семинаре. Иосиф Израилевич от-

носился к нему трепетно, с уважением и любо-

вью. Он знал о традициях в его семье, не раз бы-

вал у Пугачева дома. Там его жена командовала 

парадом, и парад был настоящим. Я была преду-

преждена, что его надо принимать как высокого 

гостя, ни в коем случае не на кухне. В Ростове 

Владимир Семенович жил в гостинице. Обычно 

они с Воровичем возвращались к нам домой вме-

сте, все было, как положено.  

Но как-то Пугачев, освободившись раньше, 

пришел к нам с пачкой пельменей. Мы втроем 

(гость, я и дочка) устроились на кухне и решили 

слегка перекусить. Завязалась беседа. Владимир 

Семенович прекрасно себя чувствовал в кухон-

ной обстановке, рассказывал о военных годах, о 

голодной жизни в Свердловске, о том, что неко-
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торые слушатели академии не выдерживали го-

лода и убегали на фронт. Это считалось дезер-

тирством и строго наказывалось. Он очень хва-

лил Воровича, считал его одним из лучших слу-

шателей и адъюнктов. После окончания акаде-

мии по рекомендации Дмитрия Александровича 

Вентцеля и Владимира Семеновича Пугачева 

Воровича направили в адъюнктуру, но сразу по-

сле Парада Победы он был отозван из академии 

и направлен в Забайкальский военный округ, 

назначен в 10-й гвардейский авиационный полк 

инженером авиаэскадрильи.  

Полк летал на новейших самолетах конструк-

ции А.Н. Туполева. В августе начались боевые 

действия, полк перебазировался на аэродром 

Саншилипу, в 60 км от Порт-Артура. Отчаянные 

попытки Пугачева и Вентцеля вернуть адъюнкта 

(теперь уже капитана) к научной деятельности не 

увенчались успехом. Сам же Ворович считал, что 

эта служба многому его научила. Уже там он по-

нял, чем ему хотелось бы заниматься в научном 

плане в будущем. 

Еще Пугачев рассказывал, что в академии 

проводились опросы и анкетирование слушате-

лей и адъюнктов. Один из вопросов: «С кем из 

указанных товарищей Вы бы пошли в разведку?» 

И почти все указали Воровича. Когда позже, по-

лучив взыскание за неправильное поведение, я 

рассказала про разведку Воровичу, он посмеялся 

и сказал, что, скорее всего, Владимир Семенович 

все это выдумал из воспитательных соображе-

ний, чтобы я более почтительно вела себя с му-

жем и его друзьями. Вот так. Мне кажется, что 

после посещения Ростова, пельменей и чаепития 

на кухне их отношения стали проще. Владимир 

Семенович всегда сообщал телеграммой, когда 

они с женой (обычно это было летом) проезжали 

через Ростов. Мы встречались на вокзале. Между 

прочим, таким образом иногда проводились 

встречи и с другими москвичами и ленинградца-

ми. Несколько раз мы были в гостях у Пугачевых 

на даче, кажется, в Одинцово. Нас принимала вся 

семья: Пугачевы и Синицыны – дочь и зять. Все 

происходило по высшему разряду – в большой 

столовой, за празднично и по всем правилам 

накрытым столом.  

Пугачева не стало в 1998 г. Но остались са-

мые теплые воспоминания об этом красивом и 

мужественном человеке.  

Анатолий Исаакович Лурье (1901–1980). Он 

был старше Воровича по возрасту, я точно не 

знаю, когда состоялось их личное знакомство. 

Возможно, в предзащитный (докторская диссер-

тация) период, когда Ворович часто делал докла-

ды на научных семинарах в Москве и Ленингра-

де. Я же впервые увидела Анатолия Исааковича 

за несколько дней до защиты Воровичем доктор-

ской диссертации (1958 г.) – мне поручили от-

везти ему домой автореферат. К этому времени я 

уже окончила мехмат РГУ и преподавала теоре-

тическую механику в техническом вузе. Автора-

ми одного из лучших учебников были Л.Г. Лой-

цянский и А.И. Лурье. Это были корифеи, живые 

легенды. Анатолий Исаакович оказался симпа-

тичным стройным пожилым человеком с пыш-

ной шевелюрой и очень живыми глазами. Много 

позже я узнала, с каким уважением и любовью 

относятся к Лурье его ученики, сотрудники его 

кафедры, ученые. Они знали, что он читает, ка-

ких поэтов и бардов любит, его часто употребля-

емые словечки. Анатолий Исаакович несколько 

раз бывал в Ростове, читал курс лекций на науч-

ном семинаре, оппонировал диссертации. Я 

узнала, как легко с ним общаться, какой он доб-

рый, милый и интеллигентный человек.  

Несколько лет свой отпуск мы проводили на 

Дону, где главным занятием была рыбалка. Во-

ровича одолевало желание передать пойманную 

им рыбу в Ленинград А.И. Лурье, он хотел 

похвастаться. Это было нелегко сделать, рыбу 

нужно было доставить живой. Мы так ничего и 

не придумали, очень переживали. 

Подтверждением дружеских отношений было 

появление в Ростове на кафедре теории упруго-

сти любимого ученика Анатолия Исааковича – 

Леонида Михайловича Зубова, теперь крупного 

российского ученого, доктора физико-мате-

матических наук. Я знаю, что Анатолий Исаако-

вич с отеческой любовью относился к Леониду 

Михайловичу, внимательно следил за его науч-

ными успехами.  

Вспоминаю нашу встречу с Лурье в Тбилиси 

в 1971 году. Отмечалось восьмидесятилетие 

крупного ученого, математика и механика, пре-

зидента АН Грузии Николая Ивановича Мусхе-

лишвили. Анатолий Исаакович приехал с доче-

рью Соней, очень красивой молодой женщиной. 

Жили мы в одной гостинице, в свободное время 

гуляли по старому городу. На домах, телефон-

ных будках, в небольших сапожных мастерских 

мы увидели портреты Мусхелишвили. Это было 

удивительно. Не артист, не певец, просто уче-

ный! Спросили у чистильщика обуви, знает ли 

он, кто это? И он с любовью и гордостью расска-
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зал нам биографию ученого, подчеркивая, что он 

заслуженный человек, что это его юбилей празд-

нуется в городе. Нам было приятно чувствовать 

внимание и уважение простых людей к своим 

знаменитым согражданам. Позже мы зашли в 

небольшой ресторан. Время было обеденное, но 

людей было мало. Мы сделали заказ. Ворович и 

Лурье беседовали, вспоминали свои прошлые 

поездки по южным республикам, кавказское гос-

теприимство, уважение к старшим. Нам принес-

ли заказанную нами еду, а кроме того – шампан-

ское и шоколад. Мы отказывались, объясняя 

официанту, что произошла ошибка, но тот 

утверждал, что это подарок нам от кого-то из 

посетителей ресторана. Осмотр зала ситуацию не 

прояснил, знакомых мы не увидели. Ворович, 

обращаясь к Анатолию Исааковичу, сказал, что, 

вероятно, его узнали и приветствуют. Лурье 

утверждал, что узнали Воровича. Так они препи-

рались, надо сказать, не без удовольствия. 

Мысль, что кого-то из них здесь знают, сама по 

себе была им приятна, хотя и нереальна. Через 

некоторое время официант прояснил ситуацию. 

Ему пришлось объяснить мужчинам, что дары 

предназначались вовсе не им, а их прекрасным 

спутницам. Мы с Соней были довольны, а учѐ-

ные мужи слегка смущены. Они объясняли нам, 

что размечтались не о личной известности и 

узнаваемости, а о понимании согражданами ве-

ликой роли науки. В конце концов оказалось, что 

в ресторане компания инженеров отмечала ка-

кое-то событие. Это они приветствовали нас. Мы 

познакомились. Фамилию Ворович они, конечно, 

не знали. Затем Ворович представил им Анато-

лия Исааковича, назвав все его регалии. Не знаю 

как сейчас, но тогда фамилия автора одного из 

лучших учебников по теоретической механике 

была известна любому выпускнику технического 

вуза. Инженеры были потрясены. Они повторя-

ли: «Неужели это тот самый Лурье, который с 

Лойцянским?» Престиж науки в тот вечер на 

наших глазах был подтвержден. 

Очень жаль, что Ворович не написал свои вос-

поминания, все откладывал. Я уверена, что они 

получились бы интересными, яркими, запомина-

ющимися. И мне не пришлось бы мучиться, под-

бирая слова, чтобы хоть как-то передать масштаб 

личности этих замечательных людей. Но все-таки 

я знаю три книги воспоминаний, написанных его 

друзьями. Это «Как далеко до завтрашнего дня… 

Свободные размышления» Н.Н. Моисеева 

(1994 г.); «Советские математики. Мои воспоми-

нания» А.Д. Мышкиса (2007 г.); «Мои пять жиз-

ней» Е.Д. Мышкис (одна из жѐн А.Д. Мышкиса), 

издана в 2019 г. В каждой из них в роли друга, 

сокурсника, ученого описан И.И. Ворович. Книги 

замечательные. В них наша история и взгляд ав-

торов на нее, их гордость за страну и одновремен-

но боль за ее несовершенство, за «не сбылось». И 

еще  увлечение наукой, стремление постичь, 

осмыслить, развить. И вера в добро, богатую 

сильную и счастливую страну. Надо только очень 

хотеть. И работать, работать, работать. 

 
 

 
 

В.И. Колесников,  академик РАН, доктор технических наук, 

               Ростовский государственный университет путей сообщения 

 
Судьба предоставила многим возможность 

учиться и трудиться рядом с выдающимся ученым, 

учителем, педагогом и замечательным человеком 

Иосифом Израилевичем Воровичем. Ученый, ко-

торый при жизни и после нее, светлая ему память, 

был признан и оставил огромное наследие. 

Я не буду перечислять его научных достиже-

ний, об этом говорится во многих книгах. Хочу 

поделиться своими воспоминаниями. 

Прошло уже много лет после смерти Иосифа 

Израилевича, а я до сих пор с волнением вспо-

минаю его тихий, проникновенный голос, вижу 

глаза, полные огромного человеческого тепла и 

интереса к окружающему миру. Перелистываю 

его книги, монографии, статьи, восстанавливаю в 

памяти встречи, беседы. 

Одной из главных черт Иосифа Израилевича 

была природная скромность. И в то же время че-

столюбие ему было отнюдь не чуждо. Но это бы-

ло честолюбие творца, мастера, который, окон-

чив работу, ждал признания ценителей, а никак 

не  милости начальства. 

Любое дело было ему по плечу. Не многие из 

нас понимают, каким важным может быть ма-
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ленькое дело. Казалось, студенты, ученики – не 

самое главное. Главное – наука. Ан нет, для 

Иосифа Израилевича вся его жизнь – это орга-

ничное единство всего, что служило науке. 

Вспоминаю случай,  который удивил меня  

до глубины души. Мы заседали на очень серь-

езном научном собрании, горячо обсуждая 

важные проблемы... Обстановка была накален-

ной, спорили, эмоции лились через край. И 

вдруг И.И. Ворович тихонечко встал, подошел 

к телефонному аппарату и позвонил своему 

студенту, объясняя, как ему правильно задать 

граничные условия для решения задачи. Этот 

поступок говорит о безраздельной преданности 

своему делу, своим ученикам. И они платили 

ему тем же. Его лекции не просто посещали, 

его слушали, внимали каждому его слову. 

Трудно было не оценить остроту его ума, энер-

гию и темперамент. 

Все, что он делал, он делал не просто хорошо, 

а с огромным энтузиазмом. Будь то рыбалка, ко-

торую он любил, встреча с друзьями или занятия 

со своими учениками. Мир его интересов не 

кончался у дверей его дома или в лаборатории 

института, он был неизмеримо шире. 

Окружающие всегда чувствовали его добро-

желательность, душевный подъем, его огромный 

мир, в который вмещалось так много интересно-

го. Иосиф Израилевич был необыкновенно че-

стен во всех делах, а в мире науки, в общении с 

коллегами – это немаловажный фактор. 

Он не умалял своих заслуг, но и никогда не 

выпячивал их перед своими коллегами. У 

И.И. Воровича начисто отсутствовали такие ка-

чества, как важность, надменность. Только ува-

жение и еще раз уважение к людям всегда пре-

обладало. Он был из числа людей, для которых 

материальные блага не были определяющими, 

все, чем он жил, – это наука, труд, ученики. 

И сегодня, встречаясь с супругой И.И. Воро-

вича Любовью Семеновной в скромной квартире, 

я часто сижу в его кабинете, который хранит па-

мять о хозяине. Размышляя о сегодняшнем дне, о 

науке, я понимаю, как беден мир без таких лю-

дей. И как бывает при жизни, чего греха таить, 

мы часто недооцениваем замечательных людей, 

живущих рядом с нами. 

Говорят, мудрый человек мужает, но не ста-

реет – таким был Иосиф Израилевич Ворович. 

«Мудрость есть не что иное, как наука о сча-

стье», – сказал великий философ Дидро. 

И.И. Ворович был поистине счастливым чело-

веком. И это счастье, счастье жизни, открытий 

он оставил своим ученикам. 
 

*** 

Фрагмент из книги 

«Воспоминания об академике И.И. Воровиче» 2004. 

Изд-во РГУПС, 319 с. 

 
 

 

 

В.А. Бабешко,  академик РАН, доктор физико-математических наук,  

                         Кубанский государственный университет 
 

Выдающемуся ученому, блестящему матема-

тику и механику, моему учителю, академику 

Иосифу Израилевичу Воровичу 21 июня 2020 г. 

исполнилось бы 100 лет. И.И. Ворович принад-

лежал к той плеяде талантливых ученых, кото-

рые прославили отечественную школу механи-

ков, сделав ее ведущей в научном мире. 

И.И. Ворович родился в 1920 г. в старинном 

русском городе Стародубе Брянской области, где 

окончил среднюю школу, а в 1937 г. поступил на 

механико-математический факультет Москов-

ского государственного университета – одного 

из лучших высших учебных заведений мира в 

области точных наук. Там работали замечатель-

ные математики XX столетия: академики 

А.Н. Колмогоров, П.С. Александров, С.Л. Собо-

лев, И.Г. Петровский, имеющие мировую из-

вестность механики старшего поколения, учени-

ки Н.Е. Жуковского – академики С.А. Чаплыгин, 

Л.С. Лейбензон. Отдельные курсы читал акаде-

мик А.Н. Крылов. Начинала свою деятельность 

блестящая плеяда молодых профессоров – 

М.В. Келдыш, Л.И. Седов, А.Ю. Ишлинский, 

Г.И. Петров и др., которым в недалеком будущем 

предстояло занять лидирующие позиции в отече-

ственной механике. 

И.И. Ворович с увлечением слушал лекции 

этих замечательных ученых. Наступил 1941 г., 

полным ходом шло выполнение курсовой работы 

под руководством молодого профессора 
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А.Ю. Ишлинского – будущего академика РАН, 

однако защита не состоялась. В начале июля 

1941 г. И.И. Ворович с другими студентами 4-го 

курса в составе рабочего батальона уехал на 

строительство противотанковых укреплений в 

район Брянска – Орла. Эта работа продолжалась 

до сентября 1941 г., когда весь университетский 

курс И.И. Воровича был призван в ряды Красной 

армии. Их направили в Военно-воздушную ин-

женерную академию им. Н.Е. Жуковского 

(ВВИА) для завершения образования. И.И. Во-

рович становится слушателем одного из лучших 

высших технических заведений страны. На од-

ном курсе в ВВИА учились призванные в армию 

молодые люди, которым было суждено составить 

костяк инженерного корпуса авиации. По неко-

торым сведениям, из этого талантливого курса 

выросли 12 действительных членов и членов-

корреспондентов Академии наук СССР. 

Оценивая с позиций сегодняшнего дня реше-

ние Правительства СССР о направлении студен-

тов страны для продолжения образования в ака-

демиях Красной армии, нельзя не признать его 

чрезвычайно мудрым. В ВВИА преподавали вы-

дающиеся специалисты, такие как академик 

В.С. Пугачѐв, под руководством которого впо-

следствии стал работать И.И. Ворович. 

Войну Иосиф Израилевич закончил на Ляо-

дунском полуострове под Порт-Артуром в соста-

ве 10-го гвардейского авиационного полка. В 

1947 г. И.И. Ворович был отозван в академию 

для продолжения образования, где под руковод-

ством В.С. Пугачѐва включился в интенсивную 

работу по оценке влияния случайных факторов 

на системы автоматического регулирования и 

управления. 

В 1950 г. И.И. Ворович успешно защитил 

кандидатскую диссертацию и после демобилиза-

ции получил назначение в Ростовский государ-

ственный университет. 

В 1961 г. по инициативе Ю.А. Жданова, зани-

мавшего в те годы пост ректора РГУ, была осно-

вана кафедра теории упругости, которую возгла-

вил профессор И.И. Ворович. В сфере научных 

интересов Воровича и руководимого им молодо-

го коллектива – теория тонкостенных конструк-

ций и контактная прочность. Обе проблемы были 

исключительно важны для приложений, состав-

ляли основу расчета многих машин и сооруже-

ний и вместе с тем оказались чрезвычайно слож-

ны с математической точки зрения. 

Особенностью исследований Иосифа Израи-

левича в области механики явились глубокие но-

ваторские шаги, связанные с привлечением в ме-

ханику самого современного математического 

аппарата того времени – топологических мето-

дов, теории нелинейных операторных уравнений. 

Ряд вопросов математической теории примени-

тельно к нелинейной теории оболочек ему при-

шлось развивать самостоятельно. 

Именно благодаря этому И.И. Воровичу впер-

вые удалось провести строгий математический 

анализ потери устойчивости «в большом» нели-

нейных оболочек, составляющих основу кон-

струкций корпусов ракетно-космической техни-

ки, изделий авиа- и судостроения. 

Первый этап его работы был закончен в конце 

50-х гг. и составил основу его докторской дис-

сертации, успешно защищенной в 1958 г. в Ле-

нинградском государственном университете. Ра-

бота получила высокую оценку авторитетных 

математиков и механиков страны и принесла ав-

тору мировую известность. 

В 1998 г. И.И. Ворович в составе группы уче-

ных был удостоен Государственной премии Рос-

сийской Федерации за цикл работ «Фундамен-

тальные проблемы тонкостенных конструкций». 

Параллельно И.И. Ворович и его ученики ве-

ли интенсивные исследования по проблеме кон-

тактной прочности. Здесь вновь проявились ха-

рактерные для Иосифа Израилевича черты науч-

ного творчества – редкое сочетание строгого ма-

тематического подхода и умения довести теорию 

до инженерного приложения. Вместе с ученика-

ми были изданы две монографии, получившие 

широкую международную известность. 

С созданием Северо-Кавказского научного 

центра высшей школы, руководителем которого 

стал Ю.А. Жданов, при РГУ было основано пять 

научно-исследовательских институтов, среди 

них – Институт механики и прикладной матема-

тики (НИИМиПМ), который в настоящее время 

носит имя И.И. Воровича. Директором института 

в 1971 г. стал Иосиф Израилевич. Вся работа по 

формированию тематики института, подготовке 

кадров, материальной базы легла на его плечи. 

Вскоре институт стал одним из ведущих науч-

ных центров страны в области механики и при- 
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кладной математики. В НИИМиПМ было вы-

полнено немало первоклассных исследований, 

среди которых следует отметить фундаменталь-

ную работу по созданию эколого-матема-

тической модели Азовского моря. Эта работа, 

начатая по инициативе Ю.А. Жданова и И.И. Во-

ровича, в то время не имела равных в мире по 

количеству учтенных факторов, полноте описа-

ния динамических процессов, точности верифи-

кации модели. 

Работа получила высокую оценку, группа ис-

следователей, в том числе И.И. Ворович, в 

1983 г. была удостоена Государственной пре-

мии СССР. 

За выдающиеся заслуги в области механики 

и прикладной математики И.И. Ворович в 

1970 г. был избран членом-корреспондентом, а 

в 1990 г. – действительным членом Академии 

наук СССР.  

Академик И.И. Ворович – автор и соавтор бо-

лее 300 работ в области механики и прикладной 

математики, 14 монографий (две из них изданы 

за рубежом). Школа И.И. Воровича насчитывает 

более 20 докторов и 120 кандидатов физико-

математических наук. Среди его учеников – рек-

торы вузов, заведующие кафедрами, профессора 

и доценты вузов Северного Кавказа, ведущие 

работники РАН. Они с честью представляют 

отечественную науку в университетах Европы и 

Америки. 

И хотя Иосифа Израилевича нет почти два-

дцать лет, он всѐ равно с нами, с его идеями, 

наработками, публикациями. В своей творче-

ской деятельности он опережал время. Многими 

своими работами он создал свое научное насле-

дие, которое питает мыслями его учеников и 

последователей. Взяв практически любую рабо-

ту Иосифа Израилевича, что, например, я и де-

лаю, можно найти те необычные для того вре-

мени акценты, которые раскрываются только 

сейчас. Так, никогда в те времена не решались 

дифференциальные уравнения топологическими 

методами, а определенные шаги в этом направ-

лении были сделаны Иосифом Израилевичем в 

нашей монографии. Сейчас это разработано и 

дает заметную отдачу в теории прочности и 

сейсмологии. Метод замороженных коэффици-

ентов, предложенный им в монографии по 

Азовскому морю, сейчас является рабочим ин-

струментом во многих исследованиях. Теория 

динамических контактных задач, разработанная 

Иосифом Израилевичем, нашла продолжение и 

привела к возможности прогнозирования земле-

трясений и цунами. Изучение базисных свойств 

решений граничных задач теории упругости, 

опубликованных с одним из своих учеников, 

В.Е. Ковальчуком, в настоящее время служит 

руководством в ряде работ. Эта работа также 

является продолжением исследования решений 

в области с угловыми точками, выполненного 

одним из учеников. Можно продолжить список 

примеров. Публикации настоящего времени, 

использующие  идеи Иосифа Израилевича, при-

нимаются в самые высокорейтинговые журналы 

и докладываются на международных конгрессах 

в разных странах, что лишний раз подчеркивает, 

что это выдающийся, талантливый ученый, 

умевший предвидеть пути развития науки. 

 За заслуги перед Отечеством в мирное и во-

енное время академик И.И. Ворович награжден 

орденами Отечественной войны второй степени, 

Трудового Красного Знамени, «Знак Почета», 

Дружбы народов, а также 12 медалями, среди 

которых «За победу над фашистской Германи-

ей», «За победу над Японией», медаль маршала 

Г.К. Жукова, а также академика П.С. Капицы и 

академика А.А. Благонравова за достижения в 

науке. 

Академик И.И. Ворович отличался скромно-

стью, простотой и обаянием. Его никогда не по-

кидало чувство юмора. В нем гармонично соче-

тались талант пытливого исследователя и доб-

рота и такт в отношении к людям. 

Он был полон творческих идей, однако его 

скоропостижная смерть 6 сентября 2001 г. обо-

рвала его планы. 

И.И. Ворович прожил долгую, полную свер-

шений жизнь и оставил после себя не только 

огромное творческое наследие – научную шко-

лу последователей, идеи, монографии, которые 

еще долго будут определять развитие научной 

мысли в области механики, но и сформировал 

некоторые нравственные принципы в науке, ко-

торые служат путеводной звездой молодым ис-

следователям в сложном современном мире. 

 Иосиф Израилевич будет жить в  своих иде-

ях и публикациях, в поколениях учеников и со-

ратников, продолжателей глубоких мыслей уче-

ного, которые вряд ли будут стареть со време-

нем. 
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А.О. Ватульян, доктор физико-математических наук, профессор,  

           заведующий кафедрой теории упругости, Южный федеральный университет  
 

Почти 20 лет прошло, как не стало Иосифа 

Израилевича, я мысленно часто возвращаюсь к 

тому периоду, когда мне довелось общаться с 

ним, – это около 30 лет жизни, вспоминаю, вос-

хищаюсь, переосмысливаю. 

Об И.И. Воровиче я впервые услышал от отца – 

преподавателя кафедры теоретической механики 

Новочеркасского политехнического института – 

в 1963 г., когда мне было 10 лет. В это время 

отец был сосредоточен на подготовке к защите 

кандидатской диссертации, а Иосиф Израилевич 

(как я потом узнал, руководитель его дипломной 

работы на физмате РГУ) должен был приехать из 

Ростова в Новочеркасск, чтобы присутствовать 

на защите и, как я полагал, помочь в этом. В дет-

ском воображении он представлялся человеком 

большого роста с окладистой бородой сообразно 

его влиянию и положению в научном мире. Од-

нако мне не довелось тогда увидеть его, личное 

знакомство произошло значительно позже, в Ро-

стове. 

Через несколько лет я вновь услышал об этом 

удивительном человеке. Увлекшись математи-

кой, я задумался о поступлении на отделение ма-

тематики в университет. Отец, прививший мне 

любовь к этой науке, и желая повлиять на мой 

выбор, много рассказывал о первых годах рабо-

ты И.И. Воровича в Ростовском университете в 

начале 50-х гг., о созданной им научной школе, о 

разнообразии научных проблем, решаемых под 

его руководством, причем всегда говорил о нем с 

восхищением и чувством гордости. Это сыграло 

значительную роль в моем окончательном выбо-

ре – я поступил на отделение механики. 

Став студентом РГУ, в начале 1971 г. я уви-

дел И.И. Воровича на лекции по теоретической 

механике. Из студенческих воспоминаний тех 

лет запомнились его простота в общении со сту-

дентами-первогодками («товарищ Устюченкова, 

как Вы считаете?»), удивительно теплый взгляд 

больших карих глаз и потрясающая эрудирован-

ность во всех вопросах механики и математики. 

Иосиф Израилевич был не только превосходным 

лектором, но и носителем математической и об-

щечеловеческой культуры. От него студенты 

узнавали впервые имена Б.Г. Галеркина, 

А.Н. Крылова, В.С. Пугачева, М.В. Келдыша, 

Л.И. Седова, А.Ю. Ишлинского, Д.А. Вентцеля и 

многих других ученых, вписавших яркие стра-

ницы в достижения отечественной математики и 

механики, лекции и выступления которых Иоси-

фу Израилевичу доводилось слушать в Москов-

ском университете, с кем сводила его судьба за 

многие годы плодотворной и многогранной 

научной деятельности. 

Все годы обучения в университете, а затем и в 

аспирантуре я и мои сокурсники имели возмож-

ность наблюдать за стилем преподавания 

И.И. Воровича. В его манере чтения лекций уди-

вительным образом сочетались глобальные про-

блемы механики и математики с живыми прак-

тическими задачами, яркие примеры из истории 

механики (и не только механики!) и умение до-

ходчиво объяснять самые сложные разделы кур-

са, искусство находить параллели между совер-

шенно различными с первого взгляда объектами, 

аккуратность и строгость при проведении дока-

зательств сформулированных утверждений. По-

нимая, что способ подачи материала – один из 

важнейших аспектов обучения, он создал 

напутствие для молодых преподавателей (и не 

только молодых) – «О чтении лекций по есте-

ственным наукам», которое оказало влияние на 

многие поколения. 

Надо отметить постоянное внимание Иосифа 

Израилевича к молодежи – к молодым сотрудни-

кам, аспирантам, его доверие и моральную под-

держку. С теплотой вспоминаю первую свою по-

ездку в качестве аспиранта-первогодка на Всесо-

юзную конференцию в Брянск в 1976 г. В боль-

шой делегации ростовчан были и маститые уче-

ные, и аспиранты. Иосиф Израилевич, тогда уже 

довольно известный ученый, член-корреспондент 

АН СССР, директор большого института, всюду 

брал нас с собой, с гордостью представлял своим 

коллегам, знакомил с крупными учеными. Тогда 

же в непринужденной обстановке он познакомил 

нас с очень известным ученым-механиком – 

Л.А. Галиным, многогранным человеком, восхи-

тившим окружающих, когда во время обеда в ка-

фе он написал на салфетке четверостишие, по-

священное контактным задачам. 

Жизнерадостность, оптимизм, удивительно 

тонкая и мягкая ирония в отношениях с окружа-

ющими пронизывали всю жизнь И.И. Воровича. 

Особенно это проявлялось на торжественных 

заседаниях кафедры теории упругости, куда при-

глашались и аспиранты (обычно аспиранты и 
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осуществляли подготовку этих мероприятий). 

Мы общались с ним, буквально впитывали исто-

рии из его жизни, учебы в МГУ и в академии им. 

Н.Е. Жуковского, воспоминания о военных го-

дах. Его тонкий юмор и ораторское искусство 

позволяли с блеском проводить праздничные 

столы. Следует отметить, что научные семинары 

кафедры, а также и неформальные собрания по 

праздничным дням позволили сплотить коллек-

тив кафедры теории упругости, где всегда цари-

ли уважение, творческая обстановка, взаимопо-

нимание и поддержка. 

После окончания аспирантуры мне в качестве 

ассистента  кафедры теории упругости немало 

довелось общаться с И.И. Воровичем по пробле-

мам разного рода – это и вопросы построения 

нового спецкурса, и научные проблемы меха-

ники контактных взаимодействий, и обсуждение 

лабораторного практикума; впоследствии это 

были и научные вопросы, связанные с докторан-

турой и тематикой, касающейся обратных задач. 

По всем вопросам у него можно было получить 

консультацию и дельный совет. Иосифа Израи-

левича отличала неторопливость в окончатель-

ных суждениях по какому-нибудь спорному во-

просу, особенно это касалось споров и обсужде-

ния докладов на научных семинарах кафедры 

теории упругости. Надо отметить его всегда 

уважительное отношение к докладчику, умение 

похвалить и указать на перспективы развития 

представленной проблематики, весьма тактично 

обратить внимание на неточности, сделать заме-

чания в форме пожеланий и привести убедитель-

ные контрпримеры в случае несогласия с основ-

ными тезисами докладчика. Вместе с тем если 

И.И. Ворович был твердо убежден в своей 

правоте и необходимости выполнения какого-то 

решения, то он был достаточно твѐрд при его 

претворении в жизнь. 

Широта научных интересов Иосифа Израиле-

вича поистине была необычайной. Его мощный 

математический аппарат и  выдающийся интел-

лект позволяли браться и решать многие трудные 

задачи механики. Только перечисление областей 

механики, в которых ему принадлежат перво-

классные научные результаты, может составить 

предмет отдельной статьи. Это нелинейные про-

блемы теории оболочек, исследование о структу-

ре решений для плит в окрестности ребра, соче-

тание асимптотических методов и методов 

функционального анализа при решении контакт-

ных задач, в том числе и динамических, анализ 

устойчивости конструкций из материалов с рео-

логией, механика связанных полей, обратные 

задачи. 

Вспоминая об Иосифе Израилевиче как о вы-

дающемся ученом, нельзя не отметить редкое 

для человека такого уровня качество, как до-

ступность для окружающих. Дверь его кабинета 

в институте механики всегда была открыта и для 

профессоров, и для студентов. Во время одного 

из своих визитов в Ростов-на-Дону выдающийся 

отечественный механик Б.Е. Победря, заведую-

щий кафедрой механики композитов МГУ, хо-

рошо знавший Воровича, а также и научную сре-

ду в Москве, говорил: «Вы не знаете, какие это 

редкие качества в современном научном мире – 

доступность и открытость; Иосиф Израилевич 

ими в полной мере обладает». Да, действительно, 

многие, в том числе и я, воспринимали это его 

качество как что-то само собой разумеющееся. 

Однако со временем стало ясно, что это качество 

в сочетании с глубокой интеллигентностью и 

эрудированностью значительно возвышает этого 

человека над окружающими. 

В последний год своей жизни Иосиф Израи-

левич стал гораздо откровеннее со мной, расска-

зывал о некоторых событиях своей жизни, о ко-

торых я раньше не слышал, делился своими 

мыслями о будущем, о перспективных направле-

ниях развития механики. Посвятив некоторую 

часть своей многогранной научной деятельности 

статистическим методам в теории оболочек (по 

сути, он и В.В. Болотин были первооткрывате-

лями в этой области), И.И. Ворович прекрасно 

владел аппаратом теории случайных процессов. 

Когда мне было поручено создать новый курс по 

приложениям случайных процессов в механике, 

он предложил использовать современные дости-

жения в этой области для построения  моделей в 

геомеханике и механике композитов. Этот курс 

был создан, сейчас его уже читают мои ученики.  

Он обладал удивительным качеством стратега – 

предвидеть, в каком направлении будут разви-

ваться разделы механики. Так, в конце 80-x гг., 

понимая, что вычислительные технологии, осно-

ванные на КЭ-технологиях, способны дать реше-

ние многих практических задач, обратил внима-

ние молодых механиков, в том числе и моѐ, на 

новый класс задач механики – обратных. В то 

время его внимание было обращено лишь на об-

ратные геометрические задачи, посвященные 

проблемам дефектоскопии, в частности рекон-

струкции полостей и трещин в упругих телах. В 
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первое время я не очень прислушивался к его 

мнению, поскольку такие задачи, требовавшие и 

новых аналитических подходов, и новых вычис-

лительных технологий решения нелинейных и 

некорректных задач, были достаточно трудны и 

в то время привлекали лишь внимание математи-

ков-теоретиков. Со временем пришло понимание 

нюансов этих задач, были развиты подходы и 

вычислительные схемы для решения широкого 

класса обратных задач (в том числе и для самого 

трудного класса – коэффициентных), мной был 

подготовлен лекционный курс, стали выполнять-

ся научные работы, появилась книга. Сейчас, 

через 30 лет, я не устаю восхищаться научному 

предвидению учителя.  

Забота о молодых исследователях и о сохра-

нении преемственности в науке в трудные для 

нашей страны 90-е гг. привела его к решению о 

создании докторского диссертационного совета 

по механике в РГУ (совет утвержден ВАКом в 

1993г.) и о проведении Всероссийской конфе-

ренции по механике сплошной среды в 1995 г., 

которая благодаря ученикам и последователям 

продолжает жить и по сей день. 

Последние годы вся его научная деятельность 

была посвящена созданию энциклопедической 

монографии, посвященной динамике Ньютона. 

Им был задуман план, содержащий около ста 

лекций, некоторые из них излагались в классиче-

ском ключе с добавлением научных результатов 

последних лет; некоторые, казалось бы, не имели 

прямого отношения к модели абсолютно твердо-

го тела. Гораздо позже, разбирая пожелтевшие 

черновики написанных им лекций (их было не-

многим более половины из задуманных 100), я 

стал немного понимать задуманное учителем. 

В конце лета 2001г. исполнявший роль заме-

стителя И.И. Воровича по кафедре Л. М. Зубов 

заболел и Иосиф Израилевич попросил меня вы-

полнять эти функции как самого молодого про-

фессора. 3 сентября на заседании он представил 

меня в качестве своего заместителя, а 6 сентября 

скоропостижно скончался.  

Он был полон творческих идей, однако 

смерть оборвала его планы и устремления. 

Прошло около 20 лет. Его творческое насле-

дие не осталось утраченным. Вышли в свет 2 то-

ма «Лекций по динамике Ньютона». Первый том 

практически был готов при его жизни, однако 

увидел свет в 2004 г. (редакторы В.И. Юдович и 

Э.Н. Потетюнко). Над подготовкой к изданию 

второго тома работала вся кафедра теории упру-

гости, особая благодарность – В.М. Шутько и 

Э.Н. Потетюнко; том вышел в свет в 2010 г. к 90-

летию со дня рождения И.И. Воровича. 

Память об Иосифе Израилевиче живет и на 

кафедре, которую он создал. Он издалека 

наблюдает за нашими успехами; каждый год 21 

июня коллектив кафедры отмечает день рожде-

ния еѐ основателя, молодые сотрудники и новые 

аспиранты внимательно слушают эпизоды из 

его жизни, воспоминания учеников и Л.С. Во-

рович, которая неизменно присутствует на этих 

собраниях. 

 Мы помним Вас, дорогой учитель! 

 

 

 
Б.И. Вольфсон,  

                      сотрудник НИИМиПМ в 1977–1992 гг. 
 

В этом году исполняется сто лет со дня рож-

дения выдающегося учѐного и педагога – ака-

демика И.И. Воровича. От друзей я узнал, что 

готовятся к публикации воспоминания людей, 

знавших Иосифа Израилевича. Мне неловко 

примыкать к когорте окружавших его выдаю-

щихся личностей, но всѐ же некоторыми из сво-

их воспоминаний я тоже решаюсь поделиться. 

Мои коллеги, будучи студентами мехмата, 

слушали лекции Воровича по теоретической 

механике. Они уже тогда понимали, какой вы-

дающийся человек их учит. Уже работая в ин-

ституте, часто вспоминали многие эпизоды из 

студенческой жизни, связанные с именем их 

лектора. 

Свою преподавательскую работу Иосиф Из-

раилевич продолжал до самых последних дней 

жизни. Но мне, к моему величайшему сожале-

нию, слушать его лекции не привелось. Однако 

три года в аспирантуре и потом пятнадцать лет 

работы в НИИ механики и прикладной матема-

тики дали возможность видеть этого удивитель-

ного человека в деле и порой довольно близко с 

ним общаться. 
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Расскажу об одном из таких эпизодов, кото-

рый был связан с проектированием панорамы 

Первой конной армии. Это сооружение должны 

были построить в Ростове неподалѐку от Воро-

шиловского моста через реку Дон. Автором 

проекта был заслуженный архитектор России 

Ян Семѐнович Занис, спроектировавший также 

здание Донской государственной публичной 

библиотеки. Конструкция Панорамы была экс-

периментальной и нуждалась в скрупулѐзном 

расчѐте, которым занимались специалисты 

РИСИ и строительного отдела Теплоэлектро-

проекта.  

Однажды весной 1980 г. меня вызвал Иосиф 

Израилевич и сказал, что временно освобождает 

от текущей работы и поручает также поучаство-

вать в расчѐте конструкции панорамы. Мною 

была тогда разработана компьютерная про-

грамма, предназначенная для расчѐта корабель-

ных конструкций. По мнению Воровича, она 

могла быть приспособлена для решения постав-

ленной задачи. Времени на выполнение задания 

было в обрез. И хотя поначалу всѐ шло гладко, в 

какой-то момент я столкнулся с проблемой, 

справиться с которой не смог ни самостоятель-

но, ни с помощью своих высококвалифициро-

ванных коллег. 

Когда стало ясно, что отступать некуда, я 

решил обратиться за советом к Воровичу. Я 

пришѐл к его кабинету в обеденный перерыв и 

не застал на месте секретаря Нину Любимову. 

Заглянув в дверь кабинета, я увидел, что Иосиф 

Израилевич занимается несколькими делами 

одновременно. В одной руке он держал бутер-

брод с сыром, который Нина принесла ему из 

буфета. Бутерброд был, видимо, вчерашний, так 

как сыр выгнулся на нѐм, как крыша китайской 

фанзы. Иосиф Израилевич указательным паль-

цем прижимал сыр к хлебу в средней точке. 

Другой рукой он держал письмо, которое про-

сматривал. На столе стоял стакан бледного чая в 

металлическом подстаканнике. К уху Ворович 

прижимал плечом телефонную трубку и что-то 

говорил с набитым ртом невидимому собесед-

нику. Время от времени он откладывал письмо 

и выпивал пару глотков чая.  

Я понял, что мой визит не ко времени и стал, 

пятясь, выходить из кабинета. Но Иосиф Израи-

левич жестом предложил мне вернуться и пока-

зал на большую доску, которая висела на стене 

его кабинета. Я подошѐл к доске и стал на ней 

писать и рисовать, намереваясь дать потом уст-

ные комментарии. А дальше Иосиф Израилевич 

дожевал свой бутерброд, выпил остатки чая, 

повесил трубку, отложил письмо и, подойдя к 

доске, объяснил мне, что нужно делать, не задав 

ни одного уточняющего вопроса. 

Панораму, как вы знаете, в нашем городе так 

и не построили. Первого секретаря обкома Бон-

даренко сменил на этом посту Власов, который 

счѐл проект слишком дорогим и закрыл его. Но 

по результатам проведѐнных исследований 

участниками работы была написана статья для 

публикации в «Известиях СКНЦ ВШ». В число 

соавторов я включил и Воровича, оказавшего 

мне неоценимую помощь. Но Иосиф Израиле-

вич свою фамилию вычеркнул. Для него это 

были сущие мелочи. 

Вспоминается один из семинаров, на кото-

ром Иосиф Израилевич делал доклад о резуль-

татах только что завершѐнного им исследова-

ния. Стыдно признаться, но я совершенно за-

был, о чѐм конкретно шла речь. Но помню, что 

предварил доклад заместитель Воровича Вла-

димир Андреевич Бабешко, который сказал, что 

самого себя он относит к учѐным, которые 

обычно умеют оценить задачу с точки зрения 

перспектив еѐ решения. «Я, − сказал Бабешко, − 

никогда не отказываюсь от трудных задач. Но 

бывают задачи практически неразрешимые. Их 

я откладываю в сторону». «Что же касается Во-

ровича, − продолжал Владимир Андреевич, − то 

он не всегда умеет понять, что задача неразре-

шима, берѐтся за неѐ и нередко решает». 

Я думаю, что хотя время Иосифу Израилеви-

чу выпало тяжѐлое, он был невероятно счастли-

вым человеком. Выжил в войне, не попал под 

репрессии, добился выдающихся научных ре-

зультатов, создал крупнейший на юге страны 

научный институт, воспитал целую плеяду учѐ-

ных и педагогов. А нам, тем, кто имел счастье с 

ним общаться, продемонстрировал невероятные 

возможности человеческого интеллекта и стал 

примером для подражания, хотя, конечно, для 

большинства совершенно недостижимым. 
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Я.М. Ерусалимский, доктор технических наук, профессор,  

         декан мехмата 1988–2008 гг.,  Южный федеральный  университет 
 

Моя первая встреча с Иосифом Израилеви-

чем Воровичем состоялась в далѐком 1962 г., 

когда я, будучи восьмиклассником, слушал его 

лекцию в большой математической аудитории 

мехмата РГУ на ул. Горького, 88. В течение 

всей лекции Иосиф Израилевич «строил» мелом 

на доске самолет. В процессе «строительства» 

он рассказывал о задачах механики, начиная от 

уравнения Жуковского до теории стержней и 

тонкостенных конструкций, шимми колеса, из-

менении положения центра масс самолета, свя-

занным с расходом топлива или боекомплекта. 

Их должны были решать авиаконструкторы. 

Через много лет я понял, насколько всѐ это бы-

ло ему хорошо знакомо и близко. 

Учился я на отделении чистой математики и 

не был студентом Иосифа Израилевича, но 

дружил со многими сокурсниками-механиками. 

Все они боготворили Воровича и как ученого, и 

как преподавателя, и просто как человека. Мне 

же оставалось только, встречаясь с ним, здоро-

ваться и каждый раз отмечать, что он тоже здо-

ровался со мной, незнакомым ему студентом. 

Неожиданным подарком для аспирантов 

моих лет стала лекция И.И. Воровича «О чте-

нии лекций по точным наукам» [1]. Еѐ содер-

жание я помню наизусть до сих пор. Много 

внимания он уделил не только теме лекции, но 

и вопросу о требованиях к знаниям студентов. 

Иосиф Израилевич сказал: «Многие лекторы, 

особенно молодые, считают, что студент на 

экзамене должен показать, что он полностью 

освоил курс. Знает и понимает его настолько 

же хорошо, как и сам лектор, забывая о том, 

какая дистанция разделяет студента, доцента и 

профессора. Это не просто возрастная дистан-

ция, это отрезок времени, наполненный интен-

сивной работой ума, который и превращает 

бывшего студента в ученого и педагога. Экза-

менуя студента, возвращайте себя на студенче-

скую скамью, вспоминайте – каким были вы, 

когда сами сидели на ней».  

Спустя много лет, будучи заместителем де-

кана, а потом и деканом мехмата, я узнал, что 

Иосиф Израилевич не ставит двоек на экзаме-

нах, но это не делало экзамены легкими. Я как-

то завел с ним разговор на эту тему, но он этот 

разговор быстро свернул: «Двойка студента не 

воспитывает, а унижает».  

Однажды после экзамена у Воровича в каби-

нет декана пришел студент и положил на стол 

заявление об отчислении. Я спросил его, почему 

он делает это во время сессии. «Я получил 

двойку у Иосифа Израилевича». «Ну, ничего 

страшного, подготовитесь и пересдадите». 

«Нет, я не буду пересдавать экзамен – Иосиф 

Израилевич двоек не ставит, а я еѐ получил». 

На следующее утро ко мне пришел Иосиф 

Израилевич: «Я вчера поставил двойку». «Я 

знаю, Иосиф Израилевич. Студент был у меня 

после экзамена. Он написал заявление об отчис-

лении». «Ну и молодец, значит, он меня пра-

вильно понял, механиком он бы все равно не 

стал. Он отличный парень, но гуманитарий. Это 

родители уговорили его идти на мехмат. Зачем 

родители вмешиваются в такие важные дела 

своих детей…».  

Многие годы после создания им Института 

механики и прикладной математики (НИИ 

МиПМ) Иосиф Израилевич жил «на два дома» – 

мехмат на Горького и институт на Западном. Их 

разделяли километров 10. По утрам он прихо-

дил на факультет, читал лекции, а потом уезжал 

в институт.  

Руководству университета пришла в голову 

идея переселить мехмат из своего родового 

гнезда (Горького, 88) в корпус физического фа-

культета на Западном. Единственным аргумен-

том в пользу такого переселения было сосед-

ство с НИИМиПМ и нашим вычислительным 

центром (ВЦ). Началась новая эра в жизни фа-

культета. Несмотря на потерю своих классиче-

ских лабораторий – теории упругости и гидро-

аэромеханики, соединение на одной территории 

трех составных частей единого целого – мехма-

та, института и ВЦ, оказалось плодотворным.  

Иосиф Израилевич теперь курсировал в те-

чение дня из института на кафедру, с кафедры в 

деканат, из деканата в кабинет своего ученика, 

профессора Виктора Иосифовича Юдовича и 

обратно в институт. Очень часто мы курсирова-

ли с ним вместе, и это всегда доставляло мне 

радость общения с ним, с В.И. Юдовичем и ещѐ 

многими и многими интересными людьми.  

Будучи глубоким теоретиком не только в ме-

ханике, но и в чистой математике, Иосиф Изра-

илевич всегда интересовался приложениями  

и экспериментами. Как-то в моем присутствии  
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Виктор Иосифович продемонстрировал Иосифу 

Израилевичу прибор, с помощью которого экс-

периментально показывается, что у кругового 

маятника (стержень с грузом, закрепленный на 

оси) в условиях подачи на ось вибрации возни-

кает дополнительное устойчивое состояние. 

Этот результат был давно получен теоретиче-

ски, формулы позволяли определить частоту, 

начиная с которой наблюдается этот эффект.  

Иосиф Израилевич был в восторге от опыта. 

Он сам пробовал вывести вибрирующий стер-

жень из нового устойчивого состояния, востор-

гался тому, что оно действительно было устой-

чивым. «Друзья мои, – сказал он, обращаясь ко 

мне и Юдовичу, – этот опыт нужно обязательно 

показывать школьникам на днях открытых две-

рей. После такой демонстрации они сами при-

дут к нам за объяснением этого явления».  

Потом он обратился к Юдовичу: «Виктор 

Иосифович, мы с тобой, да и ты сам, много 

внимания уделяем задачам потери устойчиво-

сти, но ведь задачи возникновения устойчивых 

состояний не менее важны и интересны». Учи-

тель знал любимый конек ученика. Виктор 

Иосифович оседлал конька и начал рассказы-

вать о возникновении устойчивых режимов в 

течениях Куэтта, которыми он занимался со 

своими учениками последнее время. Иосиф Из-

раилевич, слушая Юдовича, время от времени 

поворачивался ко мне. Он гордился своим уче-

ником и был рад присутствию декана.  

Последние годы жизни Иосифа Израилевича 

были сложны в моральном плане – рушились не 

только страна и еѐ экономика, разрушалась и 

наука, не только теоретическая, но и приклад-

ная. Институт механики, захлебывавшийся от 

заказов Министерства обороны, авиационной, 

судостроительной и тяжелой промышленности, 

вдруг разом лишился всего этого и вел трудную 

борьбу за выживание.  

В те дни, когда шахтеры Кузбасса стучали 

касками по мостовой Горбатого моста около 

Белого дома, ко мне в кабинет пришел Иосиф 

Израилевич. На нем не было лица: «Слушай, у 

меня в кабинете тонкие двери, а у тебя – тол-

стые, двойные. Можно я их плотно закрою?» 

«Конечно, Иосиф Израилевич, а в чем дело?» 

«Ты видел, как шахтеры стучат касками? О чем 

они думают – эти наши руководители … (здесь 

за многоточием стоят матерные выражения, ко-

торые я в первый и последний раз услышал из 

его уст. – Я.Е.), это же не какие-то ученые как 

мы, это шахтеры. Они сегодня стучат касками, а 

завтра выйдут на баррикады». 

Может быть, для того чтобы отойти хоть на 

время от неразрешимых проблем с институтом, 

а возможно, чтобы завершить круг своей педа-

гогической жизни, Иосиф Израилевич начал 

писать свои лекции по классической механике 

[2]. И не просто писать, а сразу в процессе 

написания обсуждать их на кафедре, в своем 

директорском кабинете в институте, в кабинете 

у В.И. Юдовича. Я часто оказывался пассивным 

слушателем этих обсуждений в кабинете 

В.И. Юдовича. У доски, висевшей на стене, сто-

ял Иосиф Израилевич и читал нам с Юдовичем 

очередную лекцию. Потом к доске подходил 

Юдович и что-то поправлял или критиковал. 

Потом у доски их уже было двое – маленький 

Иосиф Израилевич и высоченный Виктор 

Иосифович с неизменной сигаретой в зубах. В 

сизом табачном дыму они плавали, как серафи-

мы в облаках, а я в это время наслаждался тече-

нием их мыслей.  

О лекции И.И. Воровича для аспирантов, 

прочитанной нам в 1972 г., я вспомнил во вре-

мя празднования восьмидесятилетия Иосифа 

Израилевича. Целый раздел лекции он посвя-

тил внешнему виду преподавателя. В то время 

(1972 г.) джинсы ещѐ не были обиходной 

одеждой, их носили стиляги, модники и пижо-

ны. «Некоторые молодые преподаватели поз-

воляют себе приходить на занятия в джинсах, 

что совершенно недопустимо», – сказал тогда 

Ворович. Во время юбилейного заседания фа-

культета, института и ВЦ (2000 г.) на Иосифе 

Израилевиче был бежевый джинсовый костюм, 

а на ногах в тон костюму – прекрасные крос-

совки. Иосиф Израилевич выглядел помоло-

девшим на десяток лет и забывшим о перене-

сенных болезнях.  

Через год его не стало. После рабочего дня 

он вернулся домой из института, сел на диван и 

попросил жену – Любовь Семеновну – измерить 

ему давление. Любовь Семеновна вышла в дру-

гую комнату за тонометром. Раздался тихий 

стук. Это голова умершего Иосифа Израилевича 

стукнула по спинке дивана. На письменном сто-

ле осталась незавершенная рукопись его лек-

ций. Их первая часть увидела свет в 2004 г., а 

вторая часть вышла в 2010 г. благодаря коллек-

тиву кафедры теории упругости [2]. 
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В Англии, в музее, я увидел кровать, на ко-

торой спал Исаак Ньютон, и понял, что они с 

Иосифом Израилевичем были приблизительно 

одного роста и не только физического. И. Нью-

тон был человеком безупречной репутации. Ему 

было доверено руководство Королевским мо-

нетным двором Англии. Будь И. Ворович его 

современником, ему можно было бы доверить 

монетный двор России. 
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О.Д. Пряхина,  доктор физико-математических наук,  профессор, 

                     Кубанский государственный университет   
 

Впервые я увидела Иосифа Израилевича Во-

ровича в сентябре 1968 г., когда он начал читать 

нам, студентам 2-го курса механико-матема-

тического факультета РГУ, курс лекций по тео-

ретической механике. Он нам сразу понравился. 

Иосиф Израилевич был уже авторитетный уче-

ный, и мы слегка побаивались, так как не знали, 

насколько он строг и требователен. А он оказал-

ся простым, доброжелательным и веселым в об-

щении. Лекции читал спокойным негромким го-

лосом, при этом доходчиво и четко излагал суть 

вопроса; всегда стимулировал наше творческое 

отношение к изучаемому предмету. Он понимал, 

что, прежде всего, студент должен уметь из 

огромной массы получаемых знаний извлекать 

те, которые позволят решить поставленные перед 

ним задачи, а не заучивать формулы. Сдавать 

экзамены ему было легко и приятно. В качестве 

дополнительных вопросов он давал простейшие 

задачки на сообразительность, и если студент 

справлялся с заданием, то на хорошую оценку не 

скупился. На 5-м курсе Иосиф Израилевич читал 

нам функциональный анализ. 

После создания НИИМиПМ РГУ Иосиф Из-

раилевич Ворович стал бессменным директором, 

а его ученик Владимир Андреевич Бабешко – 

заместителем директора. Это было время расцве-

та нашего НИИ, жизнь бурлила, каждый год в 

ряды сотрудников вливались выпускники вузов, 

создавались новые лаборатории и научные 

направления, защищались диссертации, заклю-

чались хоздоговоры с предприятиями. 

Навсегда останутся в памяти совместные с 

Воровичем  поездки  на конференции,  проходив- 

шие в замечательных городах – Ереване, Тбили-

си, Ташкенте, Киеве, Москве и других краси-

вейших местах Советского Союза. Иосиф Израи-

левич всегда возглавлял делегации, в которых 

было много молодых, только начинающих свою 

научную карьеру сотрудников. На этих конфе-

ренциях встречались ученые из разных регионов 

и научных школ. Здесь часто в неформальной 

обстановке обсуждались современные проблемы, 

возникали новые идеи, устанавливались научные 

связи, и Иосиф Израилевич старался как можно 

шире ввести нас в этот круг. Советовал, какие 

доклады обязательно надо послушать, знакомил 

со своими коллегами, часто брал нас с собой на 

посиделки корифеев науки. После таких поездок 

все заряжались энергией, и хотелось много рабо-

тать, решать новые задачи. 

Иосиф Израилевич Ворович внес крупный 

вклад в развитие механики и прикладной мате-

матики. Ему были свойственны широта научных 

интересов, умение не навязывать свои идеи и 

мысли, а незаметно подтолкнуть собеседника к 

тому, что данная проблема интересна и ею стоит 

заняться. 

Как-то Лена Ворович сказала мне, что в дет-

стве она завидовала ученикам отца. Ей казалось, 

что он уделяет им гораздо больше внимания, чем 

ей, но, повзрослев, поняла, что так и должно 

быть, ведь ученики – часть его научной жизни. 

Иосиф Израилевич обладал огромным авто-

ритетом в науке и высокой общей культурой. Он 

никогда не повышал  голоса,  а ровный  характер, 

скромность и постоянная доброжелательность 

снискали ему любовь и уважение не только кол- 
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лег и учеников, но и всех людей, с которыми ему 

доводилось общаться. 

На защитах диссертаций он, казалось, дремал 

или был погружен в какие-то свои мысли, но ко-

гда начиналась дискуссия, Ворович выходил к 

трибуне и в нескольких словах мог обрисовать 

суть диссертации, выделить изюминку, объяс-

нить непонятные места, и работа приобретала 

новое звучание. 

Мне довелось общаться с Иосифом Израиле-

вичем и в редакции журнала «Известия вузов. Се-

веро-Кавказский регион», где он был председате-

лем редколлегии журнала по естественной серии, 

а я – заместителем главного редактора. Ворович 

не любил отклонять статьи, считал, что рецензент 

должен уметь увидеть рациональное зерно в лю-

бой работе и, указав на недостатки, помочь автору 

двигаться в правильном направлении. 

В последнее время мы часто с ним беседова-

ли. Он рассказывал о своей жизни, научной и 

педагогической деятельности, участии в Великой 

Отечественной войне, о друзьях своей юности, 

их судьбах и совместной учебе. Общение с ним 

всегда доставляло радость. Иосиф Израилевич 

был обаятельным человеком, умным и интерес-

ным собеседником, мудрым учителем. Я много-

му научилась у него, прежде всего, в человече-

ских отношениях. Я часто вспоминаю Иосифа 

Израилевича, мне не хватает его дружеской под-

держки и участия. 

Иосиф Израилевич чувствовал, что силы ухо-

дят и, может быть, поэтому последнее время 

близко к сердцу принимал любые неприятные 

известия, будь то политические события в 

стране, стихийные бедствия или уход из жизни 

своих коллег или соратников. Мы знали это и 

старались его беречь и не огорчать. 

Большую радость доставила Воровичу поезд-

ка на юбилей своего ученика, ректора Кубанско-

го университета академика В.А. Бабешко. Это 

произошло 30 мая 2001 г. Владимир Андреевич 

прислал за ним в Ростов комфортабельную ма-

шину, окружил его заботой и вниманием. Для 

сотрудников университета Иосиф Израилевич 

Ворович был живой легендой, классиком, и каж-

дому хотелось поговорить с ним, а он никому не 

отказывал в общении. На банкете, когда Иосиф 

Израилевич произносил речь в честь юбиляра, в 

зале стояла тишина, все ловили каждое его сло-

во. О деликатности Воровича говорит такой 

штрих. На обеде по приезде в Краснодар я заме-

тила, что он прикрывает рукой ухо. На мой во-

прос, не продуло ли его в дороге, ответил, что 

все в порядке. И лишь через некоторое время, 

подойдя к нему, я поняла, что виной всему кон-

диционер. Просто Иосиф Израилевич не хотел 

никого лишить удобства, ведь было жарко. 

Последний раз я увидела Воровича незадолго 

до его смерти, а точнее, накануне этого печаль-

ного дня. После лекции я возвращалась в инсти-

тут, а он шел навстречу. Видно было, что он не-

важно себя чувствует. На мой вопрос о здоровье 

ответил, как всегда: «Нормально. Просто у Вали 

(В.М. Шутько, его ученица. – О.П.) умерла мама 

и надо выяснить, чем я могу помочь. Надо по-

звонить Любе (жене. – О.П)». 

Иосиф Израилевич Ворович прожил долгую, 

полную свершений, достойную жизнь. Сегодня 

его нет рядом с нами, но остались семья: жена, 

дочь, любимая внучка, и мы, его ученики и кол-

леги. Память о нем живет в наших сердцах. 

 

*** 
Фрагмент из книги 

«Воспоминания об академике И.И. Воровиче» 2004. 

Изд-во РГУПС, 319 с. 

 

 

               

М.И. Чебаков, доктор физико-математических наук,  профессор,  

                   сотрудник  НИИМиПМ  с 1971 г.,  Южный федеральный  университет 
 

Впервые я познакомился с Иосифом Израиле-

вичем Воровичем в 1966 г. на лекции по сопро-

мату, которая мне хорошо запомнилась. Он 

начал с рассказа о том, чем нам, выпускникам 

механико-математического факультета Ростов-

ского госуниверситета, придется заниматься в 

жизни, приводил примеры конструкций, над рас-

четами которых, возможно, придется работать. 

Многие из нас впервые услышали, что размах 

крыльев современных самолетов равен десяткам 

метров, максимальные прогибы их достигают 

нескольких метров и мы научимся все это и мно-

гое другое рассчитывать. На нас, второкурсни-

ков, это произвело сильное впечатление. Лекции 
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Воровича никогда не были сухой теорией, они 

сопровождались реальными примерами из жизни 

и студенты всегда чувствовали будущую востре-

бованность приобретаемых знаний. 

Иосиф Израилевич очень часто ездил в 

Москву, и долгожданные лекции переноси-

лись. Как мы потом узнали, шел процесс орга-

низации НИИМиПМ. Среди выпускников 

слышались все чаще разговоры о желании ра-

ботать в институте под руководством И.И. Во-

ровича. Это была сокровенная мечта буквально 

всех, к тому же престиж научного работника 

был в то время очень высок. К моей большой 

радости, меня приняли на работу в институт на 

должность ученого секретаря. Начался период 

тесного общения с Иосифом Израилевичем по 

организационным, научным и другим вопро-

сам. Меня всегда поражали его демократич-

ность в общении, внешнее спокойствие в 

сложных и критических ситуациях. Казалось, 

что ничто не могло повергнуть его в панику. 

Он никогда не делал замечаний грубо, они все-

гда воспринимались правильно и без обид. 

Многие к нему шли за советом не только по 

научным проблемам, но и чисто житейским. 

Он всегда находил нужные слова и оказывал 

поддержку. Даже сейчас, когда Воровича нет с 

нами, при обдумывании сложной ситуации не-

произвольно все еще приходит мысль: а что 

скажет об этом Иосиф Израилевич? Его авто-

ритет для тех, кто его знал, был абсолютен. С 

его уходом мы все осиротели.... 

Несколько эпизодов моего общения с И.И. Во-

ровичем. Довелось мне присутствовать в 1985 г. 

на заседании бюро Отделения механики и про-

цессов управления АН СССР, на котором Иосиф 

Израилевич докладывал о деятельности НИИ-

МиПМ РГУ. Замечу, что я впервые присутство-

вал на собрании столь высокого ранга и воочию 

увидел выдающихся ученых в таком большом 

количестве одновременно. Ранее я был знаком с 

их книгами и учебниками. Воровичу для доклада 

было отведено всего 45 минут, и я был восхищен 

тем, с каким великолепным искусством за столь 

короткое время ему удалось рассказать о всех 

направлениях деятельности института. Доклад 

произвел на академиков благоприятное впечат-

ление, и все выступающие в прениях давали 

только положительные оценки. Отмечали разно-

образие тематики и удачное сочетание фунда-

ментальных и прикладных исследований. Ака-

демик К.В. Фролов даже высказал мысль о пере-

воде института в систему Академии наук. 

В начале 90-х гг. прошлого столетия, на за-

ре перестройки, И.И. Ворович был назначен 

председателем довольно серьезной комиссии 

по проверке научной деятельности Ленинград-

ского университета. Я в то время все еще рабо-

тал ученым секретарем НИИМиПМ РГУ, и 

Иосиф Израилевич взял меня с собой в Ленин-

град для работы в этой комиссии. Поселили 

нас с Воровичем в двухкомнатном номере 

люкс в центре города, так что мне посчастли-

вилось прожить целую неделю в одном номере 

с этим замечательным человеком. Замечу, что 

Иосиф Израилевич каждое утро делал зарядку 

и, что меня поразило, он не менее 12 раз от-

жимался от пола, а было ему уже около 70 лет. 

Несколько эпизодов из той командировки мне 

запомнились. 

Нам удалось в БДТ посмотреть прекрасный 

спектакль «Холстомер» с такими замечательны-

ми актерами, как Лебедев и Басилашвили. 

Запомнилось, как мы писали отчет о провер-

ке. Иосиф Израилевич поручил мне у всех чле-

нов комиссии собрать их отчеты и написать об-

щий. Я полдня ломал себе голову, как соединить 

эти все разного стиля бумаги в одну, и почув-

ствовал, что это займет недопустимо много вре-

мени: хотелось, чтобы все было логично. При-

шлось идти к Воровичу. Он сказал, что неважно, 

каким будет весь отчет, главное – это те 5–10 

строк, которые мы напишем в конце, ведь из-

вестно, что Ленинградский университет – один 

из самых лучших в СССР, и предложил мне все 

отчеты склеить один за другим и отдать ма-

шинистке. Все это заняло у меня 10 минут. 

Уже в Ростове, отчитываясь в институте о 

командировке, Ворович с большим юмором рас-

сказал о наших проблемах и заботах. Жаль, что я 

тогда не записал этот эпизод, да и многие дру-

гие. Все мы считали, что записывать нужно, но 

полагали, что все впереди, успеем... 

 

*** 
Фрагмент из книги 

«Воспоминания об академике И.И. Воровиче» 2004. 

Изд-во РГУПС, 319 с. 
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В.М. Шутько, кандидат физико-математических наук,   

          доцент кафедры теории упругости, Южный федеральный университет 
 

Когда большая часть твоей жизни прошла ря-

дом с таким человеком, как Иосиф Израилевич 

Ворович, в воспоминаниях хочется обратиться 

ко многим эпизодам и теряешься… О чем преж-

де всего? Одним из важных факторов в жизни 

преподавателя университета является общение 

со студентами, аспирантами, молодыми препо-

давателями. Ярким примером деятельности 

И.И. Воровича является становление таких уче-

ных, как Ю.А. Устинов и В.И. Юдович, В.А. Ба-

бешко, В.М. Александров, А.В. Белоконь и мно-

гие другие. 

Иосифа Израилевича я впервые увидела 

11 февраля 1964 г. на вводной лекции по курсу 

теоретической механики. Его интерес к этой 

дисциплине оказал влияние на всю мою жизнь. 

С первого занятия И.И. Ворович стал обра-

щаться к нам, второкурсникам, называя нас 

«товарищи». Он мог неожиданно спросить сту-

дента: «Товарищ …, а как Вы понимаете изло-

женное?» или «Товарищ …, а как бы Вы реша-

ли дальше эту задачу?» Не каждый мог сразу 

правильно ответить, но дальнейшее изложение, 

его спокойный тон привлекали нас к работе 

непосредственно на занятиях. Становилось ин-

тересно и студенты не избегали вопросов пре-

подавателя,  а ждали новых вопросов и стара-

лись ответить на них, хотя многим, уже про-

шедшим армию, поэтому не сидевшим на сту-

денческой скамье последние два года, было 

трудно. И.И. Ворович не жалел времени на по-

вторение и каждую лекцию начинал с частич-

ного изложения материала предыдущего заня-

тия, иногда формулировал чуть иначе, иногда 

дополнял изложенное ранее, приводил истори-

ческие факты, даже курьезные.  

После первого экзамена по теоретической ме-

ханике я поняла, что и во время экзамена можно 

и нужно студента учить, что и использую по 

настоящее время. Как это делалось? Увидев, ка-

кой материал не выучил или не понял студент, 

Иосиф Израилевич давал дополнительное время 

на подготовку, а потом помогал в устном изло-

жении вопроса. Двойки И.И. Ворович ставил 

редко и с большим сожалением.  

Доброе и внимательное отношение Иосифа 

Израилевича к студентам проявлялось не только 

на его собственных занятиях. Как-то почти всей 

группой мы пришли к нему с просьбой-жалобой 

на непонимание задач по сопромату. Он выслу-

шал, помог понять одну из сложных задач, объ-

яснил еѐ решение, но, главное, показал, что мы 

сами, испугавшись, недостаточно поработали. 

После этого случая у группы установились го-

раздо более доброжелательные отношения с пре-

подавателем по сопротивлению материалов 

Л.Б. Царюком. 

Были и другие важные жизненные уроки, 

преподанные нам Иосифом Израилевичем. 

Например, такой эпизод: наша группа долго и 

настойчиво уговаривала одного хорошо успева-

ющего студента не бросать обучение. Не получа-

лось: он то ходил на занятия, то переставал, то 

вообще пропадал надолго. И.И. Ворович заста-

вил нас увидеть эту ситуацию по-другому: он 

объяснил, что негуманно и бесполезно застав-

лять студента учиться, если пропал интерес к 

будущей специальности. Не давить на человека, 

дать ему раскрыться в той области, к которой у 

него есть интерес и склонность, – это всегда бы-

ло ему свойственно. 

Следующий этап – выполнение курсовой и 

дипломной работ, аспирантура – помог увидеть 

И.И. Воровича в другой обстановке, не на заня-

тиях в аудитории, а за столом крошечного каби-

нета (ауд. 107 в здании на М. Горького, 88). Под 

руководством И.И. Воровича в те времена одно-

временно несколько аспирантов и сотрудников 

занимались проблемой геометрически нелиней-

ной устойчивости сферических оболочек. Реше-

ние таких задач стало возможным в высоких 

приближениях методом Бубнова – Галеркина в 

связи с появившимися в вычислительном центре 

РГУ ЭЦВМ. После довольно громоздких алгеб-

раических выкладок и составления программ в 

машинных кодах можно было получить числен-

ное решение, что требовало объединения усилий 

и навыков нескольких сотрудников. Еще сту-

денткой И.И. Ворович познакомил меня со своей 

аспиранткой В. Зипаловой и сотрудницей ВЦ 

В. Шепелевой. Некоторые результаты удавалось 

получить за ночь работы за пультом ЭВМ, но их 

следовало понять и обсудить. Днѐм спешили на 

факультет к Иосифу Израилевичу показать рас-

печатки и запланировать следующие расчеты. 

Иногда результаты оказывались довольно стран-

ными, их хотелось срочно обсудить. В таких 

случаях можно было позвонить И.И. Воровичу и 
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даже прийти к нему домой. Впоследствии из 

воспоминаний Л.С. Ворович я узнала, что такие 

обсуждения непосредственно в квартире случа-

лись многократно.  

Задача о хлопке сферического купола, а чуть 

позже – конического, была тогда успешно реше-

на, это позволило перейти к заключению ряда 

хоздоговорных работ.  

Иосиф Израилевич объединял около себя 

очень разных людей, но у каждого была возмож-

ность своей реализации. Доброжелательность, 

желание и способность понять молодого челове-

ка сопровождали деятельность Иосифа Израиле-

вича на всѐм жизненном пути. Он был жизнелю-

бом, с благосклонностью относился к детям, ко-

торых видел и в студентах, умел поговорить с 

ними, причем основой его отношения к людям, 

независимо от их возраста, всегда было уваже-

ние к конкретной личности. Убеждалась в этом 

неоднократно, когда он общался с моей дочкой 

(в разном ее возрасте). 

И.И. Ворович всегда с большой теплотой и бла-

годарностью вспоминал своих учителей и сам для 

нас был настоящим учителем и воспитателем.  

 
 

 

Чем кто умнее, тем тот скромнее. 

Цицерон. 

 

Шепелева В.Г.,  

                 старший научный сотрудник  НИИМиПМ, 1971-2000 г. 
 

Легко вспоминать, но очень трудно записать 

воспоминания об И.И. Воровиче, которому в 

21 июня 2020 г. исполнилось бы 100 лет. 

Тысячи слов умных, теплых, восторженных, 

порой пронзительных звучали и в юбилейных 

поздравлениях при жизни Иосифа Израилевича, 

и в официальных оценках очередных этапов его 

научной, организаторской, общественной дея-

тельности, и в книге «Воспоминания об акаде-

мике И.И. Воровиче». Не меньше произнесено, 

написано об удивительной (для такого гиганта 

науки!) простоте, умной деликатности, очаро-

вании от общения с Иосифом Израилевичем. 

Так что добавить к этим словам что-то новое 

трудно. 

Я хочу рассказать о своей трудовой жизни в 

НИИМиПМ.  

С начала 50-х гг. ХХ столетия в СССР начина-

ется переход от лозунга «Кибернетика–лженаука» 

к лозунгу «Кибернетика–панацея». Создаѐтся 

первый вычислительный центр при Министерстве 

обороны, издается первый учебник руководителя 

этого центра А.И. Кислова: «ЭВМ». А в Ростове в 

1957 г. ректором университета назначается 

Ю.А. Жданов, и уже в 1958 г. создается вычисли-

тельный центр при РГУ.  

В эти переломные годы я окончила школу и 

поступила на физмат. До 3-го курса мы учились 

на отделении математики.  В  1958 г.  группу  ма- 

тематиков делят на две, одна из которых – «ма-

тематик-вычислитель», т.е. программист. 

Срочно вводятся новые курсы лекций: «Про-

граммирование» читает Лев Александрович Чи-

кин, «Вычислительные методы» – Р.Х. Зарипов, 

«Теорию автоматического регулирования» – 

Иосиф Израилевич Ворович! Это было мое пер-

вое ощущение необычности Иосифа Израилеви-

ча. Так что я знаю, каким он был выдающимся 

лектором – полное подтверждение знакомого 

высказывания: «Тот истинный мудрец, кто мно-

гое может сказать коротко и ясно!» 

В какой-то мере умел очень сложные вещи 

доступным языком объяснять мой однокурсник 

Леонард Болеславович Царюк, что в дальней-

шем очень облегчало нашу длительную сов-

местную работу в НИИМиПМ. Но именно в ка-

кой-то мере. 

На 5-м курсе я еду на практику и писать ди-

плом в Киев в ВЦ АН УССР (Институт киберне-

тики). Руководитель В. Иванов (бывший ростов-

чанин) дает тему: «Динамические характеристики 

звеньев многоконтурных систем автоматического 

регулирования». Вот уж прихоть случая – приго-

дились лекции Иосифа Израилевича! 

В апреле приезжаю с письмом-просьбой 

направить меня на работу в ВЦ АН УССР, а по-

лучаю направление в ВЦ РГУ. В августе 1961 г. 

выхожу на работу и сразу  начинаю  сотрудничать 
 



ISSN 1026-2237   ИЗВЕСТИЯ ВУЗОВ. СЕВЕРО-КАВКАЗСКИЙ  РЕГИОН. ЕСТЕСТВЕННЫЕНАУКИ.                                              2020.   № 2 

ISSN 1026-2237   BULLETIN OF HIGHER EDUCATIONAL INSTITUTIONS. NORTH CAUCASUS REGION.NATURAL  SCIENCE.    2020.  No.2 
 

 123 

с одним из первых аспирантов Иосифа Израиле-

вича – В.М. Александровым. Программирование 

тогда было очень трудоемким (никаких пакетов 

стандартных программ, трансляторов, вся про-

грамма писалась в машинных кодах, ЭВМ одно-

адресная, со скоростью всего 100 операций/с, с 

ручным распределением очень ограниченной па-

мяти – теперь это невозможно себе представить). 

Так что мы были первопроходцами! Наш курс – 

первый выпуск программистов Ростова, из 

предыдущего направили в ВЦ нескольких чело-

век, и обучались они, уже работая. 

Задание мы выполнили. По очереди к нам 

стали приносить задачи для программирования и 

счета ученики Иосифа Израилевича (В.М. Алек-

сандров, Ю.А. Устинов, Володя Бабешко – тогда 

еще студент). Появились ЭВМ классом выше – 

шла ускоренная компьютеризация всех направ-

лений науки и техники. На ВЦ решались задачи 

химиков (В.И. Минкин), медиков, задачи из 

сельмашевского втуза, из пединститута и т.д.  

Дальнейшее развитие ВЦ получил в 1963 г. 

(всего-то через 2 года от начала моей работы!), 

когда заведующим стал А.Л. Фуксман. Молодой 

(25 лет), очень талантливый, уже кандидат физ.-

мат. наук (недаром на конференцию, посвящен-

ную его 80-летию, в Ростов съехались ученые из 

разных городов – спустя 40 лет после его траги-

ческой гибели), тщательно проанализировав 

результаты работы ВЦ, он пришел к выводу, 

что нужно категорически отказаться от просто 

«обслуживания». Он организовал свой семинар, 

на который пригласил сотрудников различных 

кафедр РГУ, особенно физмата (И.И. Ворович, 

А.К. Никитин, В.И. Юдович, В.М. Александров, 

Ю.А. Устинов, В.А. Бабешко и других), отделил 

группу «механиков», которые уже работали с 

соответствующими задачами. Некоторые со-

трудники ВЦ (Н.И. Минакова, М.Н.  Яценко и я) 

стали посещать знаменитый «семинар по поне-

дельникам» И.И. Воровича на физмате. На ка-

федре к тому времени накопилось много задач, 

требующих расчетов на ЭВМ, особенно по двум 

направлениям: контактные задачи и теория обо-

лочек. Нужно было программировать и считать! 

Началась моя работа с «оболочечниками». 

Первая задача об устойчивости пологого сфери-

ческого купола была темой кандидатской дис-

сертации В. Ф. Зипаловой, аспирантки Воровича, 

выпускницы физмата РГУ, работающей в педин-

ституте. Мне было поручено сделать комплекс 

программ для расчетов, результаты и анализ ко-

торых и были содержанием будущей диссерта-

ции. На этом этапе Виктория Федоровна занима-

лась отладкой, поиском ошибок, просчетом кон-

трольных вариантов и т.д. Управляющей про-

граммой этого комплекса в дальнейшем пользо-

вались при расчете устойчивости других типов 

оболочек вращения. Когда пошел основной счет, 

мы часто общались с Иосифом Израилевичем 

(чаще всего у него дома на Суворова, кажется), и 

маленькая Лена заползала к папе на спину, сади-

лась на шею, нисколько при этом не мешая ни 

ему, ни нам.  

Иосиф Израилевич включил меня в содоклад-

чики на конференции в Киеве (май 1965 г.) и в 

соавторы статьи в журнале МТТ. Мой муж Вале-

рий тоже полетел в Киев по своим аспирантским 

делам. Иосиф Израилевич собирал по вечерам у 

себя в номере своих ростовчан. В один из этих 

вечеров мы пришли вместе с мужем. Познако-

мившись, Ворович подробно расспросил Валерия, 

чем он занимается. Выяснилось, что у него есть 

приятель в Киеве, в Институте кибернетики, – 

Георгий Евгеньевич Пухов, переехавший из Та-

ганрогского радиотехнического института. Муж 

сказал, что знаком с его работами, они имеют 

отношение к теме его диссертации. В один из 

следующих вечеров Пухов оказался уже в номе-

ре Воровича. С тех пор все оставшиеся 2 года 

аспирантуры Валерий сотрудничал с Георгием 

Евгеньевичем. Он же был оппонентом на его за-

щите. После ухода И.И. Воровича мой немного-

словный муж с неподдельной горечью от утраты 

напомнил мне этот случай. 

В январе 1965 г. мы ездили большой коман-

дой ростовчан в Москву на 5-ю Всесоюзную 

конференцию по теории пластин и оболочек, 

где я впервые увидела, с каким уважением, даже 

почтением относятся к нашему Воровичу такие 

мэтры науки, как тогда уже знаменитые акаде-

мики Л.И. Седов и А.Ю. Ишлинский, профессор 

А.С. Вольмир и многие другие. Так получилось, 

что после первых аспирантов (Ю.А. Красовский 

В.М. Александров, Ю.А. Устинов) у Иосифа Из-

раилевича и в аспирантуре, и на ВЦ оказались в 

основном женские команды: В. Ненастьева 

(Шутько), О. Малкина, Т. Александрова (Вилен-

ская), О. Аксентян, В. Зипалова и другие – все 

они окончили РГУ по специальности «механи-
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ка», их курсовыми и дипломными работами ру-

ководил И.И. Ворович, но работать на вычисли-

тельных машинах они еще не умели. Из ВЦ в 

команду вошли Н.И. Минакова, М.Н. Яценко, 

Л.С. Шацких, я, позже присоединились другие. 

Но мы не были механиками и в некотором 

смысле считали себя «ущербными». Иосиф Из-

раилевич так не считал, полностью нам доверял 

и называл нас «мои девочки». Это закрепилось. 

Многие механики и математики Советского 

Союза на конференциях, съездах, школах так и 

говорили: «Приехал Ворович с девочками», хо-

тя многие из нас  уже стали мамами.  

После того как я закончила работу с В.Ф. Зи-

паловой, Иосиф Израилевич решил дать мне уже 

самостоятельную задачу об устойчивости полого-

го эллиптического купола, в вычислительном 

плане неизмеримо более сложную по тем време-

нам. ЭВМ с нужной памятью и скоростью в Ро-

стове не было, пришлось ездить в места, где ВЦ 

удавалось договориться: в Таганрог, Донецк 

(Украина), а счет вообще вести в Минске. 

В эти же годы аспиранты Иосифа Израилевича 

и сотрудники ВЦ решали задачи устойчивости 

тонких оболочек вращения с различными образу-

ющими. К концу 60-х гг. прошлого века уже 

накопились результаты для того, чтобы присту-

пить и к задачам устойчивости составных оболо-

чек вращения. Кафедра теории упругости полу-

чила заказ от Киевского строительного институ-

та (КИСИ) на расчет таких оболочек. 

В 1969 г. по инициативе Ю.А. Жданова был со-

здан Северо-Кавказский научный центр высшей 

школы (СКНЦ ВШ), в 1971 г. – научно-исследова-

тельские институты, в том числе Научно-иссле-

довательский институт механики и прикладной 

математики (НИИМиПМ), директором которого 

стал чл.-корр. АН СССР И.И. Ворович.  

Контактные задачи и теория пластин и оболо-

чек в качестве главных направлений исследова-

ний вошли в тематику института. Так как я с 

1961 г. работала по той и другой тематике, заве-

дующий отделом тонкостенных конструкций 

Л.Б. Царюк и И.И. Ворович предложили 

М.Н. Яценко и мне перейти из ВЦ на работу в 

институт. Поколебавшись (ни помещения, ни 

места для работы, а в неизвестном будущем от-

даленность этого места – Западный), мы все же 

согласились. 4 года работали, кто где мог, даже в 

неотремонтированном, мрачном, с решетками на 

окнах, здании сегодняшнего СКНЦ. В 1975 г. 

НИИМиПМ, а в 1976 г. и ВЦ, так нам необходи-

мый, наконец стали и жить рядом, практически в 

одном здании. Появилась новая, гораздо более 

мощная ЭВМ – БЭСМ-6.  

Мы продолжали сотрудничество с Киевом, 

Севастополем, Балаклавой. Начались частые ко-

мандировки в эти места. Это теперь Балаклава –

туристический центр, а тогда это было совер-

шенно закрытое место. Нужно было в Ростове в 

милиции получить разрешение на въезд. Нахо-

диться в Балаклаве разрешалось с 8 утра до 18 

вечера, ночевать приходилось в Севастополе. 

Окончательно сдали тему уже в 1977 г., перед 

самым Новым годом, просидев в Севастополе и 

Балаклаве две недели. Прилетели (я и Царюк), 

как говорится, с корабля на бал – в нашем инсти-

туте шѐл новогодний вечер. Отчитались, отдали 

документы и даже благодарственное письмо от 

заказчиков. Выходим в фойе на торжественную 

часть и вскоре слышим свои фамилии – нас 

награждают знаком «Победитель соцсоревнова-

ния» от министерства, т.е. с вручением удосто-

верения, значка и т.д. Я и теперь с благодарно-

стью вспоминаю Иосифа Израилевича. Конечно 

же, только по его инициативе эти награды (их 

всего было 2!) отдали нам. 

Еще вспоминается мне одна «временная» ра-

бота с Воровичем. В мае 1977 г. он попросил ме-

ня отвлечься от основной работы в отделе и по-

мочь ему и Н.И. Минаковой, так как для заяв-

ленного на 5-ю Всесоюзную конференцию по 

теории пластин и оболочек (Харьков, сентябрь 

1977 г.) доклада кое-что нужно было еще запро-

граммировать, посчитать и проанализировать. Я 

присоединилась к решению нелинейной задачи. 

Когда пошел счет, мы часто встречались с Иоси-

фом Израилевичем, анализировали результаты и 

планировали варианты дальнейших исследова-

ний. Я была включена в содокладчики, мы все 

вместе поехали в Харьков. После конференции 

была оформлена статья, которая вышла в журна-

ле МТТ в 1979 г. Этот этап работы мне очень 

понравился: не было особой спешки (всѐ лето, с 

мая по сентябрь), Иосифа Израилевича удивляли 

и радовали какие-то неожиданности в результа-

тах, а меня, соответственно, его реакция. Статью 

отправили, я занялась текущей работой по теме в 

отделе. Вскоре Ворович вызвал меня и предло-

жил продолжить работу под его руководством в 
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группе, исследующей вопросы устойчивости 

вязкоупругих и вязкопластических систем. Я 

растерялась: «Иосиф Израилевич! Я же не меха-

ник и никогда им не буду!» В ответ слышу: «Ты 

уже давно механик!» Я: «Нет, я работаю 16 лет с 

механиками настоящими, но я не механик!». Во-

рович, несколько обиженно, сказал: «Подумай!» 

Я подумала и осталась в отделе, тем более что 

предстояла сдача темы с Царюком. 

Вскоре после сдачи отчета в Балаклаве теоре-

тическая часть отдела ОТК стала соисполните-

лем очень важной темы, над которой работали 

многие годы, вплоть до начала 90-х гг. 

Вообще, время с 1975 г. до конца 80-х – нача-

ла 90-х было расцветом НИИМиПМ и отдела 

ОТК. Успешно шла основная работа, мы ездили 

на съезды, конференции, научные школы в раз-

ные уголки СССР, сами организовывали школы, 

куда приезжали крупные ученые, мы писали 

научные статьи, защищали диссертации. В ин-

ституте, начиная со знаменитого новоселья 

(1975 г.), проводились праздничные вечера, а 

наш Иосиф Израилевич после традиционного 

ужина в своем кабинете с сотрудниками админи-

страции института обходил некоторые закоулки 

своих владений, в том числе и наш ОТК. Узнав о 

чьѐм-то дне рождения, мог подняться и лично 

поздравить именинника. Простота его общения 

иногда дезориентировала нас: я могла и горячо с 

ним поспорить. А как-то был случай, когда через 

довольно длительное время после такого спора 

(не научного!) Ворович сказал мне: «Валя! Ты 

была права!» Никогда мы не слышали, чтобы он 

на кого-то повысил голос. Всегда был выдер-

жанным, деликатным и внимательным.  

В памяти всплывает еще один случай, когда, 

кажется, в феврале 1981 г. несколько сотрудни-

ков отдела отправились сдавать госкомиссии 1-й 

этап темы. Мы улетели раньше, Иосиф Израиле-

вич прилетал позже, накануне самой сдачи. 

Связь поддерживали по телефону. В очередном 

разговоре Л.Б. Царюк на вопрос Воровича «Как 

дела?» со своей непосредственностью выпалил: 

«Валя мерзнет! А так все нормально!» Тогда 

действительно в Москве неожиданно резко по-

холодало. И наш сверхзанятой директор привез 

мне тѐплую одежду. Не помню, как и кем была 

организована передача. Потом отец рассказывал 

мне, как при встрече они (два бывших артилле-

риста) надолго завязли в разговоре и воспомина-

ниях, тем более что воевали они в одно и то же 

время на соседних фронтах, Волховском и Ле-

нинградском. 

Вспоминать можно бесконечно! Не забыть 

командировочные поездки с Иосифом Израиле-

вичем, коих за 40 лет совместной работы нако-

пилось великое множество. Его популярность у 

ученых во всех уголках СССР была огромна. Его 

приглашали в гости члены научного сообщества, 

среди них были ученые с мировым именем, были 

те, кто прошел через ростовский научный семи-

нар. У многих из них Ворович был оппонентом 

по докторской и кандидатской диссертациям. 

Приглашали, конечно, его лично, но хотя бы не-

сколько ростовчан Иосиф Израилевич всегда 

старался взять с собой. Так мы познакомились с 

несколькими кухнями народов СССР (армянская, 

грузинская, казахская и т.д.). Были мы вместе на 

Севане, Медео, в Риге, Вильнюсе, Таллине и т.д. 

А куда по своей занятости Ворович не мог по-

ехать сам, он посылал нас: в Молдавию, под Ки-

шинев, в Литву, под Вильнюс, на Украину, под 

Киев и Львов и прочие интереснейшие и живо-

писнейшие места. Мы были благодарны Иосифу 

Израилевичу за то уважение, с которым к нам 

относились представители других научных 

школ. Мне кажется, они завидовали нам и не 

скрывали этого. 

 К нашей великой радости, в 1990 г. И.И. Во-

рович был избран действительным членом Ака-

демии наук СССР (единственный на всем Север-

ном Кавказе). Других тогда не было. Ю.А. Жда-

нов был чл.-корр. АН СССР, тоже один из пер-

вых на Северном Кавказе. Недаром им – двум 

выдающимся гражданам Ростова – заложены 

именные звезды на «Аллее звезд» города (на Во-

рошиловском проспекте).  

В начале 90-х мы еще съездили несколько раз 

в Казань с отчетами. Финансирование совсем 

сошло на нет, важнейшая тема сворачивалась. В 

1993 г. я поехала с докладом на конференцию в 

Горький, где был и Иосиф Израилевич. В фойе, 

где расположились участники со своими стендо-

выми докладами, Ворович, прогуливаясь, что-то 

обсуждал, по-моему, с академиком Ишлинским. 

Увидев меня, Иосиф Израилевич подошел вместе 

с ним. Я отлично знала и не раз была свидетелем 

того, как Иосиф Израилевич любит показывать, 

хвалить, пропагандировать своих питомцев, ча-

ще всего, как правильно заметил А.И. Акопов,  
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«с явной тенденцией к преувеличению». Так что 

прозвучавшую свою долю похвал всерьез не 

восприняла. Но и сейчас я с улыбкой вспоминаю 

слова Иосифа Израилевича, тем более что это 

была моя последняя командировка, моя послед-

няя конференция, мой последний доклад.  

События 90-х описывать не хочу – они всем 

известны. Начались массовые увольнения, отъ-

езды, уходы из аспирантуры, отсутствие финан-

сирования, а значит, и работы, фактически от-

сутствие зарплаты и т.д. Просто невозможно 

себе представить, что пережил Иосиф Израиле-

вич, наблюдая, как погибает его детище. И ни-

какие достоинства и итоги этих лет не убедят 

меня в их ценности. Они укоротили жизнь мно-

гих-многих, в том числе двоих очень дорогих 

мне людей – И.И. Воровича и моего мужа, пе-

режившего Иосифа Израилевича всего на 4 ме-

сяца. Кто-то из древних сказал, что «человек 

умирает столько раз, сколько раз он теряет сво-

их близких». Уход И.И. Воровича в 2001 г. стал 

для меня таким разом. И память о нем я, конеч-

но, буду хранить до последних моментов своей 

жизни. Иосиф Израилевич создал в нашем ин-

ституте такую редкостную атмосферу, что лю-

ди, разбежавшиеся по городам, дальним стра-

нам и весям нашей планеты, собираясь, говорят, 

говорят, вспоминают, вспоминают… и суть од-

на: как хорошо было в НИИМиПМ! Ведь в ин-

ституте числилось (вместе с хоздоговорниками) 

иногда больше 400 человек! Люди все разные, с 

разными характерами, убеждениями, желания-

ми, разной степенью порядочности, со своими 

этическими нормами поведения, симпатиями и 

антипатиями, что неизбежно в таком большом 

коллективе. И практически никогда не было ни 

скандалов, ни склок, даже порой в очень труд-

ные моменты. Вот и на недавнем моем юбилее 

собрались одноклассники, однокурсники, род-

ственники и 6 человек из нашей 312-й комнаты 

в НИИМиПМ (многих уже нет). Мы продолжа-

ем встречаться спустя 20–30 лет после совмест-

ной работы несколько раз в году, поводы нахо-

дятся! Так что и за это спасибо нашему Иосифу 

Израилевичу. Эти отношения – отражение ауры 

его института. Мы все помним и любим нашего 

Великого директора и гордимся, что столько лет 

были с ним рядом. А изречение «Незаменимых 

нет» к Иосифу Израилевичу Воровичу никак не 

может относиться. Он, безусловно, незаменим! 
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